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NOTE SUR LA THEORIE ANALYTIQUE

DES

CORPS SOLIDES COTES
P\R

CAUSER

(Suite et fin l)

Les Stereocouronnes des deux especes

§ 25. Nous avons vu comment, en faisant tourner, d'un angle
quelconque, un corps autour d'un axe fixe, 011 engendre la

couronne, et comment, eu faisant tourner ce meine solide autour
des droites d'un faisceau plan, on engendre le courono'ule, c'est-
ä-dire un Systeme lineaire tel qu'entre quatre des corps qu'il
contient regne l'equation homogene (58). Si on pretend cous-
truire un ensemble de quatre corps, concourants deux ä deux,

qui soient lineairement independants, il faut, c'est le seul

moyen, soumettre un de ces corps ä trois rotations arbitraires
autour d'axes qui se rencontrent deux ä deux sans former un
faisceau plan. Or trois axes de cette espece ne peuvent
presenter que deux dispositions : tantöt ces axes se rencontrent
eil un seul point, sans etre dans un plan, tantöt ils appar-
tiennent ä un meme plan, sans etre concourants.

Dans le premier cas les quatre corps ont un point commun;
il n'eu ont pas dans le second. Ce dernier cas presenteune
disposition plus compliquee; trois corps du Systeme ont bien un

point commun, mais celui-ci varie suivant le corps exclu, et

peut d'ailleurs se trouver transports ä 1'infini.

b Voir Archives, t. XL, p. 361 et 457; t. XLI, p. 5.

Archives, t. XLI. — Fcvrier 1910. 7
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Generalisons la dite construction afin d'engendrer des triseries
de corps, deux ä deux concourants, de telle maniere que quatre
corps empruntes ä une semblable triserie soient, en general,
lineairement independants. Suivant qu'on prend pour base de

la construction une gerbe, ou un ensemble de droites copla-
uaires, 011 est conduit ä deux types difterents de stereocou-

ronnes.

1° Faisons pirouetter un corps autour d'uu centre, les
positions de ce corps forment la stereocouronne ä centre. Le centre

peut aussi s'eloigner ä l'infini, alors les axes de rotation forment
l'ensemble des paralleles ä une direction donnee, c'est autour
de ces droites que le corps devra tourner pour engendrer la

stereocouronne.
2° Si on fait tourner, d'un angle quelconque. un corps A

autour de toutes les droites d'un plan, les positions du corps
mobile definissent encore une triserie qui est la stereocouronne

ä plan.
Comine le corps A peut etre choisi ä volonte dans la

stereocouronne meme, ce procede general de construction redonne,

quand on change le dit corps, =*>3 fois la dite sterecouronne.
D'ailleurs partrois corps concourants quelconques passent deux

stereocouronnes, l'une ä centre, l'autre ä plan : si A, B, Csont
ces corps, le centre de la premiere est leur point commun, le

plan des axes de rotation menant A sur B et A sur Cest le plan
de la seconde stereocouronne, quand on l'engendre par le moyen
du solide A.

Si, se limitant ä ce dernier cas, on considere 4 corps A, B, C, B
de la stereocouronne ä plan, on constate facilement que les axes
des 6 rotations de Tun de ces corps vers un autre quelconque
forment un tetraedre.

Je dis maintenant qu'entre 5 corps appartenant ä une
stereocouronne, de l'un ou l'autre type, existe toujours une relation
lineaire, comme

aA + bB + eC + dD + eE 0 (65)

En effet, si on designe par L, M, N, P les axes des rotations



DES CORPS SOLIDES COTES 95

menant A successivement sur les 4 autres corps, on a 4 formules
analogues ä la suivante

BÄ cosw + L sin» ; (66)

or L, M, N, P sont des droites deux ä deux concourantes, c'est-
ä-dire qui verifient une equation lineaire homogene, telle que

11j + mM + nN + pP 0 (67)

L'elimination des 4 lettres L, M, N, P entre les 5 formules
(66) et (67) donne le resultat; il estconforme ä (65).

En outre, et par un raisonnement employe deux fois dejä, la

reciproque est vraie : si 4 corps lineairement independants
B, C, D, E se rencontrent deux ä deux, la formule generale, aux
coefficients arhitraires,

A bB + cO + dB + eE (68)

represente une stereocouronne qui pent etre de l'une ou 1'autre

espece.

Passons k l'examen sommaire des proprietes des stereocou-

ronnes.

§ 26. 1° Deux stereocouronnes qui ont 4 corps commune coincident

lorsque ces corps sont lineairement independants. Ceci est

ideutique ä la reciproque indiquee tout ä l'heure.

2° Si une stereocouronne passe par trois oupar deux corps, eile

contient le couronoide, ou la couronne, unissant les trois ou les deux

corps. Evident, puisque les formules bB-rcC, bBfi-cCfi-dD
sont coutenues dans (68).

3° Dans une stereocouronne ä plan, les corps qui possedent un
point commun forment un couronoide. Car, d'un cote, le couronoide

forme avec trois de ces corps appartient ä la stereocouronne

; en second lieu tous les corps de ce couronoide possedent

le meme point commun; et eufin la stereocouronne ne

pourrait contenir un corps etranger au couronoide et possedant
le meme centre, ä moins d'etre elle-meme ä centre, ce qui est

contraire ä l'hypothese.
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A cette occasion il faut remarquer que les centres des couro-
no'ides conipris dans une stereocouronne de seconde espece

occupent toutes les positions possibles de l'espace. Pour' le

montrer eniployous le raisonnementsynthetique, plus commode

ici, que les considerations analytiques.
Soient A le corps generateur, P le plan autour des droites

duquel A est appele ä tourner. Designons par 0 le point qui doit
jouer le role de centre d'un courono'ide compris dans la
stereocouronne donnee. Par le point 0 menous trois plans qui recou-
pent P suivant les droites L, L', L"; prenons les symetriques
de ces plans par rapport au plan fixe P, et designons par 0' le

point du corps A oil ces symetriques vieunent se rencontrer. II
est clair que trois rotations autour des droites L, L', L" et

d'angles convenables, ameneront en 0 le point 0' du corps A; les

trois positions finales B, C, D appartiennent ä la stereocouronne,

tout en ayant un centre commun fixe ä volonte.

4° Etaut donnee une stereocouronne üA -- bB Ar cC-f äD,
de l'uneoul'autre espece, cette stereocouronne contient toujours
oo2 corps qui rencontrent un corps P arbitraire, et ces corps
torment un couronoide. De meine, il existe dans la stereocouronne

oo1 corps, formant une courouue, concourants avec deux

corps P et Q ; et enfin il y a un corps unique de la stereocouronne

rencoutrant trois corps P, Q, Ii choisis ä volonte.
Cette propriete resulte immediatement du fait que la condition

de rencontre contient lineairement les coordonnees a, b, c. d

d'un corps de la stereocouronne; eile s'ecrit en eff'et sous la
forme

{aA + bB + cC + dD, P)"
a(AP)" + 6(BP)" + c(G'P)" + tHDP)" 0

II est clair aussi que si P, Q, R rencontrent uu corps de la

stereocouronne, ce meine corps reneontrera aussi tous ceux de

la monoserie lineaire engendree par P, Q, R : que si P, Q, R
sont concourants deux ä deux et engeudrent un courono'ide, tous
les corps du couronoide et de la stereocouronne serout, deux ä

deux, concourants. Et ainsi de suite.

5° Les stereocouronues des deux especes ont. en Geometrie
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reglee, leurs analogues dans les systemes de droites deux ä deux

concourantes, systemes qui presentent soit le type de la gerbe,
soit celui de droites recouvrant un plan fixe. II est evident que
deux de ees systemes de droites possedent, en general, un rayon
commun, ou aucun, Selon qu'ils sont de meine espece ou d'espece
differente.

Dans la Geometrie des corps nous rencontrons une propriete
precisement inverse: deux stereocouronnes de meme espece n'ont

pas, en general, de corps commun, tandis que deux stereocouronnes

d'espece contraire ont, en general, un seul corps commun.

Soit une stereocouronne, obtenue en faisaut tourner un corps
A autour du centre 0, et une autre stereocouronne engendree

par un corps B tournant autour des droites d'un certain plan P.
Nommons ö le point qui, dans B, occupe la position homologue
de 0 dans A; joignons 00', et par le milieu de eette droite
menons un plan perpendiculaire ä 00', lequel vienne rencontrer
le plan fixe P suivant la droite L. II est clair qu'il existe une
rotation autour de L, telle qu'en executant cette rotation, le

point 0' du corps B vienne se placer sur son homologue 0\ la
position de B, apres la rotation, appartient ä la fois aux deux

stereocouronnes. C'est d'ailleurs le seul corps commun, comme

il est evident.
Le cas oil la droite 00' serait ä angle droit sur le plan P ne

eonstitue pas une exception ä la propriete precedente; la droite
L est transportee ä Pinfini, la rotation dout eile est l'axe
se change simplement en une translation perpendiculaire au

plan P.
La seule exception veritable se presente lorsque 00' est non

seulemeut perpendiculaire sur P, mais que le milieu de cette
droite est contenu dans le plan. Dans ce cas, il existe rotations

men ant 0' sur son homologue, et par suite, les deux

stereocouronnes ont pour intersection un certain courono'ide de

centre 0.

Soient. en second lieu, deux stereocouronnes de la premiere
espece, eugendrees l'une par la rotation du corps A autour du

centre 0,1'autre par la rotation du corps B autour du centre 0'.
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Marquons dans le second corps l'homologue Q du point 0:
pour que les deux stereocouronnes presentent un corps commun,
il faut evidemment que les distances 00' et O'il soieut egales.
Cette condition n'est pas toujours realisee, done les deux
stereocouronnes n'ont pas en general de corps commun; si eile a lieu,
non seulement il existe un corps commun, mais encore toute
une couronne, obtenue en faisant tourner ce corps autour de

l'axe 00'.
Prenons en dernier lieu deux stereocouronnes ä plans fixes :

le resultat est conforme au precedent. Pour le montrer, par-
tons d'un lemme preliminaire.

Une stereocouronne ä plan etant definie par un corps A et
un plan P. je dis qu'eu choisissaut convenablement le corps A
dans la stereocouronne, on peut donner ä P une position quel-

couque dans l'espace.
En effet, on sait que la stereocouronne contient une infinite

de courono'ides, et que parmi ceux-ci, il en est dont le centre
est place ä volonte dans l'espace. D'autre part, le centre etant
donne, il est possible de choisir le corps generateur du couro-
no'ide demaniere que le plan correspondant soit run quelcon-

que des plans passant par ce centre ('). II suffit ensuite de faire
tourner ce corps generateur autour de toutes les droites du plan
pour decrire la stereocouronne; or, d'apres sa construction, le

dit plan occupe une position entierement arbitraire.
Soient done deux stereocouronnes de meme plan P, engen-

drees la premiere par le corps A, la seconde par le corps B.
S'il existe un corps C commun aux deux stereocouronnes, les

rotations (AO) et (OB) s'executent autour de deux axes appar-
tenant au plan P, les corps A et B ont un point commun, celui

qui est ä la rencontre des deux axes. Ici encore apparait une
condition de possibility : les deux stereocouronnes ne peuvent
avoir de corps commun, ä moins que les corps generateurs ne

soient concourants.
Si cette condition necessaire est satisfaite, il existe non seulement

un corps commun, mais meme une couronne de sembla-

bles corps ; cette couronne s'obtient en decomposant la rotation

M Cela resulte lie la 4e propriete du courono'ide vue ci-dessus.
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(AB) en deux rotations (AC), (CB) dont les axes respectifs
appartiennent au plan PC).

6° Le plan de toute stereocouronue peut etre pris arbitraire-
ment. 11 y a done autant de stereocouronnes ä plan qu'on peut
mettre de corps generateurs en presence d'un plan fixe, c'est-
ä-dire quand on deplacera le plan, la meine stereoeouronne

sera reproduite ä °os exemplaires.
De meme pour les stereocouronnes ä centre. Comme le centre

peut etre deplace ä volonte dans le corps et dans l'espace, ces

stereocouronnes sont au nombre de ^ et chacune n'est en-
gendree qu'une seule fois.

IX. Composition et Reduction des Systemes

de Corps massifs

§ 27. Les pages precedentes ont mis en pleiue clarte les

analogies essentielles que presentent les deux Geometries des corps
et des droites, eotes ou non cotes. En realite, et ä la lumiere de

ces analogies, la Geometrie reglee est apparue sous l'aspect
d'un simple cas particulier, d'un chapitre detache de la
Geometrie des corps.

Or, la Geometrie rdglee ne connait pas seulement, comme
element d'espace,ladroiteindefiniequenous avonsconsidereeexelu-
sivement jusqu'ici, eile a encore aflaire au vedeur, c'est-ä dire,
dans le sens le plus particulier du terme, ä un segment limite,
porte sur une certaine ligne d'aetion et doue d'une certaine grandeur

ou intensite. On connait le role capital de cette notion : laCi-
nematique et la Statique theoriques ne sont que l'histoire des

systemes de vecteurs, la theorie de leur reduction ä des systemes
plus simples, par le moyen de la regle de la composition. Au
terme de cette reduction se trouve la droite cotee, combinaison
d'un certain vecteur avec un certain couple; la droite cotee

intervient ici simplement ä titre de forme canonique d'un
Systeme de vecteurs.

') Je me dispense d'indiquer ici la solution tres facile de ce probleme.
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II y a lieu de se deniander si les analogies si frappantes et si

remarquables qui apparentent la Geometrie des corps et la
Geometrie reglee s'eteudent encore de mauiere ä embrasser les

faits que je viens de rappeler. Peut-on, autrement dit, generalise!'

la notion du corps solide, et definir une operation correlative

de la composition, de maniere ä iiniter avec les systemesde

corps les theories classiques dont il vient d'etre question? Qu'il
en soit bien ainsi, c'est ce que l'eusemble des resultats ante-
rieurs rend tres vraisemblable. Je vais, en terminant ce long
article, essayer de justifier l'exactitude de cette presomption.

Rappeions d'abord que, de memo qu'uue droite iudefinie
possede deux sens et donne lieu ä deux bivecteurs opposes ± L,
de meme, un corps peut etre atfecte d'un sens suivant le signe
du quaternion =t A qui sert ä le representor; une rotation d'une
demi-circonference change une droite en sa contraire, tandis

qu'il faut un tour eomplet pour renverser le sens d'un corps.
Cela pose, donnons au corps A une intensite, ou une masse a,

Cette masse a, qu'il faut bien se garder de confondre avec
la cote, est comme cette derniere un coefficient reel, entrant

IaA.,' 1

eommefacteurcommun dans les eoordonnees 1

„ de maniere
\aAk\

qu'en faisant B:i aAk', B," aA"lc on a toujours

(BB)" a-(AA)" 0

En revanche, aulieu que {BB)' 1, nous aurons desormais,

pour un corps de masse a,

(BB)' a3(AA)' or

II est clair que l'identite aA (—a)(—A) permet, en
changeant le sens d'un corps, si besoin est, de ne considerer jamais
que des masses positives; en outre, par une convention expresse,
un corps de masse nulle doit etre regarde comme inexistant, il
peut etre introduit ou supprime en tout etat de cause (').

') Dans ce qui suit, je designerai par {A,a) un corps ordinaire doue
de la masse a; on a done avec cette notation (AA)' 1.



DES CORPS SOLIDES COTES 101

Regle de composition des Corps concourants

§ 28. Prenons deux corps de masses b et c, ä savoir (B,b et
(C,c), que nous supposons concourants, ou verifiant la condition

(BC)" 0.
Par definition, la somme geometrique ou la resultante de ces

corps est le corps massif

A 6/1 + eC ; (69)

il est clair, d'apres cela. que dans la composition le sens des

composants intervient pour une part; en revanche, la resultante
est completement independante du Systeme d'axes coordonnes,
elle est determinee exclusivement par les corps composants.

La resultante est. un corps appartenant ä la couronne qui
joint les composants B et C; la masse de cette resultante se

deduit de la relation
a2 (AA)' - b- q c- + 2be(BC)'

et vaut ainsi

a Yb'1 + c- + 26c cos (BO) (70)

formuleoii {BC) designe l'intervalle qui, dans la couronne, se-

pare le corps B du corps C.

Pour formuler de la inaniere la plus claire l'idee de la
composition telle qu'elle resulte des formules (69) et (70), le mieux
sera de changer le Systeme de reperes de maniere que B,C, et

par suite A, soient des vecteurs; on a alors immediatement
l'enonce suivant:

Sur un plan P sont traces deux vecteurs massifs et leur resultante,

tons trois rapportes ä un certain axe polaire appartenant
au meme plan; si on fait tourner celui-ci sur lui-meme, autour •

de l'origine commune, trois fois de suite, et que les angles des trois
rotations soient egaux au double des angles polaires correspon-
dant aux trois vecteurs, si en outre les masses des positions finales
du plan sont egales aux masses respectives de ces vecteurs, la troi-
smne de ces positions est la resultante des deux autres (').

h Bien entendu, les vecteurs composants pourraient etre paralleles au
lieu de se rencontrer; rien de plus simple que de trouver les modifications

de l'enonce relatives a ce cas.
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La composition des corps peut etre repetee; par exemple,
si uii corps (B, d) en rencontre deux autres (B, b),{C,c) egalement

concourants, ce meme corps rencontre aussi la resultante des

deux premiers, soit bB-j- cC; il y a done une resultante finale,
qui est

A (bB + cG) + dD — bB + cC + dD ;

autrement dit, la composition possede les proprietes associative

et commutative.
En un mot, si plusieurs corps se rencontrent deux ä deux, on

peut obtenir d'un seul coup la resultante, laquelle est inde-
pendante de l'ordre de la composition, comme suit :

A bB + eC + dD +

De meme, pour prendre un cas general de decomposition :

si 4 corps, lineairement independants B, C, D, E se rencontrent
deux a deux, un cinquieme corps massif qui rencontrerait tous les

autres, ou ferait partie de leur stereocoiironne, peut, d'une seule

maniere, etre decompose suivant la formule
bB + cC + dD + eE

et si trois corps forment la base d'un couronoide, tout corps massif
appartenant au couronoide admet la representation

bB + cC + dD

laquelle est unique.

Systemes de Corps. Equivalence et reduction.

§ 29. II nous faut maiutenant, pour transporter dans le nou-
veau domaine, les idees classiques de laStatique, considdrer un,
ou plusieurs systemes, comprenant chacun divers corps (A, a),
(.B, b),... distribues dans l'espace d'une maniere quelconque.
Seront declares equivalents deux systemes semblables, lorsqu'on
peut passer de Tun ä 1'autre par l'adjonction ou la suppression
de corps de masse nulle, ainsi que par le moyen de la composition

ou de la decomposition de corps concourants. Les deux

procedes de transformation precedents sont dits les operations
elementaires.
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II est clair qu'executees sur un Systeme (A, a), (B, b), ces

operations elementaires ne modiiient pas la somme

y aA + bB + cC +

laquelle, en consequence, sera la meine pour deux systemes
equivalents.

Le quaternion a, auquel le Systeme se trouve ainsi reduit, est

identique ä un corps ä la fois massif et cote : en noinmant m la
masse, et « la cote,jious avons

tri' (yy)' a2 + V' + cr + • • + 2ab(AB)' +
2ma (yy.)" 2ab(AB)" + 2ae(AC)" +

Ceci suffit pour montrer qu'un Systeme ne peut pas, sauf
exceptions, 6tre reduit ä un corps massif unique par les operations
elementaires ; pour la possibility d'une pareille transformation,
il faut qu'on ait (aa)" 0.

Nous avons demontre toute ä l'heure que deux systemes de

corps massifs, equivalents eutreeux, possedent le meme quaternion

reduit a. Pour achever la theorie suivant le modele connu,
il faudrait encore prouver la reciproque, ä savoir : si deux
systemes S et S' possedent le meme quaternion a, its sont reductibles

l'un ä I'autre par les operations elementaires.

Qu'il en est bien ainsi, c'est ce qui nous reste ä voir.

Pour cela je prends d'abord un Systeme a aA -j- IB+...
et je considere un corps 0 relativement auquel o possede un
moment nul. L'equation de condition, qui exprime cette
involution,

(yQ)" a(AQ)" + b{BQ)" + 0 (71)

peut evidement toujours etresatisfaite ; de plus, remarque essentielle,

si deux systemes presentent la meme somme a, on peut
pour l'un et l'autre employer le meme corps Q.

Faisons pirouetter le corps 'J autour de trois points formant
un triangle, engendrant de la sorte trois stereocouronnes

S,, S2, S3; prenons encore une quatrieme stereocouronne S4,

egalement de la premiere espece, mais ä laquelle n'appartienne
pas le corps Q.
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Soit (A, a) un corps appartenant ä a; avec ce corps et trois
autres, qui reucontrent le premier et qui se rencontrent mu-
tuellemeut, formons une stereocouronne ä plan £; il est clair que
cela est possible d'une infinite de manieres. Cette stdreocou-

ronne £ possede avec chacune des sterecouronnes St, S2, S3, S4,

qui sont du premier genre, un corps commun. Nommons

S12 S2, S3, Si les 4 corps communs; s'ils sont indepeudants,
c'est-ä-dire, s'ils ne font pas partie d'un meme courouo'ide('),
ils peuvent etre pris pour base de la stereocouronne I.

Des lors il est clair que, par la decomposition geometrique, le

corps (A,a) peut etre remplacepar les 4 corps massifs S, la for-
mule algebrique correspondant ä cette decomposition etant

aA — -p loSo -p l3S3 -p /4S4

En agissant semblablement avec chacun des corps (B,b),
(C,c), qui composeut a, 011 aura une serie de formules
analogues

bB b'S,' + l2'S2' + h',%' + h'S^'

lesquelles donnent, par addition

a a A + bB + (ZjSj + l-s'S,' +...), 1

+ (hS-i + Is Si' +...), f
(72)

+ (hS?, + h'S:!' +•••), i

+ {liSi + b'iSY +...). I

Bien entendu, cette formule 11'a pas simplement une signification

algebrique; geometriquement, eile indique que le
Systeme a peut etre ramene, par la composition, ä un ensemble de

corps qui appartiennent tous ä l'une des stereocouronnes

S,, S2, S3, S4. Et comme les corps d'une meme stereocouronne

sont concourants, cbacuue des parentheses de la formule
(72) peut etre reduite ä un seule terme, de sorte qu'on a, aussi

bien algebriquement que geometriquement,

a aA + bB + 1& + hS, + kS-. + kSi (73)

Faisant un pas de plus, nous allons voir que le dernier terme
de (73) peut etre supprime; il nous faut, dans ce but, invoquer

') Voir plus loin la remarque du § 31.
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la construction particuliere des stereocouronnes St que nous
n'avons pas encore utilisee, ainsi que la propriety (71) imposee
au corps 8. De cet ensemble de conditions resulte d'abord

(o.Q)" 0 (&>J2)" iSsQ)" 0 ;

de Ik, et de l'equation (73), ou tire (#,8)" 0. Si done le

dernier terme de (73) n'etait pas nul, le corps St serait concou-
rant avec 8 ; poursuivons les consequences de cette hypothese
qui est la plus compliquee.

Avec St construisons une stereocouronne ä plan X'; eile pos-
sede en commun avec S,, S,, S3 les corps Sj, S.2', 8S'. Designons

par 8j un quatrieme corps apparteuant k X', lequel associe avec
les trois precedents forme une base de la stereocouronne X',
si du moius ces 4 corps sont independants les uns des autres(1).
II est clair, qu'ayaut dejk (Ä/S)" ($2'8)" (Sj8)" 0, nous

lie pouvons avoir (/S^'8)" 0, sans quoi 8 rencontrerait tous les

corps de X', et la stereocouronne X' serait de premiere, et non
de seconde espece, contrairemeut k l'hypothese.

Decomposons entin le corps St, qui appartient a X', suivant
les bases 8k de cette stereocouronne, et recomposons les corps
Sj, Sj, Sj, respectivement avec les corps S2, S.2, S3 qui sont
deux k deux concourants; il est clair que le resultat final de cette
double operation nous dounera

irs," + i2"s2" + i/'Sz" + z4's4',

equation analogue a (73) en ce que Sj', Sj', A'.," appartieunent
toujours aux stereocouronnes S,, S.,, S3. Mais maintenant
(Ä4'8) etaut different de zero, on aura, comme vu plus haut,

Ij 0; par suite, il est toujours possible de reduire par la
composition geomätrique le systeme a a trois corps faisant respectivement

partie des st&r6ocouronnes S,, S3, S3, de telle onaniere qu'on
ait pour la somme v. relative ä a la valeur

a lA + l.,S2 + lsS3

Cela etaut, prenons deux systemes rs, a' de meme somme a;
appliquons k tous deux la decomposition precedente : il resulte

') Voir le § 31.
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entre les elements Sk, Sk' de la reduction relative ä chacun,

l'identite
l,S, + l2S, + las3 + l/S2' + l3'S3' (74)

Pour passer du Systeme a ä l'autre, decomposons 1,8, en deux

corps de la stereocouronne S, dont l'un soit l,'S,' et l'autre
l,"8,", et ainsi des autres. Alors l'egalite supposee (74), entratne
la suivante

WS," + l,"S2" + li"S3" 0 ; (75)

jedis, et c'est latin de la demonstration, c^ueles corps S,", Ss", S"3

lies ensemble par cette relation se detruisent geometriquement

par les operations elementaires.

La chose est evidente si dans (75) un des coefficients l" est

nul; s'ils sont tous trois diti'erents de zero, l'egalite (S3"Ss")" — 0,
combinee avec (75), montre que (S,"St")" 0, c'est-ä-dire

que les corps S," et S2" sont concourants. Faisant ainsi partie
d'une couronne, ils peuvent etre composes eil un seul corps,
lequel, d'apres (75), devant detruire l3"Ss" est egal et contraire
ä ce dernier. Eil resume : toutes les t'ois que deux systemes
possedent la meme somme a, ils peuvent etre reduits l'un ä

l'autre par la composition.

§ 30. II est clair que la theorie precedente conduit aux memes

consequences que la theorie classique des systemes de vecteurs;
sans insister sur des details evidents, je me permets de citer iei
les deux proprietes suivantes :

1" Corollaire. — Tout Systeme de corps est reductible ä deux

corps massifs seulement, et cette reduction est possible d'une
infinite de manieres.

En eö'et a etant donne, il suffit de poser pour trouver les

deux corps cherches (A, a) et (B, b),

aA + bB (76)

Un des corps A peut etre pris ä volonte quant ä sa position
dans l'espace ; sa masse se determine par l'equation

(a — aA a — aA)" (u.)" — 2a(zA)" — 0
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qui signifie que le Systeme a — aA est reductible ä uu seul corps
massif. On voit que, toutes les fois que le corps A n'est pas en

involution avec le Systeme donnfi, la masse a existe et le corps B,
donnant lieu avec A ä l'equation d'equivalence (76) existe aussi:
les deux corps A et B sont conjugues par rapport ä la pentaserie
admettant a comme noyau.

2me Corollaire. — Si on opere de plusieurs manieres la reduction

ci-dessus, le moment des deux corps conjugues reste
constant.

Eii effet, nous avoiis

^ ^ (aA + bB, aA -f bB)" — ab(AB;Ji z

le premier membre est donne, le dernier, qui lui est egal, repre-
sente justement le moment des deux corps conjugues; ainsi le

moment ne varie pas.
D'ailleurs, si d'une maniere generale, on avait remplaee deux

systemes a et ß, par des sommes de corps massifs, telles que

j V »I, ß y^bB

le moment reciproque de ces deux systemes s'exprimerait en

fonction des moments mutuels des corps A et B, par la formule

(yß)" ab(AB)"

§ 31. J'ai tenu ä presenter, dans les paragraphes precedents,
la theorie de la composition des corps et de leur reduction d'une
maniere directe et independante de toute autre; toutefois, pour
que les resultats obtenus par cette voie puissent etre regardes
comme definitivement acquis, il resterait ä discuter les deux

points que j'ai signales en note pp. 104 et 105. La place me manque

ici pour entrer dans tous les details d'une discussion assez

delicate. Je crois d'ailleurs pouvoir d'autant mieux m'en
dispenser que quelques lignes suffisent pour retrouver l'ensemble
de la theorie, en deduisant la composition des systemes de corps
de celle des systemes de vecteurs ; c'est par ce dernier exemple
de l'interdependance entre les deux Geometries que je termine.



108 NOTE SUR LA THEORIE ANALYTIQUE, ETC.

Soit un Systeme de corps ; si le Systeme n'en comprenait que
trois, ces corps deviendraient des droites en les rapportant ä

l'orthogonal commun. La theorie de la composition des vecteurs,
ä laquelle se reduit celle des corps, nous donne la proposition
fondamentale.

La composition permet toujours d'abaisser le nombre des corps
de trois ä deux: par suite, quel que soit le nombre des corps que
comprend le systeme donne, ce nombre peut etre reduit ä deux. En
outre, et toujours pour la meme cause, si les deux corps resultants

presentent une droite commune, la reduction peut etrepoussee
d\m degre, jusqu'ä un seul corps resultant.

Cette condition de la rencontre, qui est süffisante pour la
reductibility ä un seul corps, est aussi necessaire.

Soient maintenant deux corps possedant le meme a. Redui-
sons le premier ä la forme aA -- bB, le second a la forme
cC + dB, de sorte que

aA + bB =-- cC + dD

Si on preud l'orthogonal comniun aux corps A, B, C comme

systeme de reference, ces corps deviennent trois vecteilrs; l'ega-
lite precedente montre qu'il en est de meme pour le quatrieme
D. Les deux systemes donues se trouveut ainsi reduits chacun
ä un ensemble de deux droites massives; et en vertu de l'equa-
tion ci-dessus, ces systemes reduits, ä leur tour, se transfor-
ment l'un dans l'autre par les operations elementaires.

La consequence qui se deduit de tout cela pour les systemes

primitifs, c'est que, comme nous le savons d'autrepart: si deux

systemes de corps massifs possedent le meme a. its peuvent etre

transformes l'un dans I'autre par la composition.

Erratum a un article precedent

Archives, t. XL. A la page 462, lignes 9-12, il faut lire : Nous dirons
done que deux corps sont perpendiculaires lorsque la rotation du mou-
vement helico'idal qui amene l'un sur l'autre mesure 180 degres, la
translation etant quelconque.
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