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SUR

LA STRATIFICATION DES PLANSTES

AU VOISINAGE DE LEUR CENTRE

PAR

ISoljn WAVHE

§ 1. Introduction.

Cette etude est d'ordre strictement mathematique et le mot
planete est ici une abrevation designant une masse fluide
heterogene en rotation sur elle-meme, les differentes particules
du fluide s'attirant suivant la loi de Newton. Dans quelle mesure
les resultats obtenus s'appliquent-ils aux corps celestes tela

que les etoiles, le Soleil, Saturne, Jupiter... c'est ce qui ne

sera pas recherche. Seul l'essentiel des demonstrations sera
transcrit dans ces pages et cet article serait trois fois plus long si

toutes les propositions auxiliaires qui lui servent d'arcs-boutants
etaient reproduites.

** *

II convient de distinguer trois especes de mouvements d'une
planete autour de son axe polaire.

Mouvements de premiere espece. — La planete tourne comme
solidifiee, c'est-a-dire d'un bloc. Elle se trouve alors en equiiibre
relatif.

Mouvements de deuxieme espece. — Les surfaces d'egale densite

p et d'egale pression p coincident. II existe alors une relation
de la forme p f(p).



168 SUR LA STRATIFICATION DES PLANETES

Mouvements de troisieme espece. — Les surfaces d'egale
densite et d'egale pression ne coincident plus necessairement.
M. Dive vient d'ouvrir un champ de recherches nouvelles en

donnant les conditions de possibilite de ces mouvements tres

generaux; ils contiennent comme cas particulier ceux de

seconde espece, lesquels ä leur tour contiennent les equilibres
relatifs comme cas tres special. Les resultats obtenus par d'au-
tres auteurs se rapportent principalement aux mouvements de

premiere espece.
M. Volterra a obtenu, dans une etude d'un grand interet

mathematique, le resultat suivant:
Une stratification1 de la masse en ellipsoides homothetiques

est impossible dans l'equilibre relatif.
M. Veronnet a montre qu'il n'existe aucune stratification

ellipsoidale pour les mouvements de premiere espece.
On sait que Clairaut n'a etabli la possibilite d'une stratification

en ellipsoides que par un calcul approximatif.
En ce qui concerne les mouvements de deuxieme espece,

rappelons que M. Dive, partant d'une remarque de notre
dernier article 2, a fait connaltre ce beau theoreme: une stratification

ellipsoidale est encore impossible pour tout mouvement de

deuxieme espece 3.

Ces mouvements ä equation p f(p) font seuls l'objet
de cette etude; nous montrerons qu1 une stratification en surfaces

homothetiques est impossible. Resultat qui complete celui de

M. Volterra, negatif encore, mais fonde sur le theoreme de

M. Dive et sur la proposition positive suivante, dont la demonstration

tres laborieuse occupe presque tout cet article:
Les surfaces Legale densite tendent ä prendre la forme ellipsoidale

quand elles se rapprochent du centre.

§ 2. Les mouvements de deuxieme espece.

La planete etant stratifiee en couches de revolution, autour
de l'axe de rotation Oz, ce dernier est axe de symetrie pour tous

1 Stratification signifie repartition des couches d'egale densite.
2 Sur les mouvements internes et la stratification des corps celestes,

Archives (5), p. 330 (1926).
3 C. R., 184, p. 371 (1927).
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les elements cinematiques ou dynamiques de notre probleme.
Ainsi, la densite p, la pression p, la vitesse angulaire w et le

potentiel U du champ d'attraction ne dependent que de z et de

la distance x2-\-y2 d'un parallele ä Faxe, mais la longitude
n'intervient evidemment pas. Le fluide etant suppose parfait,
les equations de l'hydrodynamique qui regissent le mouvement

peuvent s'ecrire sous la forme:

^ bp aU „— r— — ix lx — r— t>i X
p ox bx

(1) + ^ <2)

1 ^ _ p, p. _ bJJ

p 02 * Ö.Z

Les quantites Px, Py, Pz sont les composantes du champ de la

pesanteur qui resulte du champ de Newton:

ö U a U a U

üx tiy
' 03 '

et de 1'acceleration de composante:

— (si*X •— (a*y 0

Les equations (1) impliquent la relation:

dp — p (Pxdx + Pydy -f- Pz dz) (3)

La densite est facteur integrant et le champ de la pesanteur
est normal, en chaque point, ä la surface d'egale pression.

II est facile d'apercevoir que l'une quelconque des cinq
propositions suivantes implique les quatre autres et definit
k elle seule les mouvements de deuxieme espece:

I. Les surfaces d'egale densite et d'egale pression coinci¬

dent: p f(p).
II. Les surfaces d'egale densite sont normales a la pesanteur.

III. La vitesse angulaire ne depend que de la distance ä Faxe.

IV. II existe un potentiel — Q des accelerations:
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V. 11 existe un potentiel P de la pesanteur:

öP
dz

Quoique nous ne voulions pas entrer ici dans des considerations

physiques et astronomiques, disons que les mouvements
de deuxieme espece ont lieu notamment dans chacune des

circonstances suivantes:
La planete tourne d'un bloc, w c. C'est le cas special des

mouvements de premiere espece.
La planete est formee d'un meme liquide compressible.
Elle est formee d'une superposition d'un nombre fini de

liquides compressibles.
La planete est dans l'etat limite de l'etat precedent, le nombre

des couches compressibles ayant augmente indefiniment.
Nous n'avons pas parle de la temperature. Elle peut varier

avec la profondeur, pourvu que les surfaces d'egale densite
et d'egale pression soient aussi des surfaces isothermes.

Dans Particle precedent et dans une note ä l'Academie des

Sciences1, le probleme des mouvements de deuxieme espece a

ete ramene ä une equation integrale en considerant la masse

heterogene comme une supeiposition de masses homogenes.
Dans le cas oü la densite ä la surface exterieure n'est pas nulle,
cette equation s'ecrit:

On convient d'affecter d'un accent prime tout ce qui a trait
aux variables d'integration et d'un indice 0 ce qui a trait ä la

§ 3. L'equation integrale du probleme.

fr***"
^0 '

1 C. R. 184, p. 739 (1927).
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surface exterieure; p0est la densite ä l'exterieur, p1 la densite
maximum au centre, d est la direction d'un deplacement ds

(dx, dy, dz) tangent au meridien de la surface Sp de densite p,
n' est la direction de la normale ä la surface Sp' de densite p'.
L'equation (4) devra etre satisfaite pour tout deplacement ds

suivant un meridien d'une surface d'egale densite. Pour symbo-
liser l'operation consistant ä faire la somme d'une integration
en p' et du produit par p0 d'une expression prise sur la surface

exterieure, introduisons l'operateur:

0
'1

F J dp' + P°

et l'equation (4) s'ecrira:

»(*£ + »£) 'ff <4'»

So'

Dans 1'article rappele, l'equation (4') est apparue comme
une equation de Fredholm de premiere espece, mais ce n'est

pas ä ce point de vue que nous l'etudierons ici.

§ 4. Hypothese sur la stratification, enonce rigoureux
des deux resultats.

II est certaines hypotheses qu'il serait ridicule de ne pas faire
dans notre probleme; c'est ainsi que les surfaces d'egale densite

seront supposees avoir un plan tangent qui varie d'une maniere
continue. II en est d'autres que nous faisons mais qui, au terme
de cette etude, ne paraitront plus aussi indispensables qu'il
semble au debut. Nous designerons par o la latitude geo-

centrique, l'equation de la meridienne de la surface de densite p
sera R R(p, s). Ces notations introduces, voici les

hypotheses :

a) Les surfaces d'egale densite admettent un meme plan de

symetrie droite ou plan equatorial.
b) La tangente aux meridiennes n'est parallele ou perpen-

diculaire ä l'axe de rotation qu'aux poles et ä l'equateur.
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c) La densite croit de l'exterieur au centre. La derivee:

bR(p, 9)

b p

sera continue en p pour toutes les valeurs de p sauf peut-etre
pour la densite maximum p pt. Cette derivee, qui est

toujours negative, sera inferieure ä un nombre -i negatif:

d) La derivee:
b R (p,

bT~

est continue, sauf pour p px, eile est en valeur absolue
inferieure ä une constante:

bR
"bä" < N

e) La derivee seconde:

a'R(p0,
b92

existe et est continue au voisinage du pöle 9 ~ et de

l'equateur e 0 sur la surface exterieure.

L'hypothese e) peut etre remplacee par la suivante :

e') Le rapport:
„ dR„ sin 6

Sinti

8(P..#)=
06

„ b R„ cos 9
cos 9—9-^

b9

est continu et toujours negatif sur la surface exterieure.
Cette derniere hypothese ne suppose pas l'existence de la

derivee seconde.

Dans ces conditions, les surfaces d'egale densite tendent vers un
ellipsoide infiniment petit, dont le rapport des axes est un nombre

fini non nul, quand elles se rapprochent du centre.
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Des surfaces homothetiques ne peuvent tendre vers la forme

ellipsoidale sans etre des ellipsoiides; or une stratification en

ellipsoide est impossible. II faut en conclure:
Dans les memes conditions que precedemment, une stratification

en surfaces homothetiques est impossible.
Les hypotheses faites sont extremement larges pour des

surfaces homothetiques. Ces dernieres ont, en effet, une equation

de la forme:

R(p, 0) ,(p)A(9)

et les hypotheses c), d), e) sont satisfaites si les derivees suivan-
tes existent et sont continues:

dg dh d2 h

d p d 0 ' d 02

la premiere etant negative sur tout l'intervalle p0 ~ p — p,

§ 5. Remarque sur les hypotheses b) et d).

Les surfaces d'egale densite s'approchent du centre autant
qu'on veut, lorsque p tend vers pv Elles tendent vers l'origine
dans toutes leurs parties, car, dans le cas contraire, l'hypothese b)

exigerait qu'elles s'aplatissent soit contre un cercle du plan
equatorial, soit contre un segment de Faxe de rotation, soit
contre ces deux figures ä la fois. Mais alors, les variations de R

rapportees aux variations de o croitraient au-delä de toute
limite lorsque p tend vers jo1. Mais cette circonstance est exclue

par l'hypothese d). Ainsi, R tend vers zero quand p tend vers

p-y, et cela quelle que soit la latitude e:

lim R (p 8) 0
0 •+ 0

'1

Le centre joue dans notre probleme un röle tres particulier.
C'est en ce point que les derivees premieres de R peuvent cesser

d'etre definies, et il convient de designer d'un nom: masse

ouverte, par exemple, la masse fluide dont le centre est retranche.



174 SUR LA STRATIFICATION DES PLANETES

§ 6. Sur le droit ä integrer terme ä lerme un certain

developpement de V inverse de la distance.

Dans la recherche des figures d'equilibre d'une masse homogene,

on fait usage de developpements de l'inverse de la distance

en polynomes de Legendre, en fonctions spheriques et en fonc-
tions de Lame. Ici, nous developperons simplement la distance
de deux points P et P' en serie de puissances du cosinus de

Tangle i des deux rayons vecteurs. Soient 0 la latitude, <p la

longitude et R le rayon vecteur. Le carre de la distance des

deux points P(R, 5, y), P'(R', 9', <p') est:

r2 R2 + R'2 — 2 RR' cos i ;

avec les notations abregees:

_ 2RR' _ (2p -1)!!
X — R2 _|_ R'2 > 2P —

(2/>) 1!

(2p — 1) 1.3.5 (2p — 1)

(2p) 2.4.6 2p

le developpement s'ecrit:

SC

7 r2Y^R'cos?'- {5)

(R2 + R'2)5iP=0

On conviendra de remplacer (0)!! et (—1) par l'unite
lorsque ces expressions se presenteront. Considerons alors la
serie:

00

2VW- (6)

et remarquons que la fonction Rx est positive et inferieure ä

l'unite, ä moins que les deux rayons R et R' ne soient egaux,
R R'. La serie (6) admet la serie majorante:

sc

2w •

^=o
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Celle-ci peut etre consideree comme prise sur une sphere 2 de

rayon quelconque sur laquelle se trouveraient P et P'. L'inte-
grale:

oc

//2Y^|cos'i|rf2> {7)

L p= 0

ainsi que chacune des integrales des termes de la serie, sont

independantes des coordonnees 0 et 9 du point P. De sorte

que l'on peut supposer g ~ et y 0, ce qui revient ä faire

une simple rotation d'axe. L'integrale (7) devient:

2t.

J df' f Y2plsiuP0'l cos0' 'iT- f rfe'2Ys
0 T. p=U 0 p=0T

„ sinp 0' cos I

2p

Envisageons la serie:

00

0(0') =2Y2r sillP0' cosG' (8)

P=0

eile converge pour toute valeur 0 ^ g' ^ et tous ses termes

sont positifs. On verifierait:
1° que la serie (8) represente une fonction continue sur l'in-

tervalle:

0 - )' < y |ona 0(|) 0 et lim 0(0') V2 ^ ;

2° que les sommes partielles des n premiers termes
represented des fonctions continues et bornees;

3° que la serie (8) n'est pas uniformement convergente.
Ces deux derniers points resulted immediatement du

premier.
Le theoreme classique sur l'integration terme ä terme d'une

serie uniformement convergente de fonction continue ne

s'appliquerait qu'a l'intervalle O^g'^g", g" etant une valeur

d'ailleurs quelconque, mais inferieure ä On en deduirait le



176 SUR LA STRATIFICATION DES PLANETES

droit ä integrer terme ä terme sur l'intervalle total. Mais il est

plus simple d'invoquer le theoreme sur l'integration des fonc-
tions limites de M. Lebesgue, qui assure le droit ä integrer
terme ä terme lorsque les circonstanees telles que: 1° et 2° ont
lieu. On a done:

u —

2 a© 2 co Yf © («') d 0' 2 Y2, / sinPfl' C0s 0'd»' 2 J+ \
0 p=0 0 P—0

La formule de Wallis:

1/ 1 Vit um —I Y—
p-t + 00 P \ l2p/

_1
montre que le terme Y2p tend vers zero comme p 2. L'inte-
grale (7) peut done etre calculee terme ä terme, quoique la
serie sous le signe somme soit divergente, et la serie des

integrales de chaque terme admet une majorante de la forme:

M (9)

p=o

Considerons maintenant une suite de fonctions:

Up(R, 0, ®, R', 0', ®') (10)

continues lorsque les points P et P' sont dans un certain
domaine D, et supposons que l'on ait, quel que soit l'indice p
et les points P et P' dans D:

KI<N, (11)

N designant une constante.
La serie:

^2p Up S'n? ®' C0S ®'

p=0

jouit comme la serie (8) des proprietes suivantes:
1° Elle represente une fonction continue et en valeur absolue,

bornee superieurement sur l'intervalle 0 ^ 0' <C
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2° Les sommes des n premiers termes sont continues et en

valeur absolue inferieures ä une constante, quel que soit n.
On pourra done encore integrer cette serie terme ä terme en 0'.

La serie des integrales sera de la forme :

OP

2V»(R. e> o, R', ®') (13)

p=o

et admettra la majorante :

ae 3

MN^P"ä
P=o

Les fonetions V sont continues dans le domaine D, de sorte

que la serie est uniformement convergente et pourra etre inte-
gree en y>' et R', si besoin est, terme ä terme, d'apres le theo-

reme classique. Le resultat final sera independant de l'ordre
des integrations, de sorte que l'on pourra faire tout d'abord
l'integration en f' ou en R', quoique l'une de ces integrations
puisse etre illegitime quand on la fait seule.

Envisageons maintenant une surface fermee S contenant
l'origine et soit P' un point de cette surface R' R'(6', y')-
Supposons que l'element d'aire dS et l'angle solide qu'il
determine soient tels que l'on ait:

dS R'"il"(8', <p')dS

la fonetion Y etant continue. Cette hypothese est en particulier
satisfaite si la normale ä la surface S varie d'une maniere
continue et ne fait jamais un angle droit avec le rayon vecteur.
Soit en plus ^(P, P') une fonetion continue des deux points
P et P' lorsque ceux-ci sont dans un domaine D contenant la
surface S.

L'integrale:

s

est une fonetion des coordonnees x, y, z du point P.
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Developpons l'inverse de la distance comme precedemment
et remplacjons dS par sa valeur; il faudra calculer l'integrale
sur la sphere 2 de rayon unite:

V(P)=/*/* —rW> ?')(2Y^RxcosPi'Vs-
a (R2 + R'2)2 \^ti /

Pour l'integration, faisons ä nouveau passer l'axe g jjj

par le point P, cela n'alterera aucune des integrales des termes
de la serie. Remplacons d2 par:

dH cosö'dO'dffl'

et remarquons que les fonctions:

H(P, P')
R'

^R'y(9', 9')
VR2 + R'2 x

jouissent des proprietes requises precedemment pour les fonctions

up, on a cos i sin 6' et l'integration en g' peut encore
s'effectuer terme ä terme, puis on pourra integrer en <p'. Le

resultat est pour chaque terme une fonction Vp(P) indepen-
dante du changement d'axe fait tout ä l'heure. En resume, on

peut ecrire:

s p=0 s (R2 + R'2)2

et cette derniere serie admet une majorante de la forme (9).

§ 7. Sur le developpement en serie de la vitesse angulaire.

Revenons ä la planete et ä l'equation (4') du § 3. En coordon-
nees polaires, eile s'ecrit:

TT=^/¥!b'^' <14>
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\
Developpons — suivant les puissances de cos i. Chaque terme

de la serie (6) est ä multiplier par la fonction continue et bornee

dans la masse ouverte qui va jouer le role du domaine D:

r (D, - Df)
(R2 + R'2)i

L'integration terme ä terme en 0', p' dans un ordre quel-

conque est legitime.
Mais pour isoler w2 il faut diviser la serie integree par les deux

facteurs R cos 0 et aR6C°s
9

dont le premier est nul pour 0 |,
le second pour 0 0. Nous allons faire voir que la serie integree
et divisee par ce double facteur est absolument et uniformement
convergente, que ses termes sont Continus dans la masse ouverte
et qu'elle admet encore une majorante de la forme:

M

P=l

ce qui ne resulte pas directement du raisonnement du para-
graphe precedent, puisque l'ancienne serie est divisee par des

termes qui peuvent etre nuls. En invoquant l'hypothese a), on

apercoit que la fonction Dj est impaire en 0', la fonction D2

paire en 0'; puis en tenant compte de ces proprietes et du fait
que les puissances impaires de cos (?' — <p) disparaissent dans

l'integration en 0', on peut mettre en evidence les deux facteurs:

öR2 sin-'6 0R2 cos2 0

00
et

00

L'equation (14) devient:

<n2 (0 0) ö R2 cos2 0 I

00 —
*=1

Afc(P • 9)
öR2

00 B*(p. 8)
öR2 COS20

00 ]'
Archives, Vol. 9. —Mai-Juin. 1927. 13
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les fonctions Ak et Bft sont defmies par les equations suivantes :

At(P, 6) Yw_2«*(p, 9) B,(p, 0) Y4M (p, 6)

Z

,(p, 9) F f HJGti ö R' cos I

Ö0'
de' (15)

ß*(p.«) F / HHG*i öR' sin I

öfl'
de' (16)

Gt(p. e, p', 6') ——J- R"-3 Gt(R, R')

(RS + R'S)2

les H£ et sont des polynomes en cos g, cos 6', sing, sin g',
resultant de l'integration de cos i en ®. Les fonctions Gk sont

positives et au plus egales ä l'unite.

§ 8. Recherche de majorantes des termes:

ctä, a3, ...; jS5,

Dans l'operateur F des seconds membres des expressions

ah et ßh, envisageons separement: 1° le terme en p0 et 2° le

terme provenant de l'integration en p'.
1° Le facteur de p0. L'existence et la continuite de la derivee:

a2R(p„, 0)

öü2

au voisinage des valeurs g 0 et g y implique les relations:

ö R sin
o

<^ a1 cos 6'
ö R cos 0'

o

Ö07 fl2 sin 6' (17)

a1 et a2 designant deux constantes positives dont la plus grande
sera representee par a.

Les termes en p0 dans ah et ßk sont majores par les expres-
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sions suivantes oü R* represente le minimum de R0, nombre
positif:

It T.

2 7
Pfl /* #9 Prt

Hl sin 6' <£6' H| cos 6' dV (18)
0 o »o

Les deux integrales precedentes sont respectivement:

k

-Vt22k + -1 (2k — 2n) (2n — 2)
W 1

(2k 2)!! sinät-2« 9 cos2«-2 e

2/t + l.Ä (2A — 2n) V. (2n)
(2*_2)!! sinM-2"0cos2"-36

77 1

en convenant toujours de remplacer le Symbole (0)!! par l'unite
lorsqu'il se presente.

Des inegalites immediates:

2 2 2

J cos?(6' — 6) dB' <f cos^O' — < 2 J cospVdB'

on deduit la suivante:

^ '' —ns^n'' "0cosre0<K^J(s-n)!!nü«= 0

et de cette derniere on infere que les majorantes (18) sont infe-
rieures ä:

Ct prt 7-

-T (19)
R 2k 4- 1

v '
n '

2° Vintegration en p'. Les inegalites (17) ne peuvent plus
etre invoquees, car nous ne supposons pas l'existence de la
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derivee seconde sur toute surface Sp'. Les integrales en 0', qui
vont remplacer les integrales (18) sont simplement:

/• /H^9'

elles adraettent la majorante:

Ä Y~~~ ' (20)
12£-l

1

c'est-ä-dire qu'elles tendent vers zero comme K~~2 et non plus
K-\

L'integration en 0' ne parait plus assurer ä eile seule la

convergence, mais l'integration en p' va la retablir. Posons, en

effet:

D*(P. 9- «') / ^>Gkdp'

et faisons le changement de variable:

R(p', 6') R(p, 6)« ^dp' Rdu

L'integrale devient en posant encore:

R (p0. ep _ R(pi, 9')
0 ~ H(p, 9)

' 1 - R(P, 6)

Ul
1 22k~\2k

D. (p, 0, 8') C — du* J öR' 1
o fr -

Uo ^7 (1 + „2) 2

Les deux nombres U0 et L^ sont positifs, on majorera l'integrale

en la prenant de 0 ä -f 00 et en remplagant d'autre part
l'expression par la constante i qui lui est toujours infe-

rieure, en vertu de l'hypothese c).
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On aura, quels que soient les arguments 0 et 0' et la valeur
de p:

-4- coik-i * ,M
D*(P. 6. e')<^/ "

2k- i
0 (1 + U2) ä

du

et cette derniere expression est egale ä:

l 2k — 1

i 2k — 2
Y«-s (21)

Soit encore R" le maximum du rayon R0. En vertu de l'hypo-
these c) on peut ecrire:

bR' cos 8'

08' < N + R"

D'autre part, l'inegalite formelle:

iz

2 P,

J | H (0, 9') | dVJ | J (9, 6', p, p')| dp'
o

K

2 fl
< f | H (0 V)\dV x maximum de f |J(fl 6, d

J quels que soient p, 0, 0'«/
o p

permet d'affirmer, en vertu des majorantes (20) et (21), que les

expressions qui proviennent de l'integration en p' sont infe-
rieures ä:

1 2k — 1 Y44-3
r(N + Ro)2A- 2k - 2 Yw_, '

quantite qui tend vers zero de nouveau, comme K-1.

En resume, les termes ak et ßk tendent vers zero comme
3

K et les termes Ak et Rt comme K~a •

Les series:

CO 30

e) • 2B^p'e) >
<22>

k=2 k—2
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admettent done une serie majorante:

» q

mJI
k=l

On se rend compte aisement que l'hypothese d) implique la
continuite des fonetions A2, A3, B2, B3, dans la masse

ouverte (R>0). Les series (22) representent en consequence
des fonetions continues positives et bornees superieurement
dans la masse ouverte.

§ 9. Etude des premiers termes cq et des developpements.

Les termes eq et ß1 laisses de cöte jusqu'ici ont les valeurs
suivantes:

t:

,R. w P 0/ (1/
R'3 1 öR'cosö'

ctt(R) — F / siu0' cos 9' - — ——dV
J (Ra + R'2)j * Ö J

,n, 1 „ /» R'3 1 öR'sinö'
ß. R =öF / cos20'

s m — dr2 J (R2+R'3)!R

Soit tp 1'angle que fait la tangente ä la meridienne avec le

rayon vecteur. Cet angle donne lieu aux inegalites:

5< + + 0<*, o < 0 < | (23)

qui expriment que dans le premier quadrant la tangente a une
direction iJ/ + 0 qui n'est ni parallele ni perpendiculaire ä

l'axe de rotation.
La formule elementaire:

1 öR cos <!<

R d& sin <i

donne:

1 öR' cos 8' cos (t|/ -f- 0') 1 öR' sin 0' sin (tt -f- 6')

R' 9 0' sin tf1
' R' ö 9' sin i|i



AU VOISINAGE DE LEUR CENTRE 185

et les relations (23) impliquent les suivantes:

» (4 + <>')

sin iji

sin (tf1 + 0')

sin ^ 1

Les termes a1 et ßj ont done un sens et sont Continus dans la
masse ouverte. Lorsque R tend vers zero, ils tendent vers les

nombres positifs;

' „ /* • i\/ /-(t öR' cos 8' ,r.
«1 -F/«"8 <-'os6

J? w ** •

^ *F/' I öR' sin 8'

R7 öF dV

II resulte alors des §§ 8 et 9 que les series:

00 00

^MP-6)- 'SVP'9)

representent des fonctions continues et superieures ä un nombre

positif dans la masse ouverte.

§ 10. Inegaliti portant sur la courbure des meridiennes.

L'expression:

• n öRo sin 6

sin 0 —
5(^6)- fiSR06cos8

cos 8 — 08

est continue et negative dans 1'intervalle 0 <C 5 < ~, mais

aux extremites 5 0 et 9 — elle revet la forme indeter-

minee L'hypothese e) de l'existence et de la continuity

de la derivee seconde:

ö2R„



186 SUR LA STRATIFICATION DES PLAZETES

au voisinage du pole g et de l'equateur g 0 permet de

lever cette indetermination. On trouve:

ö2 R (f0. 0)
ö62 — R(Po. 0)

(24)

8 (**)
"(-D t,&62 \Po' 2/

La premiere de ces expressions pourrait etre infinie, mais en

vertu de l'equation:

2(Po. 9)
-«(po. 0)2A*<p»-S) e) (25)

k=1

la vitesse angulaire serait infinie aussi sur l'equateur, ce qui
ne peut pas etre, car la force centrifuge l'emporterait sur
l'attraction. Les deux limites (24) existent et le rapport

d(p0, 6) est bien continu sur l'intervalle total O^g^ y.
Remarque. — Le rapport S(p, g) etant toujours negatif ou

nul sur une surface p quelconque, la derivee seconde, lorsqu'elle
existe et est continue, est inferieure au rayon au pöle et a

l'equateur :

§ 11. La continuite de la vitesse angulaire
et de la fonction S(p, g).

La vitesse angulaire a(p, g), etant la meme en tous les points
d'une meme parallele ä l'axe de rotation, est continue dans

toute la masse si eile est continue sur la surface exterieure.
Or, sur la surface exterieure, l'expression 8(p0, g) et les series

en k de la formule (25) sont continues, de sorte que la vitesse

angulaire w(p0, g) est bien continue. Elle l'est aussi dans toute
la masse.
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D'autre part, les series en k dans l'expression de cette vitesse:

4?C -S(o, 6) ^A^p, 6) - 2Bt(P- ®)

sont continues et superieures ä un nombre positif dans la masse

ouverte; on peut done isoler la fonetion — S qui sera eile aussi

continue dans la masse ouverte:

— s(p, e)
k—\

2A*(P. 6)

Ce rapport — ö est compris entre deux nombres positifs
dj et d2, et dans la masse ouverte la relation suivante est
verifiee:

— 8, < 8(p, 6) < — 82 (26)

De cette derniere relation, on deduit les suivantes:

- 1) R sin 0 cos 0(8S — 1) R sin 0 cos 0 ^ ^R
sin2 0 + S2 cos2 0 00 sin2 0 -j- 8t cos2 0

bR
~b0 <( cR siii 0 cos 0 (27)

Remarques. — 1° L'ensemble de nos hypotheses et la nature
du probleme ont permis de deduire de l'inegalite:

bR
b0 < N

l'inegalite beaucoup plus speciale et instructive (27).
2° De l'inegalite (27) on deduit les suivantes:

b R cos I

b0
(c + 1)R sin 0

b R sin
O (c + 1) R cos 0 (28)

valables dans la masse ouverte. La convergence des series

2Afe et du § 8 resultait en fait de la seule integration
en g' sans qu'il soit necessaire d'integrer en p'. En effet, les
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inegalites (28) sont celles que nous deduisions de l'existence de la
derivee seconde sur la surface exterieure. Elles nous permet-
taient de prouverla convergence du facteur de p0 qui ne conte-
nait pas d'integration en p'. Nous voyons maintenant que, les

meines inegalites (28) etant verifiees sur toute surface d'egale

densite, l'integration superficielle assurerait de ja la convergence
sans qu'il soit necessaire de proceder ä l'integration en p'.

3° Si la condition e' est satisfaite, eile donne lieu, comme les

relations (26), aux inegalites (28) sur la surface exterieure. Elle
remplace l'hypothese e portant sur la derivee seconde les deux
fois oü nous l'avons invoquee § 8, 1° et § 10.

§ 12. Etude de la stratification au voisinage du centre.

Les inegalites (28) vont permettre de demontrer que les

termes a2, a3 ß2, ß3 tendent vers zero avec R, ce

que nous ne pouvions pas encore afiirmer au § 8. En effet, actuel-
lement, on peut ecrire:

7,G,
Gkd f

(* UI ö R' cos 6' cJ W 06' dP < (C + 1) S,n6 J '

0 0

f aR
o9'"

B

rfp'< (c + cos9'/ Gkd ?'

Faisons ä nouveau le changement de variable:

R' R«

alors:

f Gtd?' < fx.22*-1 "U+l du

0 (1 +

et ces quantites tendent vers zero avec R quel que soit le

parametre &>1.
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D'autre part, pour les memes valeurs de k, les coefficients
de p0 dans les termes ah et ßk tendent vers zero avec:

2rr;
Rx R2 + R'

1 ft

Or, les series:

00 00

2a*(p.®). 2b,(p.®)
t= 2 ,r=2

sont uniformement convergentes et ont une majorante de la
forme:

k—1

cela resulte du § 8. Et, puisque leurs termes tendent tous vers

zero avec R, elles tendent elles aussi vers zero.

II ne reste plus que les termes Aj et lesquels tendent,
1 / 1 f

on le sait (§ 9), vers deux nombres positifs et %ßf
On a done:

lim S (p 6) —
4K

et, en designant par —s2 cette valeur limite et par I la distance

d'un point ä l'axe oz:

Iin-»o8;2

En integrant, on trouve l'equation d'une ellipse:

Les surfaces (Legale densite tendent done vers un ellipsoide
infiniment petit mais de forme bien determinee dont le rapport
des axes s est un nombre fini et non nul.
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§ 13. Remarque finale sur les hypotheses faites.

Les majorantes ä termes constants rencontrees au cours de

cette etude etaient de la forme:

m2p'
p—0

Or, on sait que la serie:

M 2^p=0

est convergente, si petit que soit le nombre positif f2. On

peut done esperer elargir les hypotheses, quitte ä ce que les

majorantes convergent moins rapidement. En particulier, les

relations suivantes deduites du § 9 et qui resultent de l'hypo-
these b):

b R' cos b'

bfl'
sin 6' ^ R'

b R' sin(
bS' ^ V2 R'

font esperer que l'hypothese d):

b9'

n'est pas indispensable. En effet, il sufiirait d'incorporer les fac-
teurs sin 6' et cos g' ä l'integration en p' et de prouver que,
malgre le retranchement de ces facteurs de l'integration en 0',

on aboutit encore ä une convergence des series majorantes.

23 mai 1927.
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