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1940 Vol. 22 Mai-Juin

ETUDE

SIR LA PROBABILITY DBS COMETES

A 0RB1TE HYPERBOLIQUE

PAR

Mohained T.\ALI\1I
(avec 11 fig.)

(suite et fin)

GHAPITRE IV

Nouvelle etude du probleme.
Expose de la methode.

18. — Hypothese fondamentale.

Avec G. Tiercy prenons comme point de depart l'idee

que les cometes naissent ä une distance tres eloignee du
Soleil (par exemple 40.000 ou 50.000 fois la distance
Terre-Soleil). Ce nombre est arbitraire; simplement, cette
distance initiale est choisie tres grande par rapport aux
dimensions du Systeme solaire, mais assez faible pour que
l'attraction du Soleil l'emporte de beaucoup sur Taction
des etoiles.

On se place done dans le cas de la provenance loin- \taine des cometes. Celles-ci, ä Torigine etrangeres au üys^»'«* I
teme solaire, y penetreraient un beau jour, tombant sous It
Tinfluence du Soleil, pour un temps ou pour toujours^ s

C'est, comme on voit, l'idee de Laplace. Mais Thypoth^se
—mmJr
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106 ETUDE SUR LA PROBABILITE

sera completee par les conditions que nous forrnulerons
ci-apres concernant la vitesse et la direction de celle-ci.

Condition de visibility. — Les cometes, comme on sait,
sont peu lumineuses; elles ne deviennent visibles que dans
le voisinage immediat du Soleil, c'est-ä-dire un peu avant
et un peu apres l'epoque de leur passage au perihelie, et
ä condition que la distance perihelie soit sulFisamment
petite. Pour toutes les cometes observees jusqu'ici, la
distance perihelie est comparable ä la distance Terre-Soleil;
si l'on designe la distance perihelie par q, le 95% des

valeurs de q connues sont inferieures ä 2 fois la distance
Terre-Soleil; 4% de ces valeurs sont comprises entre 2 et
3 unites astronomiques; 1 % seulement sur 600 cas sont
superieures ä 3:

4,04 pour la comete de 1729,
3,34 » » » » 1905 IV,
3,75 » » » » 1914 III,
5,51 » » » » 1925 II,
4,18 » » » » 1925 VI,
3,68 » » » » 1927 V.

La condition de visibility est done que q soit inferieure ä
4 ou 5. Disons, pour fixer les idees, q < 4. A ce sujet, disons
en passant, qu'il nous parait certain que les conditions d'ob-
servation exercent une influence non negligeable sur les
elements des orbites des cometes decouvertes; mais c'est
lä un autre aspect de la question, dont nous ne nous occu-
perons pas ici.

Nous adopterons pour la suite les notations suivantes:

r distance de Soleil au point d'emergence C,

q distance perihelie,
r

s 7'
ß angle de la vitesse relative v avec la ligne CS.

Si done r — 40.000 unites astronomiques, et si q < 4, on
voit que le rapport s doit, pour que la comete soit visible,
etre superieur au nombre n 10.000. La condition de

visibility peut done s'ecrire:

s > n
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Cette condition est necessaire; mais, comme nous l'avons
dejä remarque plus haut, eile n'est pas forcement
süffisante, puisqu'il faudrait encore tenir compte des conditions
d'observation. Nous l'emploierons cependant teile quelle.
Cela revient ä dire que nous sommes, par la force des choses,
obliges de ne pas parier des corps nebuleux pour lesquels
q > 4, qui existent certainement, mais qui echappent com-
pletement ä l'observation parce qu'ils sont trop faiblement
lumineux.

Hypotheses supplementaires sur ß et v. Les conditions
qui precedent ne suffisent pas pour bien situer le pro-
bleme. II faut encore tenir compte du
fait que la comete qui nait en C a une
vitesse relative v, faisant un angle ß

avec la ligne CS qui joint le point C

d'emergence au Soleil (fig. 5).
Si la distance perihelie q est fixee

d'avance, les inconnues du probleme
sont l'excentricite e et l'angle ß qui
assure la valeur q demandee.

On a souvent considere tous les

angles ß aigus comme egalement vrai-
semblables et par consequent aussi frequents les uns que
les autres. Nous aurons l'occasion de preciser par la suite

que cette hypothese est tres arbitraire, et qu'il y a meme
des valeurs de ß qui sont exclues.

En ce qui concerne la vitesse relative v, nous admet-
trons l'existence d'une certaine vitesse U dite «normale»,
dont la frequence sera maximum; la probabilite de voir
realisee une autre valeur v differente de U sera d'autant
plus faible, que v s'ecartera davantage de U. Ainsi, la loi
de probabilite d'une vitesse v pourrait etre du type suivant:

Fig. 5.

My)dv ; (47)

oil k est une constante; cette formule correspond ä une
courbe de probabilite en forme de cloche.
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Nous laisserons de cöte l'hypothese X(e) const., qui
etait d'ailleurs celle de Laplace, et qui ne semble pas
devoir etre retenue.

Teiles sont les hypotheses qui sont ä la base de notre
Probleme. Si les donnees initiales sont r, ß, e, il s'agit de trouver
les elements de l'orbite cometaire, notamment l'excentri-
cite e et la distance perihelie q (ou, ce qui revient au meme,
le rapport s).

19. — Vanalyse approchee de W. Trabert.
Avant d'aller plus loin, relevons que ce probleme a ete

pose, ä peu pres sous la forme indiquee ci-dessus, par
W. Trabertl.

Get auteur se donne q ou s, et regarde les directions ß

qui assurent cette valeur de q comme egalement
probables. Nous avons dejä remarque que cette derniere hypo

these est tres arbitraire; nous verrons plus loin comment
eile est restreinte par le jeu meme des donnees du probleme.

Voici en substance le raisonnement de Trabert. Si l'equa-
tion generale des coniques est ecrite sous la forme :

1 + e cos 0 '

on voit qu'ä la distance p r supposee tres grande, la
quantite

1 + e COS 0 y (48)

doit etre un tres petit nombre; autrement dit, e cos 0 est

negatif et presque egal ä — 1. Cette remarque vaut aussi
bien pour les orbites elliptiques que pour les hyperboliques.
II en resulte que, pour les trajectoires lointaines elliptiques
(e < 1), la petitesse du premier membre de (48) ne peut
etre realisee que si l'excentricite e est proche de l'unite;
autrement dit, l'ellipse sera extremement allongee; et, au

1 W. Trabert, Lehrbuch der kosmischen Physik (Teubner, Berlin,
1911).
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voisinage de son perihelie, cette orbite sera tres proche
d'un arc parabolique.

Pour les orbites hyperboliques (e > 1), il semble, ä
premiere vue, qu'on pourrait envisager des valeurs de e depas-
sant de beaucoup 1'unite; cela n'empecherait pas de rendre
le premier membre de (48) tres petit; il suffirait de ehoisir 0

sufiisamment grand.
Mais nous allons voir qu'au contraire, l'excentricite des

hyperboles cometaires, comme celle des ellipses, ne s'ecarte

jamais beaucoup de l'unite; de sorte qu'au voisinage du

perihelie, la courbe se rapprochera aussi beaucoup d'une
parabole.

Outre l'equation (48), on a les egalites bien connues :

v est la vitesse relative, ß Tangle qu'elle forme avec la
ligne comete-Soleil, et v sin ß la composante tangentielle
ou laterale de v. Ge sont lä les equations generales, dont nous
nous servirons encore par la suite dans notre nouvelle
etude.

On sait d'ailleurs qu'entre les constantes c et C d'une
part, et les elements p et e d'autre part, il y a les relations
suivantes:

en negligeant, cela va sans dire, la masse de la comete
devant la masse du Soleil prise comme unite.

De (50), on tire:

c vW

(49)

p • v sin ß c ;

(50)
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de sorte que les equations (49) s'ecrivent comme suit:

T - 7 + A l*" - " '2 p 2 p j51)

v p sin ß V?P ;

ou encore, puisque par (48) on a p q (1 + e):

i V2 f f
I 2 =7+2^e-1» •

(52)

f vp sin ß V/g (1 + e)

Teiles sont les equations definissant l'orbite du corps qui
passera ä la distance perihelie q.

Pla§ons-nous maintenant ä la distance r tres grande ä

laquelle se trouve le point d'emergence du corps; et conti-
nuons ä designer la vitesse relative de celui-ci par c. On a:

^
1 r lq (53)

vr sin ß Vte (i + e)

Pour les orbites elliptiques, pour lesquelles e < 1, on a

(c —1) < 0. Comme le second membre de la premiere
equation doit etre positif, on a la condition:

^ > 1 —e ;
r

C'est-ä-dire que (1 — e) est tres petit, ou encore que e est

tres pres de l'unite; nous l'avons dejä indique.
Pour les orbites hyperboliques, on a e > 1. Si e ne depasse

1 que de tres peu, e2 est une petite quantite d'apres la
premiere equation (53), puisque r est tres grand. Si au
contraire e depasse de beaucoup l'unite, le second terme

~ {e — 1) du premier membre l'emporte largement sur le

premier.
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L'idee essentielle de Trabert est de negliger celui-ci et
d'ecrire:

e2 L{e — 1) (54)

Comme — est un coefficient connu, puisque la distance q

est donnee, on voit que v sera petite si e est voisine de

1'unite, tandis que pour une grande vitesse relative v

l'excentricite s'ecartera beaucoup de 1.

Mais on peut relever ici qu'il ne faut pas s'attendre ä voir
realisees de tres grandes excentricites, parce que celles-ci
necessiteraient des valeurs inadmissibles de v. La seconde

equation (53) donne ensuite:

P sin ß
V/g(l + e)

(55)
r

oü r est tres grand; de sorte que, de toute fagon, c'est-ä-dire

pour toutes les orbites, la quantite c sin ß a une tres petite
valeur, puisque e n'est jamais considerable, nous venons
de le constater.

Alors, de (54) et (55), on tire par division:

sin ß 7 y/lHri; (56)

c'est lä une formule essentielle de l'analyse de Trabert.
Mais il est bien evident qu'elle n'est qu'approchee,

puisque 1'egalite (54) Test elle-meme.
On constate d'ailleurs immediatement que, pour une

excentricite tres voisine de l'unite, la formule (56) ris-
querait de conduire ä une valeur inadmissible de sin ß. II
faut done voir la chose de plus pres.

On peut essayer de tourner la difficulte comme suit. De
la premiere equation (53), on a:

+ f r '

portant cette expression dans (55), on trouve:

Vt<l y/2 + of. _ Hv sin ß
_ y/ 2 + y ; (57)
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sous le radical, nous pouvons negliger ~ devant 2; de sorte

qu'il reste ä tres peu pres:

psin ß A y/2/+_jP» V±

p sin ß -^ i/l + -^ ;
r V 5p2

(58}

et enfin:

sin ß - \/l + ^4
r V 5p2

(59)

expression qui peut remplacer (56). On voit ainsi que, v
etant donnee, ä toute valeur de q correspond un certain
angle ß.

Si v a une tres grande valeur (e tres differente de 1'unite)
on peut reduire (59) ä:

qui est tres petit.
Si v a une petite valeur (e voisine de 1'unite), on peut

negliger 1 sous le radical de (59) et ecrire :

qui est tres petit; on le savait dejä par (55). Mais nous ne
sommes pas mieux renseignes que par (56) sur l'angle ß lui-
meme. La difficulty n'est done pas levee.

Cette analyse, basee sur des egalites approchees, est
done insuffisante.

20. — Les restrictions concernant Vangle ß indiquees

par G. Tiercy.

Reprenons l'equation generale des coniques sous la forme:

sin ß —
r

q[1 + e)
(60)

1 + e cos 0
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oü e est positive, ß etant l'angle forme par la vitesse relative

v avec la ligne comete-Soleil, on a:

tgß p^. (61)

En remplafant p et ~ par leurs valeurs tirees de l'equa-
tion (60), il vient:

tg« ß <i + 6 C0S 6»2
(62)s p

(e sin 6)2
[ 1

D'autre part, avec la notation indiquee au n° 18, la condition

de visibilite est donnee par l'expression:

r
— s s > n ;
1

de (60) on a, pour p — r:

r 1 + e

q 1 + COS 6 '

d'oü:
1 + e — s

cos ö
e s cos 0 '

et par (62):

ou aussi:

tg2ß
e(s2 — 1) — (s — l)a ' (63)

+ Cf2 ß Q _L 1
S1"2 ß

1 +' tg2 ß (e — l)s2 + 2s ' (64)

expression valable au point d'emergence. La distance q
etant connue (ou s, ce qui revient au meme), e ne peut varier
qu'entre:

l'angle ß correspondent variera de:

ß J ä ß ß'
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la valeur de ß' etant donnee par:

ltg2 ß'
S2 — 1 ' ou ß' arc tg

\/s2 — 1

Remarquons immediatement que toutes les directions
comprises entre ß 0 et ß' sont exclues; aucune de ces

directions ne peut donner la valeur de q demandee. 11

en resulte que l'hypothese
de la vraisemblance egale
des directions donnant une
certaine valeur de q n'est

pas soutenable. Autrement
dit, ä cause de la condition
de visibilite q < 4, le do-
maine de variation de ß est

limite (fig. 6).
Dans la figure (6), les

directions possibles sont
comprises dans Tangle DCP 90° — ß', dans lequel nous
admettrons une egale vraisemblance de toutes les directions

restantes, admission tres arbitraire encore, mais qu'il
est pour l'instant impossible de remplacer par une autre.
Parmi ces directions, les unes donnent des orbites ellip-
tiques, les autres des hyperboles ; les deux secteurs sont

separes par la ligne GE, correspondant ä e 1 et ä

Tangle ß"; on a:

tg ß"
1

Fig. 6.

tgß'

y/s

Vs2 — 1

Comme s est tres grand, ß' et ß" sont tres petits. II en

/\resulte que le seul secteur utile PCD est presque unique-
ment relatif aux trajectoires elliptiques, avec une excen-

tricite e qui varie entre
(> - i)2
s2 — 1

et Tunite. Pour les
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trajectoireshyperboliques qui correspondent aux directions

/\comprises dans l'angle ECD ß" — ß', les excentricites
peuvent varier theoriquement de 1 jusqu'ä l'infini.

21. — Les equations.

II faut deux equations pour tirer l'excentricite e et la
distance perihelie q, si on donne v et ß. La premiere est

l'equation (64) qui donne l'angle ß au point C d'emergence
de la comete. La deuxieme equation peut etre tiree, soit
du theoreme des forces vives, soit du theoreme des aires.
Prenons ici le theoreme des forces vives, comme au n° 19.

On peut 1'ecrire comme suit:

oü C est une constante; la constante / est liee par une
relation simple ä la constante c des aires; on a en effet:

oü p est le parametre de l'orbite, pour lequel on sait
qu'on a:

7(1 + e)

Soit u la vitesse avec laquelle la comete passe k son
perihelie; dans ces conditions la constante des aires vaut:

c uq ;

/ devient done:

t — u*i -
1 i + e '

d'oü:

_ 1 + e

/ ~ 7

Ü2
En portant la valeur de y dans l'equation (65) nous

aurons:
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ou bien:
1 + e 2 e — 1

1 1 ~ 1

L'equation (65) devient ainsi:

9 r r
-2 r—— - (e — 1) s (e — 1)
/ 9 1

Mais au point d'emergence de ia comete r — p; d'oü:

oü c0 est la vitesse moyenne de la Terre sur son orbite et
r0 la distance moyenne de la Terre au Soleil.

L'equation (66) s'ecrit alors:

A est une donnee du probleme, puisque dans le
premier membre (68) tout est connu; c est la vitesse de la
comete au point d'emergence, et r est la distance au Soleil,
que nous avons supposee egale ä: r 40.000. Apourrava-
rier suivant la grandeur de ^ ; il pourra prendre toutes les

valeurs possibles de — 2 jusqu'ä un nombre N considerable,

40.000 ou 80.000 par exemple.
Ainsi, les deux equations qui nous donneront les

elements de l'orbite cometaire sont:

(66)

(67)

Posons ici:

(68)

ou: (69)
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s (e — 1) A
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(70)

En eliminant s entre les deux dernieres equations nous
aurons:

qui donne l'excentricite e.

De l'equation (70), nous pourrons tirer la distance peri-
helie puisqu'on a:

Nous avons dejä indique que Tangle ß varie entre 90°

oü ß' est tel que:

et nous savons que A est compris entre — 2 et N:

II est entendu que la condition de visibilite est que:

22. — Cas de Vellipse.

Supposons qu'au point d'emergence C la vitesse c soit
tres petite; alors A sera negatif. Posons: —A B, oü B
est par consequent positif.

Les deux equations (71) et (72) deviennent:

e2 1 + A (A + 2) sin2 ß (71)

et ß':
ß' < ß < 90°

— 2 < A < N

s > n oil n 10 000

/ e2 1 — B (2 — B) sin2 ß (73)

(74)
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B ne pouvant pas depasser 2, l'equation (73) montre
que e < 1; on a done affaire ä une ellipse. La condition de

visibility s > n, s'ecrit ä cause de (74) :

B

d'oü:

C'est la condition pour que la comete soit visible ä son

passage au perihelie. En remplatjant e par sa valeur tiree
de (73), nous aurons:

B

sin2 ß < (75)

Comme le numerateur est positif, le second membre est

une fonction croissante de B, et varie de — jusqu'ä l'infini
2 nquand B varie de zero ä 2. Pour B r le second membre^ n + 1

devient egal ä l'unite. Cela veut dire que, pour B compris
2 /1

entre 2 et
n 1, l'angle ß n'est pas limite par la condition

(75), ou encore que pour toute vitesse suffisamment
faible au point d'emergence, la comete sera visible ä son

passage au perihelie, quel que soit l'angle ß entre ß' et
2 n90°. Par contre, si B est inferieur ä ——r, l'angle ß sera' re + 1

limite par l'inegalite (75) et seules seront visibles les cometes

pour lesquelles v fait un angle suffisamment petit avec la
ligne comete-Soleil.

23. — Cas de Vhyperbole.

Supposons maintenant que v ait une plus grande
valeur, de sorte que A soit positif, compris entre 0 et la limite
superieure N. La condition de visibility peut alors s'ecrire:

e < - + 1
n
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En remplagant e par sa valeur (71), cette condition
devient:

— + '—

^'P^ThTX- (76)

Le second membre est une fonction decroissante de A,
1 1

qui varie de — jusqu'ä ^ quand A varie de zero ä l'infini.
Par consequent l'angle ß reste compris entre deux

limites extremement rapprochees. Ainsi la comete hyper-
bolique ne sera visible que si sa vitesse initiale est tres peu
inclinee sur CS.

24. — Resume el graphique.

Nous pouvons resumer la discussion precedente sous la
forme d'un graphique. Pour cela, portons en abscisse la
quantite A et en ordonnee sin2ß (fig. 1).

Comme nous avons vu precedemment, A ne peut varier
qu'entre —-2 et N; pour la visibility, y sin2 ß doit etre
comprise entre l'axe des A et la courbe KBCD.

Cette courbe se compose, du segment KB parallele ä

Ox d'abscisse variant de x •— 2 k x et d'or-
71 + 1

donnee 1, et del'hyperbole BCD representee par l'equation:

2 x

y > (77)

1
qui admet pour asymptote une droite y -j, qui, parallele

ä l'axe des x, en differe ä peine.
Dans le graphique (7), l'ordonnee du point C est egale k

I
y — —, valeur correspondant ä A 0 et e 1.

Dans le domaine elliptique sin2 ß est plus grand que

— oü s > n; la limite inferieure de sin2 ß sera done une

parallele ä CC, situee au-dessous de CC' ou confondue au plus
avec CC'.
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Pour les hyperboles, la limite inferieure est donnee
\

par sin2 ß p. L'excentricite e, donnee par:

e2 1 + A (A + 2) sin2 ß

differe le plus de 1'unite quand on place sin2 ß sur la
courbe KBCD de la figure (7).

Si nous portons l'excentricite e sur Faxe des y (sin2 ß)

et la valeur A comme precedemment sur Taxe des x, la
valeur extreme de e sera representee sur le graphique
(fig. 7) par la ligne brisee KEGF.

II est visible que dans la region elliptique, l'excentricite

e differe tres peu de 1'unite, tandis que dans la region
hyperbolique eile la depasse sensiblement.

Rapportons l'hyperbole limitative BCD aux axes IN et

IK, que nous prenons des maintenant comme axes des x
et des y\ l'equation de la courbe devient:

Son asymptote parallele k l'axe des x est la droite

cC, 1

A <o Rtqunt 5
^ A > o; Re

pv iF

K

E

c;

B ;

& \

i

i

i

r 1

T a

i*—iD'.i-N

Fig. 7.

25. — Nous allons etudier la frequence des orbites ellip-
tiques et des orbites hyperboliques. Remarquons que, pour
les premieres, A et ß sont donnees par un point de la sur-
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face IKBCO (fig. 7) ; pour les secondes, par un point de la
surface OCDN.

La probability de choisir un element de surface dy.dx est
de la forme:

f(x, y) dx dy

D'apres les hypotheses adoptees plus haut sur la
frequence des angles ß et des vitesses v, il nous faut prendre
pour /(x, y) une fonction de la forme:

f(x> y) —/"TT"-v '

v ® (l — y)

En effet, nous avons admis que toutes les directions ß

autour du point d'emergence sont egalement possibles tant
que nous restons dans le domaine ß' < ß < 90° ; mais,
si l'on se place dans un plan defini, normal au rayon
vecteur mene au point d'emergence, elles cessent de l'etre
et leur frequence sera exprimee par:

sin ß d ß — d (cos ß) ;

cette expression n'est autre que la probability de choisir

ß entre ß et ß +dß; comme nous avons pose:

y sin2 ß

d'oü :

cos ß \/l — y
il vient:

d cos ß ^
2 \/l —

D'autre part, la loi de frequence de la vitesse v est don-
nee par une fonction \{v)dv. Comme, avecles axes adoptes,
on a:

2 1 —

on aura une relation comme:

x[y)iv ±Mte
V x

Archives. Vol. 22. — Mai-Juin 1940.
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De sorte que, d'apres nos hypotheses, les frequences
relatives des orbites elliptiques et hyperboliques visibles
sont dans le meme rapport que les integrales doubles :

r r A (x) dx dy

J J Vx(l-y)
etendues aux surfaces OIKBC et OCDN.

CHAPITRE V

Premier exemple de X (v).

26. — Nous admettrons, comme loi de probabilite de

la vitesse v de la comete ä son point d'emergence dans la
sphere d'influence du Soleil, 1'expression suivante:

Me) (79)

oü U est une certaine vitesse, dite « vitesse normale », et
dont la frequence est maximum; une autre vitesse v a

d'autant moiris de probabilite qu'elle s'ecarte davantage
de la vitesse normale.

D'apres l'hypothese ainsi faite sur la vitesse e, nous
allons calculer le rapport des frequences relatives des orbites
elliptiques et hyperboliques pour les cometes visibles,
c'est-ä-dire pour celles qui ont une distance perihelie q < 4.

27. — Etude de la courbe de probabilite de la vitesse v.

Nous poserons U 0km, 2, valeur suggeree par les
observations et que nous trouverons plus loin par le calcul.
Prenons dans la formule (79):

k 104 m 4 p 2 U 0,2

et posons X (e) z; on a:

z e-10-V-0,24)4 (80)
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Voici les valeurs numeriques de z correspondant ä

quelques valeurs de la vitesse v:

V z V z

0 0,9999999735 0,5 0,86245
0,1 0,999999999491 0,7 0,0131266
0,2 1 1 0,043372

± °° 0

Si l'on porte o en abscisse et z en ordonnee, l'egalite (80)
donne une cloche non symetrique par rapport ä Faxe des

z et dont le brin de droite descend tres vite vers Taxe des

v (fig. 8).
Cette courbe correspond d'ailleurs aux observations

faites sur les cometes; ce qui revient ä dire qu'elle ne
concerne que le cas des cometes visibles.

La probability d'avoir une vitesse comprise entre o et
v + do, est ainsi:

x(v)do e-^m~^pdv (81)

Dans cette derniere formule, remplagons o en fonction
de x; avec les axes adoptes au n° 24 pour l'hyperbole limi-
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tative, on a, comme on a vu:

x A + 2

A (—V — — 2
2

V ro

d'oü:

x (v)-7' (82)
\Vo/ ro

mais:

— 40 000 et e0 30 kilom.
'"o

En differentiant l'equation (82), il vient:

3 /-" 2ÖVx

dv 0,075 •

v ^

L'expression (81) devient:

-io4i (^)4x2-(°'2)4r dx /«glX (c) dp 0,075 e LV20/
yV

'

28. — Suivant les hypotheses que nous venons de faire
sur l'angle ß et la vitesse c, les frequences des orbites
elliptiques et hyperboliques des cometes visibles sont dans
le meme rapport que les deux integrales doubles suivantes:

-io4[(!)4*2-(o'2>4]4ff-
CC'KBC

io4[(^yac*-<°-2>4]4

y/x(l — y)

1=1 I — dx dy

-IC

I' — dxdy
ts t/

O'CDN'

les domaines d'integration etant ä lire sur la figure (7).
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Pour l'integrale I, la variable x varie de zero ä deux;
tandis que pour l'integrale I' eile variera de deux jusqu'ä N,
qui est un nombre tres grand. Nous pouvons commencer
le calcul de I en integrant d'abord par rapport ä y:

mais:

u

\/x I \/1 — y
0 1

1 I 7= dx I dy
; (84)

l n

de meme pour l'integrale I':
^ r/3\4 ^

C -«"] C d)

V "J ' 1851

2

n2

Le resultat numerique do l'integrale I est proportionnel
au nombre des orbites elliptiques, tandis que celui de

l'integrale I' est proportionnel au nombre des orbites
hyperboliques.

Rappeions que la condition de visibility s'ecrit:

s > n

Pour le calcul de I, divisons l'intervalle d'integration de x
2 2

en deux parties, de zero ä
n + l > et de

n + t jusqu'ä 2.

On a d'ailleurs:

o 2

n + 1 n + 1 '

qui est l'abscisse du point B.
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L'integrale I s'ecrit:
2

x 2 ^\4 -|4 n + 1

-» -1"io4[(ij)v-(o'2)\r
1=1 I — dxdy

yx(l—y) -ff -ff
x 0 0 2

n + 1 (86)

Dans la premiere partie, qui correspond ä la surface

C KB, y varie de i ä 1, comme on le voit par la figure (7);

d'oü, pour l'integration relative ä y:

[-»V~+= 2v/,-i-2(l_i)_2_i. („)
n

IComme n est grand, on pourra negliger — devant 2, sans

commettre une erreur sensible; d'oü:

[— 2+1"=^"]' ^ 2 (88)

n

Quant k la partie CCjBC, c'est-ä-dire ä la seconde partie
de (86), il faut remplacer y en fonction de x ä la limite
superieure de l'integrale relative ä y. L'equation de l'hy-
perbole limitative donne l'expression; on a :

d'oü:
x(y~i)

y 1x^-^) + h- <89>

L'integrale (84) devient ainsi:

n
n+r /104[tfo)4^-<°'2>4]4 j, c* e-104[ö)4*ä-<°'2>T

'2-|)J v? * + J v? *
0 2

n+1

2
e-104[Q4*2-<°-2>4]4da;

\/x
_JL (90)
n + 1
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1
ou bien en negligeant — devant 2 dans les facteurs devant

les integrales:

: -Kl)'-—]'
w ri v/t »«• / idx — 2 | dx

sjx J 's/.

2 (91)
n+1

Semblablement, on obtient, pour I', en rappelant que y
varie de ~ ä y:

v _ 2 f V^1 ^ ~ e^f(M x2-<°'2>4]
_ dx +

/ Vx
2

N
-10'

e*>.(+ (2| -= dx- (92)
V x

ou en negligeant devant 2 dans le facteur de la seconde

partie:

r _ _, fV'ZZESEEl +J
2

r e-io4[(l)4x2-(o'2)4J4
+ 2 j — dx (93)

J Vx
2

II s'agit maintenant de calculer le rapport des deux
integrales (91) et (93) de I et I'. Calculous, tout d'abord,
les valeurs numeriques de chacune.
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29. — Calcul numerique de Vintegrale 1.

On calculera — I, d'apres (91).

Posons:

r e-io4[(lj)4*2-(o'2)4]4
H I dx ; (94)

0

et faisons, dans cette integrale, la substitution suivante:

dx
2 x

d'oü: y'x t.

L'integrale H devient:

dt

V 2

f -10
H 2 e J .dt (95)

lo4[Gro)'(4-<0'2>4

Comme nous ne pouvons pas integrer suivant les me-
thodes connues, nous allons faire un calcul direct par la
methode des trapezes. Pour cela, dessinons la courbe

representee par la fonction ä integrer.
Posons:

X e-lo4[(ro)4'4-<°'2>4r

ou bien:

Le tableau de la page suivante est süffisant pour des-

siner la courbe.
La courbe representative est donnee par la figure (9).
On constate que, entre t 0 et t 2, l'ordonnee X ne

varie pas d'une fagon sensible; par contre, ä partir du
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X v'x X

0 0 0,999999934464

4 2

"Ö" T 0,999999949375

16 4

T T 1

4 2 0,99998249375

9 3 0,76188

16 4 0,0682894

36 6 infmiment petit

-f- 00 + «5 0

point A, oü t 2, X diminue rapidement. Le calcul a

ete fait en prenant les quatre trapezes, Hlt H2, H3, H4:

H 2 / e LV20/ J dt 2(1,41405858) (96)

0

Fig. 9.
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On a done, pour la moitie de la premiere partie de (91):

2

/ e
dx 2(1,41405858) (97)\/x

Quant ä la deuxieme integrale de (91), nous pouvons
partager pratiquement son domaine d'integration en deux

parties, de x ä puis de x ^ k 2.

Pour la seconde partie de cette integration numerique,
\c'est-ä-dire de x — ä x 2, nous pouvons traiter le

radical place sous le signe d'integration comme une
constante, et lui donner sa valeur moyenne 0,9995. Le
resultat ainsi obtenu ne comporte qu'une erreur inferieure
au 1/1000 de sa valeur; il est entendu que nous supprimerons
le facteur 2. Cette partie de l'integrale devient done:

-lo4[(l)%2-(0'2)4]4
7= dx ;

V x

et en reprenant la substitution faite sur la fonction H de

(94), il vient:
1,4142

C "io4r(^)4(4"(o'2)4T
— 1,999 I e L\2U/ J dt |98|

Coü 0,3162

Tout calcul fait, nous obtenons le resultat numerique
suivant:

— 2,1927031

Quant k la partie restante, e'est-a-dire l'integrale comprise
2 1

entre les limites x 7 et x —, eile est (nous n'en
n + 1 10' v
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prenons toujours que la moitie):

131

l 2/1 l\ e L^207 J
n2 x \re n2) ^

2

n + 1

ou bien, avec -y2# i comme precedemment:

/ ö

Vim

Pour calculer la valeur numerique de cette integrale,
nous diviserons le domaine d'integration en domaines

partiels tres petits en donnant ä x les valeurs indiquees
dans le tableau qui suit; et nous prendrons dans chacun
des domaines partiels une valeur moyenne pour le radical
qui se trouve sous le signe d'integration. Par ce calcul
approche, l'erreur commise est insignifiante. Dans chaque
intervalle, nous calculerons la valeur numerique de l'in-
tegrale depouillee du radical. Remarquons que -y/l—y
devient nul pour:

2

D'apres le tableau de la page suivante la valeur numerique

de l'integrale (99) est:

v 0,1

_±_Ä(I__U .,M(o)V(0'2)4]\dt
n2 t2 \n -J.^Kiö) t4-(°'2)4J

dt — 0,566416.
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X t VX dl — y
Valeur

moyenne
JV104K)v-(0'2>4]4^
h

Produit de
l'intdgrale

par le
radical

2
0,01414 0

n + 1

1

48ÖÖ

0,1001 0,000579 0,000057

0,01443 0,2002

1

4400

0,2733 0,001299 0,000355

0,01508 0,3465

0,4782 0,006399 0,003060
1

3ÖÖÖ 0,01828 0,61

0,69 0,007999 0,005519
1

2ÖÖÖ 0,0223 0,77

1

Tööö

0,83 0,025399 0,021081

0,035 0,90

l
500

0,925 0,019998 0,018498

0,04464 0,95

0,9724 0,185998 0,180864
1

50
0,143 0,9948

0,997 0,337996 0,336982
1

10
0,312 0,999

0,566416

L'expression (91) vaut done, au total:

lre integrale

i — 0,566416 I

2me integrale

2,8281172

2,7591191
— 2,1927031

I 0,0689981

30. — Calcul numerique de Vintegrale V (93).

Comme pour I, nous n'en prendrons que la moitie.
Nous pouvons considerer le radical v"l — y fiui figure

dans la premiere partie comme pratiquement constant
dans l'intervalle i 2ax=N 40000.
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En effet, pour x 2 et n 10000 on peut ecrire:

Vi — V 0,99995 ;

et pour x 40000:

\fv~y »/l — -i- 0,999999998
V 2 n2

Le radical ne varie done pas beaueoup entre les deux
limites indiquees; nous le traiterons comme une constante
en lui donnant sa valeur moyenne: 0,999975; l'erreur
commise n'est pas sensible.

Par suite l'expression (93) devient:

^-10*r(i)V(o,2)*T
I' 2(1 — 0,999975) / e t\2<V -* dt (101)

Vi

La courbe representant la fonetion ä integrer est la
menie que pour l'integrale I.

Tous calculs faits nous obtenons la valeur:

I' 0,000094

31. — Rapport des integrales (91) et (93).

Le rapport des deux integrales I et I' vaut ä peu pres:

1 M689981 ^ 734 fl02)V 0,000094 ' '

Cette egalite montre que les orbites elliptiques sont
734 fois plus nombreuses que les orbites hyperboliques;
niais il est bien entendu que cela ne concerne que les

cometes visibles (q < 4).

32. — Calcul de la vitesse U, dite vitesse relative normale.

Nous avons etabli precedemment l'expression:

A (-V- — — 2 s (e — 1)W r0

oü la condition de visibility s'ecrit s > n, (n 10.000).
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Dans le domaine des orbites elliptiques, la valeur de
A est comprise entre —2 et zero (voir fig. 7); par
consequent, on doit avoir:

(-Y • - < 2

\V ro

c'est-ä-dire:

Comme ^ 40q0q et c0 30 km., il faut que

V < 0km,22 ;

ainsi, la vitesse U 0,2 adoptee precedemment est proche
de cette valeur. Dans le domaine des orbites hyperboliques,
comme A peut varier de zero ä N 40000, la valeur de v

peut depasser de beaucoup la limite ci-dessus; on aura par
exemple v 12 km.

II resulte de cela que si l'on prenait pour la vitesse
normale U une valeur de 10 km., par exemple, la probability
de voir realiser des orbites elliptiques serait extremement
minime. Mais retenons que le choix de la fonction X (c) est
tres arbitraire.

II est ä remarquer que les cometes visibles, observees

jusqu'ä nos jours, ont, en majorite, des orbites elliptiques
ou paraboliques; les orbites hyperboliques sont tres rares.

Apres les corrections apportees par Fayet et Fabry aux
calculs des orbites cometaires, il semble n'y avoir plus que
quatre ou cinq cas d'orbites hyperboliques suffisamment
distincts du type parabolique; or l'on a enregistre jusqu'ä
nos jours plus d'un millier de cometes. Par consequent,
avec la vitesse normale U km 0,2, nos calculs sont
en accord avec les observations. Cela n'a rien que de tres

naturel, puisque nous avons adopte pour U justement
la valeur suggeree par les faits eux-memes. Nos conclusions
s'appliquent, non seulement aux cometes düment observees,
mais encore ä tous les corps cometaires qui sont theorique-
ment visibles (q < 4), et qui n'ont pu etre observes.
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CHAPITRE VI

Second exemple de X (v).

33. — Rappeions que nous avons donne comme loi de

probabilite de la vitesse de la comete au point d'emergence,
une fonction de la forme:

D'apres le choix des valeurs de k, m, U, p, la forme et la
position de la cloche de probabilite se modifieront; ce qui
montre encore une fois combien le choix de la fonction X(c)
est arbitraire.

Posons ici:

k 100 m — 1 p 1 U 0,2 ;

La fonction X (c) devient:

La formule (103) donne graphiquement une cloche de

probabilite dont l'ordonnee maximum est atteinte pour

34. — La probabilite pour avoir une vitesse relative au
point d'emergence comprise
entre v et v + de, est: V

Xi(e) e
mfP

v 0,2 (fig. 10).

10

L'hyperbole limitative, dont
nous avons parle dans le
precedent probleme, reste la meme;
l'equation qui la represente est

encore: 0 CM 0,1

Fig. 10.



136 ETUDE SUR LA PRO BAB I LITE

Nous poserons, comme dans le cas du chapitre V:

y sin2 ß ;

la probability de choisir une valeur de ß, comprise entre
ß et ß + d ß est ainsi de:

Ay

2

On a en outre:

-fö'-5-
3 /—

P jo V ^ >

d'oü:
3 dx

En remplaijant, dans l'expression (104), dv et c par
leurs valeurs respectives en fonction de x, la loi des

frequences de la vitesse relative au point d'emergence
prendra la forme:

3 f-Lv-OoO2 Ax O /9r-I6\2 fa ,,„r,\ (v)dv — • e-iooUoo •

—j= £. e I 40 —— (105)
40 V x 40 V1

La probability qu'il y a de choisir un element dx dy
de la surface limite de la figure (7) est done de la forme:

_/9.r—16\ 2

g~{ 40 /
/ (x ,y) dx dy M — - dx dy

\/z(l — y)

ou M est une constante.

Ainsi, d'apres les hypotheses faites sur les frequences
de v et de ß, les frequences relatives des orbites elliptiques
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et hyperboliques des cometes visibles sont dans le meme
rapport que les deux integrales suivantes:

/9x-16\2
e V 40 /

ii I I /
• -dx dv

J J —»)
CC'KBC

/9x-16\»
6 V 40 /

12=1 I / „ dxdy
Vx(l — y)

O'CDN'

L'integrale Ix est proportionnelle au nombre des orbites
elliptiques, et la variable x varie de x 0 ä x 2.

Cette integrale peut s'ecrire:

2 /9x-l6 \ 2

/* r_ 2 e
^ 40 >

I, I - ^555 dx (106)
I V*

L'integrale Ix proportionnelle au nombre des orbites
hyperboliques peut s'ecrire:

N /9x—16\2

r* r_2Vr^l 40 '
I, / -J°'CIIN dx (107)

V*

35. — Calcul numerique des integrales ^ et I2:

L'integrale Ix peut se decomposer comme suit:

2

2 n+1 2

(108)

0 0 2

n + 1

Archives. Vol. 22. — Mai-Juin 1940. 10
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et, comme precedemment:

[-2 \/i^]0;c'KB [-2A/i^]^= 2 -I • (109)

n

Dans la partie CC^BC (fig. 1), y doit etre remplace en
fonction de x k la limite superieure de l'integrale relative
ä y. L'equation de l'hyperbole limitative rapportee aux
axes IN, IK est encore :

— -V) + "V
x \n n* nä

Ij devient:

dx

(110)

en negligeant — devant 2 dans les facteurs places devant

les integrales, nous aurons:

N>-*~tt-b)-''
- dx — 2 I — dx

y x J V x

n+i (111)

Quant ä I2 pour laquelle y varie de ^ k y, on obtient:

X 1 2/1 1 \ ^ /9x-16\2

2 2 (112)
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ou bien, en negligeant — devant 2 dans le facteur de

la seconde partie:

Z9aM6\
e V 40

dxdx + 2 ' V*
2 (113)

Posons ici:

les deux integrales deviennent:

Comme nous cherchons le rapport les constantes ^
J-2 ^

placees devant les signes d'integration disparaissent.
Le calcul numerique de ces deux integrales se fait comme

dans le probleme du chapitre precedent.
Posons:

-2\2

Le tableau suivant de valeurs correspondantes de t et z
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est süffisant pour tracer la courbe representant la fonc-
tion z:

/ 212-2 2

„
^ 5 'z e

0 0,85214
0,2 0,86329
0,4 0,89315
0,6 0,93659
0,8 0,97951

1 1

1,2 0,96957
1,4 0,86329

t
z e

1,6 0,67773
1,8 0,44843

2 0,23692
2,2 0,09451
2,4 0,026516
2,6 0,00494
2,8 0,00055

3 0,00004

La courbe prend la forme indiquee par la figure 11.

La premiere partie de l'integrale Ix s'obtient en faisant
la somme des trapezes H^. On trouve:

1,0605

//2f2—2\2e dt= SHj 0,9806 (116)

o
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La deuxieme partie de la meme integrale peut se decomposer

comme suit, en ce qui concerne la variable x:
2 0,1 2

2 2 0,1
71 +1 71+1

Dans le domaine partiel de x 0,1 ä x 2, comme
nous l'avons montre, au chapitre V, on peut prendre une
valeur moyenne egale ä 0,9995 pour le radical se trouvant
sous le signe d'integration, sans que, pour cela, l'erreur
commise soit superieure ä de la valeur du resultat.

Nous pouvons done ecrire, en passant ä la variable auxi-
liaire t:

•7-/2"= 1,0605
4

/ 2(2—2 \ 2

5 / /J/— 0,9995 I e y / dt — 0,776491 (117)

' -1-/0,1 0,237
4

2Pour le domaine de x n ^ ä x 0,1, on a l'integrale:

A/ÖX= 0,237
4

0,010605

On partagera, comme precedemment, le domaine
d'integration en domaines partiels. Dans chacun d'eux on
prendra une valeur moyenne pour +1 — y, l'erreur ainsi
commise n'est guere sensible. On calculera dans chacun
de ces domaines partiels, l'integrale:

'* /2t»-2y
e v 5 1 -dt

h
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L'ensemble de ce calcul est donne par le tableau suivant:

t -7- /x Vi — v
n 10000

Valeur
moyenne

tsg/ /2ß-2\r\~)dt

71 + 1

1

4880

1

4400

1

3000

1

2000

1

1000

1

500

1

50

1

10

0,010605

0,0108225

0,011310

0,013710

0,016725

0,02625

0,033480

0,10725

0,237

0,2002

0,3465

0,6325

0,7746

0,899

0,9486

0,9948

0,990

0,1001

0,2733

0,4895

0,7035

0,8368

0,9238

0,9717

0,999

L'integrale Ix vaut done :

lre partie:

2me partie:

0,00018

0,00042

0,00206

0,00259

0,00816

0,00620

0,06327

0,11124

Total:

0,776491

0,187902

0,9806

0,96439

- • I, 0,01621
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Calculons la valeur numerique de l'integrale I2 apres

vision de (115) par la constante ~; on a:

Jt .at
150

/ /2(2-2\2 / /2(2-2 \2

Ä'•=J .-W-*- I

1,0605 2

Comme dans le cas du chapitre V, Vi — y ne varie pas
d'une fa$on sensible dans l'intervalle de x 2 ä

x N 40000. Par consequent, en remplacant le radical

par sa valeur moyenne, entre ces deux intervalles, l'erreur
commise est minime. L'integrale I2 devient:

(2(2-8.«

_ I2 (1 —0,99975)' j e v 5 > dt (119)

1,0605

Tous calculs faits, on trouve:

^ • I2 0,000028

Le rapport cherche vaut done:

Ix _ 0,01621 _Tt ~ 0,000028 - 578 ' (120)

Nous voyons done que les orbites elliptiques sont 578 fois
plus nombreuses que les orbites hyperboliques. Remarquons
ä nouveau que nos resultats concordent avec les faits
observes jusqu'ä maintenant, et qu'ils concernent les

cometes visibles (q < 4).

36. — Remarque. Variante au calcul du chapitre IV.
Emploi du theoreme des aires.

Pour calculer les valeurs de q et e, on a, au chapitre IV,
ecrit deux equations qui sont: la condition de visibilite



144 ETUDE SUR LA PROBABILITE

sous l'une des formes (63) ou (64), et le theoreme des

forces vives (65). Montrons que l'emploi du theoreme
des aires rend les memes services que celui du theoreme
des forces vives et conduit ä la meme solution.

Reprenons l'equation de la trajectoire sous sa forme
habituelle (60):

g(e + 1>
(121)

1 + e cos 0

Comme precedemment, partons de l'expression donnant
la tangente de l'angle ß forme par la vitesse relative v au
point d'emergence avec la ligne comete-Soleil:

tgß P^. (122,

Rappeions aussi qu'on a pose, en appelant r la distance
au point d'emergence:

r
<1

~~

et que la condition de visibility s'ecrit:

s > n

d 0
En remplagant dans l'egalite (122) ^ par sa valeur tiree

de l'equation de la trajectoire, on trouve comme au n° 20,

pour la valeur de ß au point d'emergence:

tg'ß e-±±-
e (s2 — 1) — (s — l)2

\ (123)

Sm2 ß
s2 (e — 1) + 2s '

Comme on l'a montre au cliapitre IV, l'angle ß est

limite au domaine compris entre ß 90° et une valeur ß'
donnee par:

l'excentricite passant en meme temps de
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Le theoreme des aires est:

d%

145

dt — Ca ; (124)

Ca designe la constante des aires, donnee, comme on sait,
par l'expression:

C1 p K2 pf (125)

oü p est le parametre de l'orbite p q (1 + e), et K la
constante de Gauss.

Celle-ci est facilement calculee en partant de l'equation
(51) des forces vives, que l'on applique au mouvement
moyen de la Terre sur son orbite; on trouve:

K* v r ;
o o '

v{) et r0 designent, respectivement, la vitesse moyenne de la
Terre sur son orbite, et sa distance moyenne au Soleil.

La vitesse lineaire du corps
mobile est, au point d'emergence
p r:

v sin ß r ^ (126)

tandis que l'expression (124)
s'ecrit alors:

2 rr di Ca ' Fis. 12.

eile devient:

On a alors:
rv sin ß Ca •

sin2 ß • r2 v2 C^ p K2 pv*o ro

(127)

d'oü:

sin2 ß
\Co/ ro

r _ q( 1 + e)

et comme — —, on obtient finalement:
c '

2D/r\2 r 1 + e
sin2 ß — • —

\vJ r„ s

(128)

(129)
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Si, dans cette egalite, on remplace sin2 ß par sa valeur
(123), on trouve:

(-)*•-= (e-l)® + 2 ;W ro

on retombe done sur l'equation du chapitre IV:
A s(e — 1) (130)

oü l'on a pose, comme autrefois:

CONCLUSION

Laissons de cote l'influence des conditions terrestres
d'observation. Les planetes, en particulier Jupiter, ap-
portent des perturbations aux orbites des cometes, lorsque
celles-ci approchent du Soleil. II en resulte une difficulte
evidente dans la determination du caractere de l'orbite dans

sa partie lointaine.
Certains astronomes, parmi lesquels il faut citer Faye

et Schiaparelli, rejettent Thypothese d'une origine inter-
stellaire des cometes, en invoquant l'absence ou la rarete
d'orbites hyperboliques.

D'apres nos hypotheses, suivant lesquelles ces astres
« naissent » ä une distance considerable du Soleil, distance
cependant assez faible pour que Taction attractive du Soleil

l'emporte de beaucoup sur Taction des etoiles, nous avons
trouve un nombre infime d'orbites hyperboliques.

Ces resultats concordent parfaitement avec les faits
observes : sur un millier de cometes connues, quatre ou

cinq seulement ont une orbite gardant un caractere hyper-
bolique.

Nous sommes done amene ä conclure en faveur de la
theorie de la provenance interstellaire des cometes; lorsque
ces astres errants, par suite de circonstances particulieres,
entrent dans la sphere d'activite du Soleil, ils sont captes

par celui-ci, temporairement ou definitivement.
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