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LA SCIENCE DE L'ESPACE1
PAR

Paul KOSSIEU

Qu'est-ce que la geometrie On sait que la reponse fournie

par l'etymologie est inexacte. La geometrie, nee dit-on de

l'arpentage, est une science beaucoup plus vaste que la
technique des «geometres ». D'ailleurs, bien avant que naisse la
necessite des mesures agraires sur les champs egyptiens perio-
diquement inondes, Fhomme a eu des notions de geometrie,
car sans eile, la vie serait impossible.

La geometrie, dit-on, a pour objet l'etude des proprietes de

l'espace. Laissons aux psychologues et aux metaphysiciens la
täche d'analyser la creation de la notion d'espace et d'en esti-

mer la portee. Pour l'homme de science, la geometrie est

l'etude des proprietes de l'espace, objet de la pensee humaine,
ou celle des corps de l'espace. Ces deux definitions concernent

au fond deux sciences differentes.
Les methodes principales dont nous disposons pour l'etude

d'un objet exterieur sont au nombre de deux: l'observation,
completee par l'experimentation et la mesure, d'une part, le

raisonnement, d'autre part.
La premiere fait appel a nos sens: l'espace visuel, l'espace

moteur, l'espace tactile, l'espace auditif, pour ne citer que les

1 Le present travail a pour origine une conference faite ä la
Societe de Physique et d'Histoire naturelle de Geneve, le 28 janvier
1943. L'auteur s'etait propose de montrer, ä un auditoire compose de

non-mathematiciens, quelques-unes des diflicultes que l'absence de
certaines precautions peut entrainer dans l'elaboration d'une
science logique. Sur le conseil de M. le professeur Wavre, auquel il
adresse ses remerciements, l'auteur a precise ici certaines propositions,

de faf-on ä donner satisfaction au moins partielle au sens
critique du lecteur mathematicien.
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plus essentiels, ont des proprietes specifiques, toutes fournies

par la methode experimentale. C'est certainement durant les

toutes premieres annees de sa vie que l'enfant fond en une
notion unique ces divers espaces partiels. Ne nous attardons pas
ä l'etude de ce processus: contentons-nous de remarquer que
la notion d'espace est de formation principalement experimentale.

C'est la un lieu commun sur lequel il semble inutile
d'insister.

Et pourtant le raisonnement joue un role enorme et

preponderant dans toute l'etude de la geometrie, ä tel point que
le mot geometrie a pris un sens tres etendu et est meme devenu

synonyme de mathematiques.
Le terme geometrie, mal choisi etymologiquement, mal

utilise tant par les mathematiciens que par le commun des

mortels, prete ä confusion. Pour eviter cela, il est commode
de distinguer entre ce que nous appellerons la stereologie 1,

etude generale de l'espace, et la geometrie proprement dite.
Cette derniere est identique ä la geometrie rationnelle, dans ce

qu'elle peut avoir de plus abstrait. La stereologie ou etude

generale de l'espace fait appel ä toutes les ressources de l'esprit
pour etendre et approfondir notre connaissance du monde

spatial. Ses methodes sont l'observation, 1'experimentation et,
couronnant le tout, la logique.

Surtout depuis la decouverte des geometries dites non-
euclidiennes, l'histoire de la geometrie a evolue vers une extension

toujours plus grande du champ d'application de la logique.
Cette transformation est la consequence ineluctable du desir

1 Les naturalistes nous pardonneront de faire usage d'un terme
qui leur appartient, puisque le dictionnaire appelle ainsi l'etude des
parties solides des corps vivants.

Etymologiquement, stereologie signifle etude des solides; les
flcelles et rayons lumineux dont il sera question plus bas n'en sont
pas; cependant, certains mathematiciens ont utilise le terme de
Stereometrie dans le sens de geometrie de l'espace; le stereoscope est
un appareil destine ä la vision des corps de l'espace, solides ou pas;
la stereochimie a pour objet la representation des formules chimiques
dans l'espace; stereognostique se dit de la perception des formes
dans l'espace. Si spatiometrie ou spatiologie n'etaient pas des bar-
barismes, ils seraient les termes appropries ici, pour exprimer ce que
l'on appellerait en allemand « Raumlehre ».
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toujours accru de rigueur: on sait les precautions que prennent
les mathematiciens de vider les termes fondamentaux de leur
vocabulaire tels que point, droite, ligne, plan... de toute
signification concrete, ou meme de toute signification autre que
la suivante: satisfaire a un ensemble d'axiomes, eux-memes
vides de tout contenu sensible ou experimental. L'ecole axioma-
tique a construit ainsi un edifice logique merveilleux dont la
perfection et l'ampleur excitent au plus haut point l'admiration
de ceux qui reussissent ä accomplir l'effort d'abstraction
considerable qu'en exige l'etude. On ne saurait trop insister sur
l'importance de cette ceuvre et sa portee philosophique tant en

ce qui concerne la theorie de la connaissance que la valeur des

methodes logiques.
A cette etude strictement logique de la geometrie, on peut

faire deux critiques, l'une que je qualifierai de philosophique,
l'autre qui est plus pragmatique.

La premiere est la suivante. Depuis quelques dizaines

d'annees, la logique classique est l'objet de diverses attaques:
lorsque certaines conditions ne sont pas satisfaites, la validite
de tel de ses principes est contestee. Le mouvement de critique
de la logique n'est pas parti de la geometrie mais est base sur
les dilficultes que presente la theorie des ensembles. Elles ne

doivent, ä premiere vue, exercer aucune influence sur les

propositions de la geometrie. II ne s'agit pas ici d'etudier cette

possibility d'action de la theorie des ensembles sur la geometrie,

mais bien de Timmutabilite ou de la non-immutabilite de

la logique. Un raisonnement dont un mathematicien d'un
siecle ou d'une ecole se declare satisfait provoque de vives

critiques et des protestations en d'autres circonstances. Ces

critiques sont generalement dues ä l'usage d'un axiome impli-
citement admis par un auteur et exclu par un autre 1. La
difficult^ est souvent considerable de decouvrir quel est cet axiome
cache. En tout cas, les difficultes survenues dans 1'elaboration

1 Un exemple de querelle de ce genre est celui relatif au principe
de continuity de Poncelet. Gelui-ci, sans le dire explicitement, ne
l'appliquait qu'ä la geometrie algebrique et cela a juste titre. Le
principe de continuity, applique ä des figures transcendantes condui-
sait Cauchy ä des paradoxes.
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de la theorie des ensembles semblent devoir rendre prudents les

geometres et les inciter ä preciser toujours davantage leurs

axiomes et leurs methodes.
La critique de la logique est un sujet beaucoup trop vaste pour

que nous nous y attardions, mais le simple fait que, en l'un de

ses points essentiels, l'edifice de la logique est critique incite ä

poser la question de l'origine de notre logique: nous est-elle

imposee a priori ou, au contraire, consiste-t-elle peut-etre en la
formulation abregee et abstraite d'un resume d'experiences
nombreuses, personnelles ou ancestrales, dans lesquelles rai-
sonnement et observation sont tombes d'accord L'existence
des logiques enfantines, fragmentaires, ne pose-t-elle pas la

question de revolution possible de la logique des adultes
Si nos regies de logique ne doivent etre enoncees qu'a posteriori,

elles resultent d'une induction philosophique immense-
ment bien verifiee, mais pas infmiment bien verifiee. En
consequence, toute conclusion logique n'aurait que le « coefficient de

validite » que possederait l'ensemble des experiences de

verification. C'est dire le caractere peut-etre partiel et provisoire
de la geometrie, consideree souvent comme un modele de

securite intellectuelle. Est-ce ä dire que l'enorme collection de

resultats scientifiques auxquels notre sens logique a collabore
sont ä rejeter Certes pas, tant qu'une oeuvre positive ne vient
pas remplacer les ruines. II semble cependant de quelque
interet de montrer le caractere tres legerement incertain d'un
ensemble de conclusions meme parfaitement logique. Par
exemple, pour etre rigoureux, l'auteur d'une geometrie logique
devrait en arriver ä expliciter les regies de logique dont il fera

usage.
Le reproche que j'ai qualifie de «pragmatique» n'a pas

d'importance pour le mathematicien, mais il est essentiel pour
les non-mathematiciens, les physiciens par exemple et pour
chaque humain peut-etre. La geometrie logique conduit ä

l'elaboration de proprietes liant un certain nombre d'« etres
abstraits », « points », « droites »... dont il est bien entendu qu'il
n'ont rien de commun, si ce n'est leur nom, avec les notions
habituelles de points, droites... Dans ces conditions, a-t-on le

droit d'appliquer ä ces derniers les conclusions relatives aux
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« etres abstraits » Oui, mais ä la condition que les notions
vulgaires satisfassent aux axiomes. Nous voici done amenes ä

une verification stereologique des axiomes, verification qui ne

peut etre qu'experimentale. Mais la verification experimentale
d'un axiome est toujours difficile: eile manque generalement de

precision. Par contre celle de certains theoremes peut etre plus
facile et precise. Cette limitation de la precision montre que la
question reste perpetuellement posee du rapport entre la
geometrie et la stereologie. Insistons sur le fait que la verification

de la validite stereologique d'une geometrie n'est pas du
domaine de celle-ci, mais bien de la stereologie. La verification
ne porte pas sur les etres abstraits, mais bien sur des objets,
sur tout ou partie de solides parfaits ou reels, sur des rayons
lumineux. C'est dire que la verification est l'affaire des physi-
ciens et pas celle des mathematiciens.

Donnons un exemple, celui des geometries non-euclidiennes.
Les mathematiciens de la seconde moitie du xixe siecle ont
demontre, avec toute la rigueur possible, la validite des geometries

non-euclidiennes et leur equivalence avec la geometrie
euclidienne; il suffit pour cela de modifier quelques definitions,
celle de la longueur en particulier. Henri Poincare estimait que
la geometrie euclidienne donne une representation plus «

commode » du monde physique tel qu'il se le representait; autre-
ment dit, c'est la stereologie ä base euclidienne qui est plus
commode. Cependant, les theoriciens de la physique d'il y a

un quart de siecle n'ont pas hesite, dans l'elaboration de la
theorie de la relativite, ä faire usage de la geometrie non-
euclidienne. Que devient alors la verification et que signi-
fie-t-elle Simplement ceci: la stereologie opere par approximations

successives et les verifications ne sont qu'une
determination du domaine de validite, ä la stereologie, de la premiere
approximation constitute par une certaine geometrie.

Toute la question revient ici ä celle de la validite de l'axiome
des paralleles. Sa verification experimentale directe est limitee
ä des figures beaucoup trop petites pour donner satisfaction.
Cet axiome conduit au theoreme de la somme des angles du

triangle: lui alors est verifie avec une precision remarquable,
tant sur les grands triangles de la geodesie que sur ceux plus
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immenses encore de l'astronomie, quoique avec une precision
moindre.

On ne peut en toute rigueur parier de verification du theo-
reme de la somme des angles d'un triangle en astronomie, car
les Operations y afferentes comportent le recours ä des elements

non uniquement spatiaux; cependant l'etude du mouvement
planetaire keplerien etablit par approximations successives une
relation simple entre les positions observees, quoique l'on
puisse attribuer ä l'astre un mouvement radial arbitraire. Ce

mouvement radial est contredit par les mesures photometriques
ou du diametre apparent; celles-ci ne prennent un sens simple

que si l'on postule l'invariabilite du diametre de la planete.
Or, dans un autre domaine astronomique, n'a-t-on pas ete

conduit ä l'hypothese de la pulsation des cepheides La
verification astronomique d'une stereologie est celle de l'ensemble
constitue par une stereologie et une mecanique L

On peut faire des remarques analogues ä propos de l'astronomie

stellaire. L'identite des parallaxes deduites de l'applica-
tion des methodes trigonometriques, dynamiques et de Celles

basees sur le principe de Doppler-Fizeau, les mesures
photometriques de cepheides ou de variables ä eclipses, les estimations

de diametres apparents ou d'eclats dans les amas ou les

nebuleuses spirales, peut s'expliquer par des hypotheses ste-

reologiques qui nous paraissent simples; on postule l'identite
dans l'espace et le temps de certaines lois physiques. On pour-
rait imaginer d'autres systemes de principes, qui nous parai-
traient moins immediats mais qui seraient certainement tout
aussi capables de donner une image logiquement cohcrente de

l'ensemble des mesures effectuees ä ce jour.
Apres cette digression sur les conditions astronomiques d'une

verification stereologique de l'applicabilite de la geometrie
euclidienne ä l'espace physique, revenons ä cette verification
eile-meme. Malgre la precision de la verification du theoreme
de la somme des angles du triangle, les relativistes concluent ä

la necessite du caractere non-euclidien de l'espace physique.

1 Remarquons en passant l'introduction ineluctable du temps en
ces matieres: on sait toute l'importance de cette fusion spatio-
temporelle dans les raisonnements des relativistes.
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Sont-ce ces theoriciens ou les praticiens de la mesure qui ont
tort Ni les uns ni les autres. Les derniers operent, malgre tous
leurs efforts, sur des triangles beaucoup trop petits et les theoriciens

envisagent une chrono-stereologie beaucoup plus vaste

que les cas elementaires strictenient geometriques auxquels

s'applique raffirmation de Poincare.
Abandonnons le cas particulier du theoreme du triangle et

revenons aux relations entre la geometrie et la stereologie, et

appliquons les principes precedents ä l'etude des notions
fondamentales de la geometrie, soit aux points, lignes et
surfaces. Essayer de les definir abstraitement est aussi vain que
de definir toute autre notion metaphysique. Pour qu'une
definition soit logiquement utile, il faut qu'elle soit feconde,
c'est-a-dire qu'elle donne prise aux regies de la logique. C'est

dire que les axiomes font partie integrante des definitions. Le

choix des axiomes est arbitraire. La formation des notions
fondamentales exige done un appel ä une operation non

logique, c'est-ä-dire ä l'observation.
La notion de point nous est fournie par l'examen d'un corps

dont toutes les dimensions sont extremement petites: un fil,
une etoffe extremement minces nous donnent l'image d'une

ligne, d'une surface.

Les considerations precedentes font appel ä la notion de

limite, ou mieux de passage ä la limite. Qu'on se rappelle
combien de temps ont mis les mathematiciens ä bien comprendre
ce qu'ils entendaient eux-memes par un passage ä la limite;
cela explique l'effort enorme qu'exige l'assimilation des notions
de point, ligne et surface.

Parmi toutes les lignes que la nature nous presente, il en est

une espece particulierement importante: la droite. Renongons
ä en donner une definition breve; aucune n'est satisfaisante.

L'image d'une droite nous est donnee par un fil tendu dont les

dimensions transversales decroissent indefiniment. La droite

jouit des proprietes essentielles suivantes: eile comporte des

points en nombre infini; elle est determinee par deux d'entre

eux; une portion de droite etant donnee, elle peut etre prolongee
indefiniment sans que jamais on retombe sur des points dejä
envisages, et cela dans deux sens. Sur la figure formee par une
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droite et deux de ses points, on peut distinguer un segment,
limite par ces deux points, et le reste de la droite; c'est sur ce

reste que l'on peut tracer les prolongements du segment.
Faisons passer une courbe quelconque par deux points L

et M d'une droite; laissons L fixe; on peut, sur la droite,
eloigner l'extremite M de la courbe c et sans l'allonger, jusqu'en
un point N qui n'appartient pas au segment LM. On exprime
ce fait experimental, realise stereologiquement au moyen d'une
ficelle inextensible, par l'enonce suivant: la droite (on devrait
dire un segment de droite) est le plus court chemin entre deux

points.
En langage mathematique, cette propriete exprime que la

droite stereologique est une geodesique de notre espace
physique. Jusqu'ä l'elaboration de la theorie de la relativite
generalise, l'assimilation ä la droite de la geodesique stereologique
paraissait aller de soi: raffirmation de Poincare qu'il serait

toujours plus commode de representer le monde physique dans

un espace euclidien semblait une evidence. Les theories
modernes donnent tort ä Poincare, car les complications sur-
gissent en nombre ä vouloir eluder l'usage d'une geometrie
riemannienne en physique theorique. Celle-ci postule l'exis-
tence d'un univers euclidien tangent ä son espace-temps. A
l'echelle humaine, l'ecart entre l'univers relativiste et l'univers
euclidien tangent est tres petit, si minime que des operations
de stereologie effectuees dans la portion de l'univers accessible

ä l'homme n'en peuvent donner la grandeur qu'au prix de

mille difficultes: cet ecart est de l'ordre de grandeur des erreurs
de mesure. Ce ne sont pas des considerations purement spatiales
qui imposent l'emploi de la geometrie riemannienne, mais bien
des raisonnements d'ordre cinematique, mecanique, electro-

magnetique et optique.
Entre 1'experience strictement stereologique et la mesure

physique la plus generale, il subsiste une contradiction appa-
rente, d'ordre subjectif; la geometrie euclidienne evolue dans

un cadre trop etroit pour pouvoir etre appliquee au monde

physique moderne. Comme nos ancetres ont du apprendre ä

penser «en terre ronde» ou «ä la Copernic», le physicien
moderne doit accepter de ne plus etre un geometre euclidien.
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Une image de la droite apparemment independante de toute
consideration mecanique nous est fournie par la notion de

rayon lumineux dans un milieu homogene. Le simple fait qu'il
y a lieu de faire ici la restriction de l'homogeneite du milieu
permet d'attribuer a une heterogeneite toute deviation entre
le rayon lumineux et la droite. Comment, en principe, la
verification du caractere rectiligne du trajet de la lumiere peut-elle
etre obtenue On disposera trois diaphragmes de teile sorte

que le troisieme soit vu au travers des deux premiers. Puis,
introduisant une ficelle dans les trois ouvertures, la tendant, on
constatera qu'elle ne marque aucun point anguleux au dia-

phragme median. Ainsi est verifiee l'identite stereologique des

deux objets denommes droite, consideres d'une part comme
limite d'une ficelle tendue, d'autre part comme limite d'un
faisceau lumineux infmiment etroit. Materiellement, ces deux

passages ä la limite sont irrealisables: la ficelle, si on l'amincit
trop, n'a plus la solidite necessaire pour supporter d'etre
tendue, ou meme eile ne Supporte plus son propre poids; meme
si l'on operait en un milieu de gravite negligeable, au centre de

la terre par exemple, le fait de la constitution moleculaire de

la matiere interdirait encore de depasser une certaine borne
inferieure dans l'experience de verification.

Le rayon lumineux est encore plus decevant; si les ouvertures
des diaphragmes ont des dimensions notablement inferieures au

millimetre, les phenomenes de diffraction prennent une importance

telle que la notion de rayon lumineux disparait elle-

meme. Sans insister sur la theorie generale de la relativite,
remarquons encore ici qu'aux yeux de cette theorie, rayon
lumineux et ficelle infmiment tendue sont deux notions iden-

tiques; ce sont des geodesiques de l'espace-temps.
Revenons ä nos essais de definition stereologique de la

droite: 1'operation physico-mecanique de definition, le recours
ä l'optique sont decevants. On en arrive ä une convention: une
droite est representee par une regie correctement construite.
Cette definition comporte une part enorme d'arbitraire. On

concoit qu'il ait ete possible de construire des images eucli-
diennes de la geometrie non-euclidienne dans lesquelles une
droite peut etre une courbe dependant de deux parametres,

Archives. Vol. 25. — Mai-Juin 1 943. 1
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comme cela est le cas dans la representation euclidienne
donnee par Poincare de la geometrie non-euclidienne L

La notion stereologique de droite conduit facilement ä celle
de plan stereologique quoique l'idee de surface «plate » soit
anterieure ä toute etude de la geometrie. Faisons d'abord
quelques remarques relatives aux surfaces. Sur une surface, on

peut marquer des points, en nombre infmi; on y peut tracer
des courbes; parmi elles peuvent figurer des droites. Si par
chacun des points de la surface, il est possible de tracer une ou
plusieurs droites sur la surface, celle-ci est dite reglee. Mais, en

general, sur une surface reglee, il n'est pas possible de joindre
deux quelconques de ses points par une droite. II existe une
surface qui jouit de cette propriete tres particuliere que la
droite determinee par deux quelconques de ses points lui
appartient. Cette surface, c'est le plan; nous disons le plan,
car quoique l'on puisse imaginer autant de plans que l'on veut,
tous sont de meme forme; ils sont superposables. L'experience
montre que deux plans sont confondus des que trois de leurs

points le sont.
Les proprietes d'un etre geometrique ne prennent toute leur

valeur que si l'on cite des exemples de notions aussi simples

que possible auxquelles ne s'applique pas la propriete conside-

ree. Rapprochons done la notion de cercle de celle de droite.
Les roues, les mouvements de rotation sont si repandus dans

notre monde que chacun possede la notion de « rond »longtemps
avant toute etude de la geometrie. Essayons d'appliquer au
cercle les proprietes de la droite et montrons les ressemblances

et les dissemblances de ces deux notions.
Un cercle comporte des points en nombre inflni, mais n'est

pas determine par deux d'entre eux; au contraire, il existe une
infinite de cercles passant par deux points donnes. Le cercle

n'est pas prolongeable indefiniment; si l'on avance suffisamment

sur un cercle, on fmit ineluctablement par atteindre le point de

depart, « par derriere », pour ainsi dire. Sur un cercle, marquons
deux points: on determine ainsi deux arcs; sur un cercle, il

1 La science et l'hypothese, p. 56. Nous nous limitons au cas de la
geometrie plane, par simple souci de brievete. Le passage ä la
geometrie de l'espace n'ofYre ici aucune difficulte.
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n'est pas possible de determiner un segment par deux points,
comme sur la droite, ainsi que deux prolongements opposes;
plus exactement, ces deux prolongements sont identiques, au
sens de description pres. Tout cercle possede un centre, la
droite pas.

On considere generalement le cercle comme une figure plus
compliquee que la droite. Cela est-il justifie La notion geome-
trique de droite implique l'existence du prolongement ä l'infini
ou la possibility d'existence de points sur la droite ä une
distance de l'un donne d'entre eux, surpassant toute longueur
donnee. Stereologiquement, jamais aucune droite n'a ete

dessinee, mais seulement des segments de droites. Au contraire,
le cercle reste en entier dans le fini; il peut souvent etre dessine

en entier: il n'oblige pas ä un prolongement ä l'infini.
Passons enfm ä l'examen de la notion de courbe plane, en

excluant tout appel ä l'analyse mathematique, qui nous con-
duirait beaucoup trop loin. A un point de vue elementaire, et
ä juste titre, une courbe est souvent envisagee comme la
trajectoire d'un point mobile. Cette notion est insuffisante, car
une courbe peut etre engendree tout autrement, par exemple
comme enveloppe d'une droite mobile. Le decoupage aux
ciseaux, l'usage de la lime pour affiner le contour d'une plaque
en sont des exemples stereologiques familiers. Un exemple plus
savant est celui de la caustique par reflexion fournie par un
miroir courbe, un simple lien de serviette, par exemple. Les

conceptions de la geometrie tangentielle sont moins familieres

que Celles de la geometrie ponctuelle. Cela tient, pourrait-on
croire, au fait que la notion de tangente resulte d'un passage
ä la limite. Cela est vrai, ä condition de preciser et de dire

«tangente ä une courbe consideree comme lieu de points ».

Mais une courbe plane peut aussi etre consideree comme
enveloppe d'une droite mobile; comme telles, sans passage ä la
limite, les courbes de cette sorte ne possedent pas de points
Pour en definir un, il faut faire intervenir, si elle existe, la position

limite de l'intersection de deux tangentes infmiment
voisines.

On peut naturellement generaliser et considerer une courbe

plane comme l'enveloppe d'une autre courbe, d'un cercle mobile
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par exemple. Les mouvements de roulement, l'usage de la
meule ä rectifier en sont des exemples stereologiques simples.

Examinons d'un pen plus pres la notion de tangente ä une
courbe lieu de points. Celle-ci peut-elle toujours etre consideree

comme enveloppe de ses tangentes Stereologiquement, cela

parait evident. Pour preciser, une analyse de la notion de

tangente est indispensable. Pour definir la tangente, conside-

rons-la, pour un instant, comme la limite d'une secante qui se

deplace de telle sorte que deux de ses points d'intersection avec
la courbe se rapprochent indefiniment. Quoique souvent
commode dans les elements, cette definition est insuffisante.
Durant l'operation de rapprochement, il peut se faire que la
secante tende vers une limite bien determinee et independante
de la facon dont a lieu le mouvement des deux points. Le cercle

en fournit un exemple. II n'y a aucune necessite generale ä cela.

En certains points, dits singuliers, une courbe peut ne pas avoir
de tangente bien definie satisfaisant ä notre definition provi-
soire. A titre d'exemple, examinons la courbe representant la

trajectoire d'une petite bille elastique qui, lancee obliquement
vers le bas, rencontre une surface suffisamment dure; eile

rebondit, dessinant un V ä cötes curvilignes. Considerons un
point arbitraire A du plan du V, different de la pointe et tracons
une droite d passant par A: la droite d peut couper les deux
branches du V en deux points X et Y. Faisons tourner la
secante autour de A de telle sorte que les points X et Y se

rapprochent indefiniment de la pointe du V; si la chose est

possible, ils y parviennent simultanement. Par consequent, la
droite qui joint la pointe du V ä un point A tel qu'une droite

par ce point coupe les deux branches du V en deux points
voisins est une tangente ä la trajectoire. Le point A est
arbitraire entre des limites tres larges. Par consequent, en la pointe
du V, la trajectoire possede une infinite de tangentes de l'espece
definie ci-dessus. Dans le cas particulier, le processus considere
de definition ou de construction de la tangente ne conduit pas
a un resultat bien determine.

Mais, remarquera-t-on, on voit bien qu'il est possible de

tracer, ä la pointe, deux tangentes ä la trajectoire. Evidem-
ment, mais un enonce plus precis est indispensable si nous
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conservons la definition donnee plus haut de la tangente. Sur
l'une des deux branches, considerons un point P. Construisons
la tangente ä la courbe en ce point. Rendons maintenant le

point P mobile et, alors qu'il se rapproche indefmiment de la
pointe du V, construisons la tangente en chacune de ses

positions. Dans le cas particulier considere, la tangente tend vers
une certaine limite, qu'on appelle la tangente en la pointe, ä

la branche consideree de la courbe. En general, la limite de la

tangente n'est pas necessairement la tangente au point limite;
ici, cela est realise. Definie comme nous venons de le faire, il
n'existe pas une tangente unique, mais bien deux. La pointe
du V est un point singulier de la courbe. D'autre part, ce n'est

pas un seul passage ä la limite qu'il a fallu pour determiner
l'une de ces tangentes, mais deux operations successives. Les

tangentes considerees ici n'obeissent done pas ä la definition
donnee plus haut dans laquelle liberte est laissee aux deux

points secants de se rapprocher Fun de l'autre selon une loi
arbitraire.

Dans le cas particulier, la definition suivante donne
satisfaction: la tangente en un point P d'une courbe est la limite,
si eile existe, d'une secante mobile passant par P et par un
point R de la courbe astreint ä se rapprocher indefmiment de P.

A la pointe du V que nous considerions ci-dessus, il existe
deux tangentes satisfaisant ä cette derniere definition. Est-ce
ä dire que toutes difficultes soient ainsi eliminees Non, car
on a imagine des cas particuliers de courbes, plus specieux que
celle ä point anguleux, ou elles reapparaissent. Nous en verrons
un tout ä l'heure.

Le qualificatif de singulier applique aux points des courbes

au sujet desquels la notion de tangence donne lieu ä des

difficultes semble indiquer qu'il s'agit lä d'accidents exceptionnels,
mais qu'en general la tangente existe, sauf peut-etre quelques
exceptions. II n'en est rien; il a etc possible, sans faire appel ä

des notions de mathematiques superieures, d'imaginer des

courbes dont tous les points sont singuliers. Avant d'aborder
ce sujet, il est indispensable de preciser la notion de courbe,
lieu continu de points.

Considerons un point A d'une courbe; tragons un cercle
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centre sur A et de rayon arbitraire; lorsque ce rayon decroit

au delä de toute limite, on trouve toujours ä son interieur des

points de la courbe. On a enonce une proposition analogue sous

la forme suivante: une courbe est le lieu d'un point en mouve-
ment continu. Ces deux enonces, examines superficiellement,
semblent avoir le meme sens. Cela est inexact; le second a un
sens plus restreint que le premier; la notion de mouvement
implique celle de vitesse, dont la grandeur est surtout la
direction sont bien determinees. Ces notions ne sont pas
contenues dans la premiere proposition basee sur le cercle de

rayon indefiniment decroissant.

Au commencement du xixe siecle on pensait que toute
courbe possede en general une tangente en tous ses points
sauf en des singularity distinctes les unes des autres. Mais,
durant la seconde moitie du siecle, on decouvrit des fonctions

qui, appliquees ä la geometrie analytique, conduisirent ä la
notion de courbes sans tangente. Depuis le commencement du

xxe siecle, les geometres sont en possession de divers artifices

permettant la construction de courbes dont tous les points sont

singuliers, et cela par des precedes appartenant exclusivement
a ceux de la geometrie elementaire, plus un passage ä la limite.

Donnons un exemple: Imaginons un segment de droite
dirige AB; partageons-le en trois segments egaux AC, CD et

DB; sur l'un des cotes du segment median CD, ä gauche par
exemple, construisons le triangle equilateral de cote CD, soit

CDE, puis effagons le segment CD. Nous disposons ainsi de

quatre segments diriges AC, CE, ED et DB. Sur chacun d'eux,
effectuons la construction precedente et repetons l'operation
indefiniment. L'ensemble des sommets des triangles ainsi

construits jouit de la propriete de continuite; dans tout voisi-

nage de l'un d'eux, si petit soit-il, il existe de ces sommets. On

pressent que ce lieu de points ne peut pas etre decrit par un
point mobile, car sa direction devrait changer avant d'avoir

parcouru le moindre segment. Considerons la droite defmie par
deux points L et M du lieu; supposons L fixe et M mobile,
astreint ä se rapprocher indefiniment de L, c'est-ä-dire astreint
ä rester ä l'interieur d'un cercle centre sur L et de rayon
indefiniment decroissant. La secante LM ne tend pas alors vers une
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limite bien definie; eile saute de facori discontinue. La courbe
consideree ne comporte done aueune tangente.

Terminons par une remarque d'ordre general. L'exemple

que nous venons d'examiner montre combien considerable est

le role de la conviction psychologique en matiere de sciences

exaetes. et combien cette conviction peut etre trompeuse,
puisque certains de nos predecesseurs se sont laisse leurrer par
leur intuition. Et pourtant, cette intuition est indispensable ä

la decouverte. Ceci montre que les problemes fondamentaux
de la science, meme dans le domaine qui semble si sur des

sciences de raisonnement sont constamment «ouverts», car
l'etude des notions les plus simples presente des difficultes
considerables. La critique ne perd jamais ses droits. De l'oeuvre

scientifique, comme Celle de l'ecrivain, on peut dire

« Yingt fois sur le metier remettez votre ouvrage ».

Le metier, ici, c'est la pensee humaine, cette pensee qui
« n'est qu'un eclair au milieu d'une longue nuit. Mais c'est cet

eclair qui est tout » 1.

1 H. Poincaee, La valeur de la science, p. 276.
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