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DIVERGENCE

DE LA

THEORIE DE PERTURBATION

PAR

A. PETERMANN

Institut de Physique de I’Université, Genéve ¥*.

(Avec 2 fig.)

Summary. — The simple case of a scalar theory with zero
rest mass “ photons ” is investigated. Considering the Green’s
functions of this field theory, one obtains first a formula giving
the exact Feynman graph’s number at the 2nth approximation.
This number is found to be asymptotically equal to (r — 1)!
Further, a detailed analysis of the integrals appearing at the
2nth approximation shows that the smaller of them gives a
contribution greater than (const)” (Ln)™ n~™2 Then, the
general term of the perturbation expansion is asymptotically
(const)® (Ln)™ nt™z and exhibits his divergence.

1. INTRODUCTION.

Les grandeurs physiques F («), calculées, pour une théorie
de champs quelconque, par intégration des équations de mou-
vement, sont données en terme de séries de puissances en
o = g3f4m, du type

F(a) = >\ d, o" (1.1)
n=0"
Depuis longtemps, et quelque optimistes qu’aient pu étre
certaines conclusions, on soupconne ces développements d’étre

* Recherche subventionnée par la Commission suisse d’énergie
atomique.



6 DIVERGENCE DE LA THEORIE DE PERTURBATION

divergents, méme une fois écartées les diflicultés ultra-violettes
et autres [1, 2]. Plusieurs tentatives ont été faites récemment
afin de le prouver directement. I’argument tres suggestif de
Dyson [3] en rendait du reste la réussite fort plausible. La
complexité de I’analyse a effectuer n’a permis jusqu’a ce jour
qu'une discussion utilisant des approximations assez gros-
sieres [4] ou n’envisageant qu’une partie du probléme [5].

Le but du présent article est de démontrer cette divergence.
Il est atteint en deux étapes:

Le § 2 est consacré & 'exposition d’une formule permettant
de calculer le nombre exact de diagrammes apparaissant en
2n'e approximation des fonctions de Green. Par souci de
briéveté, nous ne donnons pas le processus de raisonnement qui
a été suivi, tant la formule elle-méme est explicite.

Au § 3, considérant une classe particuliére de ces dia-
grammes, nous traitons de 1'évaluation des intégrales de self-
énergle en 2nl¢ approximation. Les calculs effectués pour un
cas simple de théorie de champs, faisant intervenir une inter-
action scalaire entre quanta de champs scalaires (les uns a
masse de repos nulle), montrent que leur contribution asympto-
tique individuelle est supérieure a K™ n~™/2.(Log n)™ dans la
région (— p?) < x%. Les diagrammes négligés étant de méme
signe ne font qu’augmenter cette contribution, et on démontre
alors que le terme général de la série de perturbation est supé-
rieur & K".n™2 (Log n)™, et par conséquent celui d’une série
divergente.

2. ENUMERATION DES DIAGRAMMES.

La premiére partie de cet exposé se doit de répondre a la
(uestion: combien de diagrammes de Feynman distincts
existe-t-il a la 2nle approximation d’un effet physique quel-
conque ? Nous ne voulons pas nous appesantir sur ce point du
probléeme, puisque, depuis I'élaboration de notre procédé de
comptage, a paru une étude fort générale de la question due
a4 Hurst [5]. Notre maniére de 1'aborder en difféere cependant
essentiellement en ce sens qu’elle permet une énumération
exacte, 4 une approximation donnée, des diagrammes afférents
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a un effet physique particulier. C’est cet avantage qui justifie
I’existence de ce court paragraphe.

Dans une théorie de deux champs (matiére et interaction)
comme celle que nous avons en vue de discuter, la fonction
de Green d’'un quantum de matiére satisfait un systeme d’équa-
tions intégro-différentielles. Il fut signalé pour la premiére fois
par Schwinger [6], dans le dessein précisément d’échafauder
une théorie des dites fonctions sans le secours d’un développe-
ment en série. La résolution de ce systéme par le procédé méme
du développement en série fournit immédiatement un moyen
de compter les diagrammes de chaque approximation. Les
formules qui vont suivre ne sont qu’une traduction en symboles
de ce procédé. Nous nous abstiendrons donc a ce sujet de tout
commentaire ultérieur.

Si N,, désigne le nombre de diagrammes distincts de la
2n'e approximation représentant une self-énergie, il est donné,
avec la convention (— N;) =1, par

NQR == (2n -_— 3) Ngn_;‘?’ + (2"; — 5) N?.n"-i (Ko Kz + K2 Kﬂ) + Sl B
cF 2r—m—1)Ng, (KK o e KK ot Ky o Kg) + ..
+ (Ko Koo + o0 + K Ky 0+ 00 Koo Ky) (2.1)

Les K,;, nombre de diagrammes distincts de la 2i'¢ approxima-
tion représentant la fonction de Green d’une particule, sont
eux-mémes déterminés en terme des Ny, (j <1). On peut
expliciter cette dépendance comme suit:

K,; = (NP + (i — 1) (Ng)* N, + ... (2.2)

o QP (N (N 5o

s§>r

(2efr—m+a+ b+ ...)!
(2i/fr-——m)!al b!.

t= 2,4 ... 21 ; m=20,2,3, ...1—1).

8(rm—as— bt—...) + No. .

r, s

b ’

a, b, ... = 0; 2¢fr —m > 0 .
Débutant avec K, = K, = N, = 1, on vérifie, a titre d’indi-
cation, les valeurs suivantes des premiers termes:
N,=38; Ne=20; N;,=189; N = 2232 . (2.3)
Ki=4; K;=27; K,=28; K;, = 2830 .
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Asymptotiquement, on voit que N, se comporte grossie-

rement comme 2".n ! résultat qui permet de conclure sur la

rapidité avec laquelle croissent en nombre les diagrammes de
self-énergie & n quanta virtuels.

3. EVALUATION DES INTEGRALES DE SELF-ENERGIE
EN 2n'® APPROXIMATION.

Suivant le formalisme de Feynman-Dyson dans la forme
modifiée qu’en a proposé Koba [9], la matrice S:

oo + oo
8 s }%(;)E(i)q [ dxy o dey P*(Lm) o Lizp) ,  (3.1)
q:: -0

est donnée en terme du symbole P modifié: P* et L (x)),
densité Lagrangienne d’interaction:

L =gulud . (3.2)

Cette derniere décrit le systéme constitué par le champ de

matiére uf, u et le champ photonique ® en interaction. Ces
champs satisfont les équations:

(J—u=(]—)ul=0; O®=0. (3.3

Le symbole P* est défini comme suit:
p* ((I) (z;), @ (xz)) =

31+ clo2) O () @lzg) + (1 — c(z25) @ () © (z))

(3.4)

Les espérances mathématiques du vide pour le P* sont don-
nées en terme des fonctions causales D par

P (D (z), D(z)) >, =

= 1/, D (z, — z,)
CPr(u (@), i),

g D-,_ ( — z4) , (3.5)
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dont les représentations de Fourier sont

— 25 (i (dk
g =20 (it _(dk)
D} = (27c)4 fe k24 (8-6)

La substitution de ces représentations dans les termes du
développement de S relatif aux self-énergies nous fournira les
expressions que nous donnons plus bas.

Parmi les N, diagrammes de self-énergie de la 2n!¢ approxi-
mation, nous ne retenons qu'une classe particuliére définie
comme suit: considérons la correction de radiation en g% d’un
effet Compton multiple avec « émission » de (n — 1) quanta
d’interaction dans un ordre déterminé (fig. 1). Ces (n — 1)

-Fi9.1

quanta sont ensuite réabsorbés par la particule de matiére et
le peuvent étre, selon 'ordre de cette réabsorption, de (n — 1) !
manieres différentes, obtenues les unes des autres par permu-
tation des n — 1 points du diagramme figuratif de la réabsorp-
tion. Ces effets de self-énergie, au nombre de (n — 1) ! et tous
d’ordre 2n en g, ne représentent en gros que la (27")!¢ partie
de tous ceux qui peuvent se produire. Mais toutes les intégrales
figurées par les diagrammes d’une méme approximation ont
méme signe (voir Appendice III) et la partie omise ne peut,
dans ces conditions, jouer de rdle compensateur. Si donc on
peut démontrer que la classe restreinte d’effets envisagés
contribue de facon telle qu’elle constitue a elle-méme une série
divergente, on aura atteint le but que ’on s’était proposé.
Nous utilisons, pour passer d’'un diagramme donné a I'inté-
erale correspondante dans I'espace de Fourier le formalisme de
Dyson [7] tel que nous I'avons briévement exposé en téte de
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ce paragraphe. Pratiquement, les régles formelles de passage
peuvent se résumer comme suit:

10 A chaque segment de ligne droite d’un diagramme (voir
par exemple la figure 2), correspond, dans I’espace de Fourier,
un facteur 14D, (k;) dont la représentation est fournie
par (3.6);

2° A chaque segment curviligne correspond un facteur %, D (k)
(voir (3.6));

3° A chaque point du diagramme opérant la jonction de
trois lignes correspond un facteur + ig.

Un diagramme de self-énergie comprenant 2n points est
constitué de 2n — 1 segments de droite et de n segments cur-
vilignes. On a done, dans 'espace de Fourier, a effectuer 3n — 1
intégrations quadridimensionnelles. 2n — 1 d’entre elles sont
immédiates, utilisent les lois de conservation d’impulsion-
énergie et conduisent a exprimer les 3n — 1%; comme combi-
naisons linéaires de n d’entre eux appelés variables de base.
Dans ces conditions, un diagramme de 2n points se raménera
immédiatement & »n intégrations quadridimensionnelles sur
kyy kg ... k,. De plus, pour rendre compacts les dénominateurs,
I'identité

1
gyl = n '/1 2" (cm: + b(1— .91:))_"_i de , (3.7)
0

due a Feynman est invoquée. Les n intégrations sur les variables
internes sont effectuées a I'aide de:

/" (ak) im?
J o+ L (n—1) (pn—2) L

(3-8)

Des (n —1)! intégrales J ., , 4 envisagées, nous com-
mencons par en évaluer une particuliére, J,.o 5 ., qui est
illustrée par le diagramme de la figure 2. La notation utilisant
les indices 2, 3, ... n, spécifie que les photons, toujours émis
dans lordre 2,3, ... n, sont également réabsorbés dans
l'ordre 2, 3, ... n, tandis que l'index a, b, ... d dénoterait une
absorption dans cet ordre la. De sorte que si J, signifie la
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contribution totale des (n — 1)! intégrales envisagées, on

aura:
(n-1)!
O 5
Jn: >_,; Perm. Jn;:’,3,...n ’ (3.7)
A l'aide des définitions suivantes:

“oymm = Ta-mit o T i == Tpoms+t - Zp) m=2,...n.
" B B ome B g M =gy oy wnnmy) 8i k>l k=925 .~ 0
(ORL By gy oo Byl —2y oy - 2) silx>k; I=2, n

(3.10)

effectuées en terme des n — 1 parameétres de Feymann z,, ... z,,,

3: - R
I'intégrale J, ., 5 .t

- o n
'”n:'i,S,...n = (2m)t (— )" l(,lﬁa) J(d]fl)

: f‘(d]‘n) Fn;‘.},:},...n, (kl’ kn’p) !

KT [(p + k) 4 ]
O R S N L ] il [ V= SN Sy S LESRY: ]
[l + k) ]

s’exprime, intégration faite sur les n variables internes, par:

i 2} 9) !
Jn;‘l,3, n = t{2m) (4—— (n —2)
1 1 i‘ 1 1
fdxl fd:tnj dovy ... fd"nfdw2 fd""n k.93, ...n
0 0 0 0 0 0
n—2 n—2 n-2
i‘n,~,3 veem — Taly ZTn-1 Yo Yn Gn;2,3...n

Gn;2,3...n = [(1 — oWy (1 — a((})gg))

, -n+l
) (1 —= syl (£ — a’(n—?)nn))] (¥ + pza(‘fhi)ll) "

(3.11)



12 DIVERGENCE DE LA THEORIE DE PERTURBATION

en fonction des 2n — 2 paramétres ¢,, ... ¢, w,, ... w, et des
grandeurs telles que ag,,, ,, construites par récurrence selon

y 2
Cwp(t — o (L — bty m, k1))

a =1 —v (l — a )
_ R ~Dym, =
(R)ym, m (h=1)ym, m T— op®p(1 — ar=t1)h+1, ket)

(3.12)
et

b(h)l,m =1—¢1— "(;:—1)1, ) ==

W (1 — o (1 — by gy it)) (10— 9p (1 — by gy ney))
L—epwp (1 —ag qypiy ey

(3.12 bis)

La recherche d’une minorante pour J,.., . est maintenant
le point capital & éclaircir. A cet effet, on doit remarquer que:

1o Sur tous les chemins d’intégration, I'intégrande est positif,
pour autant que (— p?) < %2, tous les a;, étant compris
entre 0 et 1 (Appendice I);

20 La presque totalité de la contribution offerte a l'intégrale
est fournie par le voisinage de la valeur 1 des paramétres z;,
0, et w..
Dans ces conditions, une formuie de la moyenne (du type
b
[ f(x)dz > (b — a) [minimum de f(z) sur Pintervalle a — b]:
a

h > a; f(x) = 0 pour a << z < b) fournit la borne:

Jn;i’,S [ = iﬂﬁ)‘

[Min. de G,., 5, surlesintervalles 1 —1'/» a1} (3.13)

C" désignant o.” (47 e®)™".

Le minimum de G, ., 5, surles intervalles de 1 —1/n a
1 doit avoir lieu lorsque le maximum des a.,_oy ., st atteint.
(’est donc la borne supérieure de ces derniéres grandeurs qui
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va nous retenir des lors. Or, tenant compte de (3.12) et

(3.12 bis),
Cmegymm = 1 Omog (1= gn_gym, m) —
_ (,1 e oy (,1 . )) Fm-2 7 Ym—2 Fm- ('l - b(m-3)m, m—'l) .
m pl=aginmt 1 — 0 g Wi o (1 — a(m—-3)m—1,m—l)
(3.14)
Si I'on pose:
A(m—3)mAl, m = a(m—B)m—l, m-1 — b(m—.’l) m-1,m —
= ¥m-3 A(m—v’;)m—l,m
Ym-3 Ym-3 (1 — Ym-3 ('1 - b(m—-’;)m—ﬂ. m—l) (b b )
— —Yym— I —4 |
1 — -3 % pmn 1 — a(mﬂé)m—ﬂ,m—‘z) (m-4)ym-1,m (m—4)ym, m-2
(3.15)
et
A(m-—3)m, m-1 — a(m—3)m,m - b(m—B)m,m—l = e 3 A{mﬂ’;)m, m—1

ol b

m-3 Pm-3 (1 — Y3 (1 — b(m-&)m-? m)) (

(m-4)m, m~'2)
bty oW gl — a(m—-’x)m—?,m—:’:)

b(m—&) m-1, m-2
(3.16)

Um-2ym,m PeUt s’exprimer simplement a 'aide de ces nouvelles
grandeurs. En effet:

1 == Ym-2 i — b(m—3)m—1,m)

-2 Bm-3ym,m-t + T

a =
-2)m,

- 2o m-2 ¥m—g (1 — @m_3ym g m—1)

(l ) & “m-2 ¥m—2 A(n’a—B)m—i, m) <

< (i - Wm—‘-l) & Vm‘Q(A(m—E})m.m—l + A(m-S)m—l,m) ’ (3'17)

puisque Ay, oy 4, = 0 (Appendice I).
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Puis, en invoquant (3.15) et (3.16):

a(m-—;’)m,m < (i B wm—‘l) + “m-2 Ym-3 (A(m—-i)m—i, m + A(m—s’s)m, m-i)

b

Ym-2 Ym-3 Ym-3 ( (m=-4)m-1,m-2 ~ “(m-4)m, m—2)

1= “m-3 Ym-3 (A — Lm—4) m-2, m—2)

< (‘1 - Wm—i’) & Ym-2 vm—B(A(m-d)m, m—1 &5 A(m-—&)m—l,m) <

- < (1= wm—-Q) t O - vl(A(O)m,m-l + A(O)mfl,m) < {1— wm—?) 1

5] )
t Zpn it Toag i B T — @ )+

L (1 xn—m: 2 : :L‘n) ‘rn—mw'-i’ |
(1 — Tpem :--1) < (1 — wmuﬁ) + 2(1 —a"rkmrl) ' (3.18)

expression dont le maximum est atteint, sur le chemin 1 — 1/n
at,pourz, .4 =1—1/netw, ,=1—1/n

De proche en proche, les ag,_oym m» M = 2, ... 1, fixent les
valeurs des 2;, w;, pour lesquelles le maximum des ag, 9y, 1
est atteint, a x; =w; =1 —1/n, 1, j =2,...n. Dans ces
conditions

2 3
<2t l—wp) =2 . (319)

b .
t(m—Q)m. m

Négligeant par la suite, dans le calcul des bornes supérieures
pour les parenthéses figurant dans I'expression de G, o . ,,
tout terme en 1/n% (nous ne sommes intéressés qu’a des valeurs
de n pour lesquelles n >> 1), (3.13) nous fournit la minorante:

nPiCnuxg(‘n)%\fixz( G )“;

1 3n—2 5% ' 25¢ x?
(0 < (— p?) < ) (3.20)
Le calcul ci-dessus, relativement aisé du fait de la contexture

particuliére de Pintégrale étudiée (fig. 2), va nous servir de base
pour I’étude des (n — 1) ! intégrales obtenues par permutation
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des réabsorptions. Permuter l'ordre des réabsorptions en
laissant 1nchangé celui des émissions équivaut a permuter
I'ordre de ces derniéres et laisser inchangées les premieres.

| 2 n-2 n-l| 2 n-2 n-lFig.Z

Or, apres avoir calculé I'effet Compton multiple représenté par
la figure 1, on obtient une expression dont la dépendance des
k; est du type:

g 2 2 2
[*/.-' + agpy99 k5 + a(0)33 ks + ... + 20y nn ky +

1 [3 -n+1
&5 2b(0).23 (kz kS) + e + 2 b(O)n~i,n(kn—1 kﬂ)J L g

Des lors, intervertir par exemple &, et k5 dans le diagramme,
figure 1, revient & opérer les échanges a9 9 = 4(g)3. 3.
boy2,n — by, n» dans Pexpression ci-dessus. La suite du
calcul restant exactement la méme (réabsorptions inchangées).
les mémes échanges sont a effectuer dans I’expression finale
(3.11).

Afin de donner un exemple simple des modifications appa-
raissant lors de 'échange de deux indices (! et & pour fixer les
idées), toute autre chose restant inchangée, a; ), , devient
B9y k, kr Y2y, n AEVIENY Qi_oyy 1y Dijyp, m = Dgjyi, s €D SPECE-
fiant par ces notations que les a;, b restent construits
exactement comme auparavant, mais que, chaque fois qu'’ils
apparaissent, @y, 1, Qoyn ks Doyr, ms Oc0y1, m» S€ transforment
respectivement en @y, 1y %0y1.10 Y0y, mr Poyr, m- Ces modi-
fications provoquent une diminution de l'intégrale correspon-
dante qu’il s’agit de contrédler. Reprenant (3.14), en y changeant
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m en m — r, sans modifier bien entendu I'indice (m — 2), et
toutes autres choses égales,

on-2), m—r,m—r = 1 — em=2 (1 — a(m-3m-r, m—r) T
o Pin—2 (] — Ym-2 (1l — b(m—3)m—r, m—i) (?‘_21)
Les “m—2 Wm-2 (1 — a(m—3)m—1,m~l)

J)u fait que a(m_3)m_1’?n_1 = b(m—3)m—1,m—r? Si I‘(r < n?) est
suffisamment grand le terme fractionnaire est négligeable

a " i
(0 (.—(”3‘_'9—)_’1‘1)) devant @, sy, p - Puis:

r
Cm-3)m—r, m-r = f Ym-3 (1 — @ om-4) m—r, m—r) (3.22)
pour la méme raison, et
a(m—?)m—r m-r ™1 — om—2Ym-3 (1 — a{(m-41) m-r, m—r) (3’21 b)
jusqu’a ce que 'on ait, par exemple:
a(m—~2)mﬂ)', mer 1 — om—=2 - Ymr—t (1 _ a(m—r—‘i)m—r, mvr)
T 2 r+2
<1—(1—=1)" + B T 4 e wm—r—Q) STy + (1 —‘pm—r—?) -
(3.23)
Le passage de m & m — r des indices de a, o)., ,, augmente

la borne supérieure de ce dernier et diminue par conséquent la
valeur de l'intégrale correspondante.

Lors d’une permutation tout a fait générale des indices des
gy et by, on montre (voir Appendice II) que la plus petite
intégrale offre une contribution bornée par:

; o oo _ _ .
Tn(min) = ‘ZZ(W) .n7Ma(Logn)™ 1 (0< (—p?) <) .

" (3.24)

2n

Le nombre de ces intégrales étant supérieur & N =n".e
(Appendice II), la contribution totale J, est minorée par:

o

> ¥ (——o—*
36T n2eb

hS

J

n

)n 2l (Log n)n | (3.25)
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terme général de la série:

z = E and, = EJn >0 : «™ (Const.)™. n™* (Log)™ ,
n n n

(3.26)

qui diverge quelque petite que soit la constante aC. Clest ce
que nous voulions montrer.

Pour terminer, il faut remarquer que la divergence de cette
série de perturbation ne met en cause que la méthode de déve-
loppement en série et non I'existence éventuelle d’une solution
du probléme qui serait alors non analytique autour de g = 0.
Les conséquences physiques d’un tel état de fait ont été dis-
cutées par Dyson [3], ce qui nous évite de disserter ici & leur
sujet.

Nous tenons a remercier tout particulierement MM. les
professeurs L. Rosenfeld et E. C. G. Stueckelberg, le premier
pour nous avoir suggéré cette étude, le second pour l'intérét
qu’il y a porté tout au long de son élaboration.

APPENDICE 1

Les ag; sont des nombres positifs ou nuls.

Nous le montrerons pour J, .05, qui est du reste le cas le
plus intéressant vu qu’il donne lieu, pour les a;, gy, m, aUX
bornes supérieures les plus faibles. Par souci de concision, nous
laissons au lecteur intéressé le soin de vérifier que, lors d’une
permutation générale des indices des ¢, et b, dans chaque
cas les a;) restent positifs.

Utilisant les définitions (3.10) des a g, b, on établit tout
d’abord les cinq lemmes:

Lemme 1:

0 < apype <1

k>leth <.

ro

ARCHIVES DES ScIENCES. Vol. 6, fasc. 1, 1953.
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Lemme 2:

Aoyt = oy — by = 0, k= 1.

Lemme 3:
Aoypre = boypr — Py = 0 k<p<g.

Corollaire :

A

-

Lemme 4:
A(O)M T ’—\(O)pkr, =0 k<p<yq.

Corollaire :

Aoygp — Moygp = 0 » des lemmes 2 et 3.

Lemimne §:

A(O)pkq_A(O)prq =0, r<k<p<g.

Corollaires .
a.) A(O)qkp - A(O)q,,p < 0, de 3 et 5.
b.) A0ygpr — Boyge = 0

c.) A A <0.

T Opa T T ke

Des cinq propositions énoncées, toutes relatives & ’ordre 00
des formules de récurrence pour les g, b, on peut mainte-:-
nant déduire cinq propositions équivalentes pour I’ordre 1.

Lemme I :
ayre = 91 Dy = 0,

du lemme 2;
Ay < T —o1 (1 —o@gp) <1,
des lemmes 1 et 2. Egalement on a:
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Lemme II: Pour
kzleth |>2),

~

Adyrt = 91 By — Byrg) = 05

des lemmes 2, 3 et 4.

Lemme 111 :

Aypra = 1 B0 e — Dypyg) =0 2<k<p<y)
des lemmes 2, 3, 5.

Corollaire :

Agr = T BApe =0, 2<k<p<g.
Lemme IV :
Athpe ~Appe =0, 2<h<p<g.

Aype — Ao = 1 (B0)pg — B0y prdd —

o w A0pa Ao,k

= b

car: Ay o — Agyppq = 0 (lemme 4), Ayp,q = 0 (lemme 3),

Aoypyr < 0 (corollaire lemme 3).

Corollaire :
Bap — Bgp =00 2<k<p<g.
Aiygp — Btyan = “1(B0)ep — Boygp) T
21 %18 (0)gq p

180y rge) = — 1D )gzp T 1B0)gpp

——
1— Y1 W]_ (1 = a(o)zg)

puisque Ay, ., > 0 tandis que Ay, ., < 0, des lemmes 2 et 3.

D’ou: ¢y (Ag)q,p — D(0yg.p) = 0 par corollaire 2 du lemme 5.
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Lemme V :

A(i)pm) o A(l)'p,.q =0, 2 < r<hk<p<y

Atypra — Btypa = 2 Boypra — Boyp,d —
2
. ) Wl‘ A(O)pﬂq A(O)RZP = 0
car: Ay pq — A(O)prq > 0 (lemme 5), A(O)pzq > 0 (lemme 3),

A(O),W < 0 (corollaire lemme 3).

Corollaires :
a) L\(1)qkp _ A(l)q,p < 0 2L P RS pL g
car: Apygp = = Aetypyqo -
b) A(i)tJTZ'»—L\(l)flkp =0 ; < r<hk<p<yq .
) Aypg —Aype < 03 2<r<k<p<g.

Dés lors, supposant ces cing lemmes vérifiés a ’'ordre m — 1,
ils le seront a 'ordre m. On a ainsi établi par récurrence la
positivité de tous les agyp , £ > J, intervenant dans le calcul
de Jn;2,3...n'

APPENDICE II

Démonstration de (3.24).

Si M indique le plus grand des deux nombres P et D, P étant
le nombre de a;) & franchir au dénominateur de G,., . 4 pour
trouver a gauche un S dont les indices différent de D de
ceux de ag), on voit que la borne B d’un q,, ; sera:

P + 2D
agp < —=—+ (1—w) =B . (A.1)

(Pour fixer les idées, en (3.23) P serait égal aret D al. (3.23)
il + (1 — w).) De plus,

ym-r,m-r = n

donnerait alors a,,_
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pour évaluer cette borne, on doit chercher parmi tous les M
obtenus en faisant successivement P =1, 2, ..., celui dont
la valeur est la plus petite.

Ezxemple : Si figurent consécutivement au dénominateur de
Gn.oma,...r @oye,20 Auynn> 24,4 €6 que c’est la borne de
ce dernier qu’il s’agit d’évaluer, on fait tout d’abord P =1,
ce qui donne D=n—4 et M =n-—4 Pour P =2,
D =4-—2 et M = 2. Ce sera ce dernier qui est a choisir.

Divisions maintenant les » premiers nombres entiers figu-
ratifs des indices des q;, en n't groupes de n’* nombres chacun.
Dans le premier de ces groupes on range les n’* nombres:
n*%, 2n* ... n. Puis, dans le mle groupe, on range les nombres
n” —1, 20" —1, ... n — 1, dans le 2mie: n”* — 2 2n"%t — 2,
... n — 2 et ainsi de suite. Ainsi, la m!¢ partie des nombres de

I a n est disposée dans un ordre bien déterminé, tandis que les
m—1

n nombres restants peuvent étre permutés au hasard.

1/ 1, VA
2n2, oo — 1| o000 o né—‘l,Qn’z—i,...n-—2
groupe 1 gr. 2 | gr. m-1 groupe m

v,
mn’t nombres

De cette facon, on est assuré que chaque nombre permutable
trouve, pour un P <C mn“, un nombre appartenant & un inter-
valle a ordre déterminé, différent de lui-méme de D < n*.
La borne B d’un a;, possédant un tel indice permutable se
trouve étre ainsi au plus:

/

%4 (1 — w) (A.2)

B<1)¢+2
n

n" 4 (1 —w) > mn

Le nombre N d’intégrales distinctes obtenues par permu-

. m
tation des n —— a,;, permutables sera
m (i)

m—1

N — ('m—‘l n \)Tn_

n

n [

Elargissant alors l'intervalle d’intégration de tous les w; (qui
s'étendait auparavant de 1 -——1/n a 1) a: 1 —m/n” a 1
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(mn” »> 1), et reprenant en entier l’argument utilisé lors
de Pévaluation de J, o3, (formule (3.4)), on trouve que

B<2mn”, (A.3)
et chacune des parenthéses figurant au dénominateur de G, i,
sera bornée par:
. £
B'< 3m.n% 4+ 0 (\—’;) : (A.4)

En négligeant 1/n devant 1/n"%, G, i, sera borné inférieure-
ment par
nimin = 1 - (3 m) - (A.5)

Dans ces conditions, on peut chercher la valeur de m qui
conférera le maximum & ’expression:

m—1 m—1
_(m—'l n\m * . “n

m €

et qui est approximativement

m = Log n . (A.7)
Dés lors,
o \n/n\n/1\2n (Log n\n nh
| — >ix2( n) (—) — ( i ) e
n;min = A L& ( ”’.) X n" /(3 Log n)'71 T
. n p R
— 7 n2 . A.8
L% (361"_‘%263 (Log n)" ( )
ct
N = (i)(i—leog nn I e—‘zn c‘znlLog n ~ nn c—i’n , (A.9)
e

conduisent aux formules (3.24) et (3.25) que nous voulions
montrer.

APPENDICE III

Toutes les intégrales de self-énergie apparaissant en 2nie
approximation sont de méme signe.

n
— . AP (3 my (—) " .t (3 m)2
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A cet effet, on remarque que:

Les intégrales du genre « pattern graphs» [10] de la 2nfe
approximation sont toutes du type des (n — 1) ! intégrales
Jn;a,v...q définies par (3.11). Les « pattern graphs» com-
prennent tous les diagrammes de self-énergie dont les lignes
ne contiennent en leur intérieur aucun terme de self-énergie
ni de diffusion de photons par eux-mémes;

Les agjy,, » étant tous compris entre 0 et 1 (Appendice I),
ces intégrales sont de méme signe pour (— p?) < »? (dé-
monstrations analogues a celle de (3.11));

I’insertion de self-énergies ou de termes plus complexes
(diffusion de photons par eux-mémes) d’ordre & dans une
ligne ou plusieurs lignes quelconques d’une self-énergie
d’ordre 2n — k ne change ni la réalité ni le signe de I'inté-

grale d’ordre n ainsi obtenue par rapport aux autres intégrales
de méme ordre.

Ainsi, toutes les intégrales de self-énergie négligées dans

notre discussion ont méme signe que celles de la classe parti-
culiere envisagée dans nos calculs.

ol ol

et

O QO e 3
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