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GEOMETRIE AFFINE
ET GEOMETRIE PASCALIENNE

PAR

Paul ROSSIER

Resume

On peut considerer la geometrie alfine comme la science obtenue

en ajoutant le parallelisme aux relations de la geometrie projective.
Elle constitue une partie de la geometric metrique classique, pas tres
etendue, cependant plus qu'il ne le parait ä premiere vue; plusieurs
theoremes, frequemment exposes sous forme metrique, sont de nature
affine: somme des angles d'un triangle, les proprietes des polvgones
des veeteurs et funiculaires, theoremes de Menelaiis, de Ceva, de

Newton, Mac-Laurin et Carnot sur les courbes algebriques.
Grace ä un ensemble de constructions isomorphe au calcul alge-

brique, il est possible de baser la geometrie affine sur un ensemble

d'axiomes ne portant pas sur la notion de continuite. Dans ce domaine,
le role joue par une proposition de Pascal relative au parallelisme
deux ä deux des cötes d'un hexagone inscrit dans un angle a fait
attribuer le 110111 de geometrie pasealienne ä cette discipline.

Nous nous proposons de donner un aper^u d'ensemble de la geometrie

affine base sur la geometrie projective et inspire des methodes
de Desargues, puis de montrer l'enssentiel de la base de depart de la

geometrie pasealienne.

I. INTRODUCTION

J. Definitions.

Depuis les travaux de Hilbert, l'habitude est de classer les axiomes
de la geometrie en cinq groupes: appartenance (ou incidence), ordre.

Archives des Sciences. Vol. 13, fase. 3, 19ß0.



328 GEOMETRIE AFFINE ET GEOMETRIE PASCALIENNE

congruence, parallfdisme et continuite. En ne faisant appel qu'6
l'appartenance, l'ordre et la continuite, on constitue la geometrie
projective. En modifiant ou supprimant le parallclisme, on est
comduit aux deux geometries lobatehevskienne et riemannienne.

Que se passe-t-il si, des cinq groupes d'axiomes, on supprime la seule

congruence La geometrie ainsi obtenue est dite affine.

Un expose de geometrie alline semble pouvoir etre realise en

supprimant, dans un traitö de geometrie elementaire, toutes les

propositions pour l'etude desquelles il a etc fait usage de la congruence;
eette fayon d'operer ne serait correcte que si, dans l'elaboration d'une

geometric elementaire. les auleurs ne faisaient, appel a la notion de

congruence qu'en cas d'absolue necessite. Or, par souci de brievete,
il est frequent que des theoremes qui, en toute rigueur, sont de

caractere alfin soient enonces ou demontres (ou tous les deux) en

langage de congruence. Un exemple immediat est le «coefficient
angulaire » de la geometrie analytique de la droite; ce nom appelle
evidemment la notion d'angle telle qu'elle est lice ä la geometrie
metrique par la trigonometrie. Or, en geometrie analytique affine,
deux droites paralleles sont representees par deux equations lineaires
de meine « coefficient angulaire ». Pour bien faire, il faudrait employer
une autre expression, rappelant le parallclisme sans allusion ä la

grandeur d'un angle; on pourrait dire «coefficient directionnel».
En geometrie projective de l'espace et du plan, la proposition de

Desargues sur les triangles perspectifs est un theoreme. Si Ton desire

construire une geometrie projective plane, cette proposition doit etre
admise comme un postulat. Autant dire que la geometrie projective
est tridimensionnelle et contient la geometrie plane comme cas

particulier. Si on considere la geometrie affine comme un cas parti-
eulier de la geometrie projective, on lui confere en memo temps ce

caractere tridimensionnel.
Est-il possible de construire une geometrie affine plane, sans

recours ä l'espace et quels sont les axiomes necessaires pour cela

Les etudes de Hilbert et de son ecole ont conduit ä un resultat important

: la possibilite de construire une geometrie affine plane indepen-
dante de la notion de continuite, ä condition de poser comme axiome

non pas seulement la proposition de Desargues, mais une autre, due
ä Pascal dans le cas des coniques: si les sommets d'un hexagone sont

alignes trois ä trois et si deux paires de cotes opposes sont paralleles,
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il en est de meme de la troisieme paire. Ce resultat est tres remar-
quable, car il conduit ä une autre definition de la geometrie affine

plane: la science basee sur les axiomes plans d'incidence, deux
axiomes de parallelisme et les axiomes de l'ordre, exprimes dans le

langage affin, lui-meme caracterise par le parallelisme. La geometrie
affine constitue ainsi une discipline independante de la geometrie

projective puisqu'elle substitue un axiome d'incidence et de parallelisme

ä l'axiome de continuite.
Dans une premiere partie de l'expose qui suit, nous nous propo-

sons de montrer en quoi la geometrie affine se distingue de la geometrie
projective, tout en nous appuvant sur eile. Pour la clarte des idees,

il sera utile de rappeler quelques propositions de geometrie projective.
Par souci de brievete nous nous limiterons ä la geometrie plane.

Dans une seconde partie nous exposerons l'essentiel de l'axio-
matique de la geometrie affine plane basee sur la proposition de

Pascal, geometrie dite pascalienne.

2. RAPI'ELS DE GEOMETRIE PROJECTIVE.

La geometrie projective plane etudie les formes de deux especes:
les ponctuelles et les faisceaux de droites sont Celles de premiere,
les plans ponctuels et regies, Celles de seconde.

Comme deux points determinent une droite, deux droites se

coupent toujours et leur intersection determine un point.
Passant par fespace, les relations d'incidence conduisent au

theoreme de Desargues relatif aux triangles perspectifs: si les som-
mets homologues de deux triangles determinent trois droites concou-
rantes, les cotes homologues se coupent en trois points alignes. Ce

theoreme conduit a la notion de groupe harmonique de quatre
elements d'une forme de premiere espece.

En se basant sur la relation d'ordre, on obtient la notion de

segment projectif: sur une forme de premiere espece, deux elements

determinent deux segments.
Les elements de deux formes de premiere espece peuvent etre

lies par une suite de projections ou de sections en nombre fini; on
dit alors qu'il y a projectivite entre ces deux formes. L'axiome de

continuite permet de demontrer le theoreme fondamental suivant:
trois paires d'elements correspcndants determinent une projectivite
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entre deux formes de premiere espece. II est alors possible de cons-

truire la theorie des coniques, lieu des elements correspondants de

deux formes projectives de meme nature.
La relation de projectivite peut etre etendue aux plans: corres-

pondance entre deux plans telle qu'ä toute forme de premiere espece
de Tun correspond line forme de premiere espece de l'autre, ces

deux formes etant projectives. Deux plans projectifs sont dits colli-
neaires si la correspondance est ponctuelle; il y a correlation si aux

points de Tun correspondent les droites de l'autre.
En ne faisant usage que de la regle, il est possible de construire

un Systeme de coordonnees base exclusivement sur les axiomes

projectifs et cela sur les ponctuelles, les faisceaux et les plans.
En coordonnees projectives homogenes, l'equation d'une droite

est lineaire et homogene.
Le birapport des quatre abscisses projectives de quatre elements

d'une forme de premiere espece est independant du Systeme de

coordonnees choisi L Le birapport est conserve par projection et
section. Le birapport des elements d'un groupe harmonique est — 1.

La geometrie projective satisfait ä la dualite: ä toute proposition
relative a des points et ä des droites correspond une proposition
analogue relative a des droites et des points.

Dans la theorie projective des coniques, on demontre le theoreme

suivant, dit de Pascal: si un hexagone est inscrit dans une conique,
les trois intersections des paires de cötes opposes sont alignees. Le

theoreme subsiste si la conique degenere en deux droites. En
geometrie affine a base projective, cette derniere proposition prend la

forme particuliere suivante: si les sommets d'un hexagone sont

alignes trois ä trois et si dcux paires de cötes opposes sont paralleles,
il en est de meme de la troisieme paire. Nous avons dejä expose plus
haut le röle que jouera cette proposition dans l'axiomatique de la

geometrie affine plane.

1 Le birapport des quatre elements A, B, C et D, d'abscisses projectives
a, b, c et d est a — c a — d

(ABÜU) : •

b — c b — d
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Premiere Partie

g£om£trie affine a base projective

II. AXIOMES ET NOTIONS FONDAMENTALES

3. Considerations intuitives.

Soient deux droites paralleles de la geometrie elementaire. Cons-

truisons-en les perspectives sur un plan qui les coupe, le tableau;
ces deux perspectives convergent en leur point de fuite, intersection
du tableau avec la parallele aux droites donnees passant par le centre
de la perspective. Dans le langage de la geometrie elementaire, le

point de fuite n'est la perspective d'aucun point des droites donnees.

En outre les intersections de ces droites avec le plan (dit evanouissant)
parallele au tableau et passant par le centre de la perspective ne

possedent pas de perspective. Ainsi, la biunivocite entre les points
d'une droite et leurs perspectives a des exceptions: sauf le point
evanouissant, tout, point d'une droite possede une perspective et,
sauf le point de fuite, tout point de la perspective d'une droite est la

perspective d'un point de celle-ci. Ces exceptions sont tres genantes;
elles obligent ä une etude longue et souvent peu interessante de cas

particulars nombreux.
Pour eliminer ces inconvenients, posons que le point de fuite de

la perspective d'une droite est la perspective d'un point special de

celle-ci, appele point impropre. Si nous voulons conserver la biunivocite

entre les points d'une droite et leurs perspectives, comme les

perspectives de deux droites paralleles ont meme point de fuite, il
nous faut poser que deux droites paralleles ont meme point impropre.

L'unicite de la parallele ä une droite donnee passant par un point
donne implique l'unicite du point impropre d'une droite quelconque.

Deux droites coplanaires non paralleles se coupent; leurs points
impropres sont done differents. Ainsi, dans le plan, il existe une
infinite de points impropres.

Imposons aux points impropres les proprietes generales des points;
deux points impropres distinets A et B determinent une droite.
Cette droite fait exception: eile possede au moins deux points
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impropres et eile est simultanement parallele ä au moins deux droites

a et b du plan ayant l'une A et l'autre B comme points impropres;
enfin, par l'intersection de a et b, il passe deux droites paralleles ä AB.

Soit C un point impropre distinct de A et B; supposons-le exte-
rieur ä la droite AB. Tra^ons la droite joignant C ä un point propre
quelconque N du plan. Les droites AB et Cl\ se coupent en un point
M. l'uisque A et C sont impropres et distincts, les droites MA et MC

sont distinctes et paralleles ä AC; l'unicite du parallelisme n'existe

plus. Ces difficultes disparaissent si nous imposons ä C d'appartenir
ä AB. Cela revient ä poser l'hypothese suivante: les points impropres
du plan appartiennent ä une droite, la droite impropre du plan. La
droite impropre a un point commun avec toutes les droites du plan;
eile est done parallele ä chacune d'elles.

Considerons enccre la perspective d'un plan et sa droite de fuite,
lieu des points de fuite des perspectives des droites de ce plan. Si

les points impropres de celui-ci n'etaient pas alignes, ou bien ce lieu
ne serait pas une droite ou bien l'intersection de deux plans pourrait
ne pas etre une droite.

4. Axiome fondamental.

Tout plan possede une droite privilegiee, dite droite impropre,
telle que deux droites sont paralleles si leur intersection est un point
de la droite im propre.

Bien d'analogue n'est suppose pour les points. Un faisccau ne

possede done pas de rayon privilegie. De ce fait, la dualite est absente
de la geometrie affine. Les proprietes affines appartiennent done ä

des figures dans lesquelles apparaissent des points impropres.

III. GEOMETRIE AFFINE £L£MEi\-TAIRE

f>. CÖTES n'UNE IJROITE, SEGMENT, I) EMI-D ROITE,

MILIEU ü'UN SEGMENT.

En geometrie projective, les axiomes de l'ordre permettent de

montrer que deux droites partagent le plan en deux regions. Par

consequent, une droite et la droite impropre determinent deux

regions sur le plan, chacune dite un demi-plan ou un eöte de la droite
considerce.
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Soient A et B deux points propres. Sur la droite d qui passe par
eux, ils determinent deux segments projectifs; Tun d'eux ne contient

pas le point impropre de d\ il est le segment affin d'extremites A et B.

Dans la suite, sauf cas de necessite, nous laisserons tomber l'adjec-
tif affin. Deux points propres determinent un unique segment.

Soit A un point propre d'une droite d. Avec le point impropre, il
determine deux segments projectifs portes par d. Distinguons Fun

d'eux par exemple en en marquant un point quelconque. Un tel

segment est appele une demi-droite. Le point A en est Vorigine.
Le conjugue liarmonique du point impropre de la droite support

d'un segment par rapport aux extremites de celui-ci est appele le

milieu de ce segment. Tout segment possede un milieu et un seul.

Le milieu d'une demi-droite est le point impropre de son support;
sa consideration est sans interet.

F>. Congruence affine de segments.

Soient AB et CD deux segments de supports paralleles mais

distincts. Supposons paralleles les deux droites AC et BD. On dit
que les deux segments AB et CD sont affin ement congruents ou en

congruence affine.
La congruence all'ine de deux segments est une relation transitive.

Fin elfet, soient AB et EF deux segments respectivement congruents 1

ä un segment CD; AC et BD sont paralleles ainsi que CE et DF.
Dans les deux triangles ACE et BDF, les sommets homologues A
et B, C et D, E et F sont alignes sur le point impropre de la droite

AB; ces deux triangles sont perspectifs; Faxe de perspectivite est la
droite impropre puisque AC et BD d'une part, CE et DF d'autre

part sont paralleles. Le theoreme de Desargues montre que AE et
BF sont paralleles. Ainsi AB et EF sont congruents.

La congruence de segments de supports differents est evidemment

symetrique.
Dans la figure precedente, supposons confondus les supports

de AB et EF. La congruence affine et sa symetrie sont ainsi etendues

au cas de la superposition des supports. Si les extremites A et E sont

confondues, on obtient la reflexivite de la congruence. Soient K et L

1 Plus exactement «affinement congruents»; sauf cas de necessite
nous laissons tomber l'adverbe affinement.
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les intersections de BD et CE d'une part, de AG et DF d'autre part.
L'une des diagonales du quadrangle CD KL est la droite impropre;
sur cette diagonale, les points impropres de AC et de CE sont conju-
gues par rapport ä ceux des cotes KL et CD. Projetons sur AB ce

groupe harmonique de points a partir de K et L. La projection du

point impropre de CD est le point impropre de AB et Celle du point
impropre de KL, le milieu du segment AF et celui du segment BE.
Ainsi, si deux segments de meine support AB et EF sont congruents,
ils determinent deux segments BE et AF, Fun conlenu dans Fautre et

qui ont meme milieu. Ce theoreme est dit parfois du milieu commun.

7. Equipollence.

Dans un segment AB distinguons les deux extremites en appelant

origine la premiere citee. La figure est appelee le vecteur AB, d'ori-
gine A, d'extremite B et de sens AB.

Soit CD un segment congruent ä AB et supposons paralleles les

droites AC et BD. Les deux vecteurs AB et CD sont dits equipol-

lents. Les deux vecteurs AB et DC sont opposes.
Les proprieties de la congruence montrent immediatement que

l'equipollence est une relation reflexive, symetrique et transitive,
mais pas l'opposition. Deux vecteurs opposes a un troisieme sont

equipollents.
Un vecteur determine une demi-droite qui le porLe et qui a meme

origine que lui. Deux demi-droites ainsi determinees par deux
vecteurs equipollents sont dites equipollentes. On definit de meme deux
demi-droites opposees.

Le theoreme du milieu commun peut etre mis sous la forme sui-

vante: si deux vecteurs equipollents ont meme support, les deux

segments determines par l'origine de Tun et l'extremite de l'autre
ont meme milieu et si deux vecteurs opposes ont meme support, les

deux segments determines par leurs origines et leurs extremites ont
meme milieu.

8. Trapeze.

Dans un quadrangle ABCD, supposons paralleles les cötes AB
et CD. La figure formee par les quatre segments AB, BC, CD et DA
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est le trapeze ABCD. Les bases sont AB et CD. Si les segments BC et
DA n'ont pas de point commun, le trapeze est convexe; il est concave
dans le cas contraire.

Dans le quadrangle ABCD, les sommets du triangle diagonal
sont l'intersection K des supports des cötes BC et DA, l'intersection
L des diagonales AC et BD du trapeze et le point impropre commun
des deux bases. La droite KL est conjuguee de la parallele aux bases

par K. Done, dans un trapeze, la droite qui joint l'intersection des

diagonales ä celle des deux cötes dislincts des bases coupe les bases en

leurs milieux. Ce theoreme est appele parfois le lemme de Steiner,

car ce geometre lui fait jouer un grand role dans sa theorie des

constructions geometriques.

9. Parallelogramme.

Dans le trapeze ABCD, de bases AB et CD, supposons paralleles
les cötes BC et DA. La figure est le parallelogram me ABCD.

Les cötes opposes d'un parallelogramme sont congruents et deter-
minent une paire de vecteurs equipollents.

L'intersection des deux diagonales d'un parallelogramme eil est

appele, le centre. Les paralleles aux cötes passant par le centre d'un
parallelogramme en sont les axes. Le lemme de Steiner montre que
les axes d'un parallelogramme en coupent les cötes en leurs milieux
(intersections propres). A partir du sommet A, sur la diagonale BD,
projetons les points impropres des axes et ceux des deux diagonales
du parallelogramme; nous obtenons les deux sommets B et D, le

centre et le point impropre de la diagonale BD; done le centre d'un
parallelogramme est le milieu de chacune de ses diagonales.

De la proposition precedente resulte le fait que si deux vecteurs
sont equipollents, les segments determines par l'origine de l'un et

lextremite de lautre ont meme milieu, que les deux vecteurs aient

ineme support ou pas.

10. Congruence de triangles.

Par les trois sommets A, B et C d'un triangle, menons les trois
paralleles AA', BB' et CC' et, sur elles, construisons les deux para-
llelogrammes ABB' C' et BCC' B'. Les droites AC et A' C' sont
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paralleles. En effet, les deux triangles ABC et A' B' C' sont perspec-
tifs et leur axe de perspectivite est impropre. La figure ACC' A' est

done un parallelogramme et les cötes homologues des deux triangles
ABC et A' B' C' sont congruents; on dit alors que les deux triangles
sont congruents par translation.

Soit un parallelogramme ABCD. La diagonale AC le partage en

deux triangles ABC et ACD. Dans ces deux triangles, les eötes AB et

CD d'une part, BC et AD d'autre part sont congruents et AC est

commun. Construisons un triangle A' B' C' congruent ä ABC par
translation. Les deux triangles ACD et A' B' C', ne sont pas congruents

par translation mais leurs cötes sont congruents deux ä deux. Les

centres des parallelogrammes AA' C' C et ADC B' sont tous deux
les milieu de AC' et le centre du parallelogramme CDA' B' est

le milieu de B' D. Done ces trois parallelogrammes ont meme
centre.

Par ce centre S, menons la parallele m ä AC; eile est un axe du

parallelogramme ACC'A'; eile coupe en leurs milieux les trois
segments AA', CC' et DB'. Les deux triangles ACD et A' B' C' sont dits
symetriques par rapport ä Taxe m. Ces deux triangles sont perspectifs;
leurs cötes homologues se coupent done en trois points alignes. La
droite ainsi determinee est Taxe m. Pour le voir, construisons le

parallelogramme DEB' F dont D et B' sont deux sommets et dont
les cötes DE et B' F sont paralleles ä CD et les cötes DF et B' E paralleles

ä AD; ses deux sommets E et F determinent line diagonale qui
passe par le centre S de ce dernier parallelogramme; cette diagonale
est l'axe de perspectivite precedent. L'axe rn coupe done les trois
segments AA', DB' et CC' en leurs milieux.

Par Convention, les deux triangles ACD et A' B' C' sont dits

congruents pur symetrie (ou mieux affinement congruents par svme-

trie). De ce qui precede, il resulte que si deux triangles sont affinement

congruents par symetrie, deux de leurs cötes homologues sont
paralleles a l'axe de symetrie et les paires de cötes non homologues
se coupent sur cet axe; enfin, les sommets homologues determinent
trois segments de meme milieu; ce milieu est un point de l'axe. On

dit que ces trois sommets sont symetriques par rapport ä un centre.

Ainsi, la congruence alfine par symetrie implique la symetrie des

sommets par rapport ä un centre et la symetrie des cötes par rapport
a un axe parallele ä l'un des cötes.
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L'ensemble des trois vecteurs AB, BC et CA portes par les trois
cötes d'un triangle est dit de resultante nulle. Tout triangle porte
deux systemes de vecteurs de resultante nulle; on passe de l'un ä

l'autre par permutation des origines et des extremites.
Soient ABC et A' B' C' deux triangles congruents par translation.

Sur deux cötes homologues, construisons deux vecteurs equi-
pollents et, ä partir de ces vecteurs, sur chacun des triangles,
construisons un Systeme de vecteurs de resultante nulle; les vecteurs

homologues des deux triangles sont equipollents.
Soient ACD et C' A' B' deux triangles congruents par symetrie

oü les paires de sommets homologues sont A et C', C et A', D et B'.
Le vecteur homologue au vecteur AC est C' A'; ils ne sont pas
equipollents; il en est de meme pour les autres vecteurs. Ainsi la
congruence des triangles par symetrie ne conduit pas a des systemes de

vecteurs equipollents. On exprime souvent les deux dernieres pro-
prietes en disant que la congruence par translation est directe, qu'elle
conserve le sens des figures tandis que la congruence par symetrie est

inverse, qu'elle inverse le sens des figures.

11. Angles.

La figure formee par deux demi-droites de meme origine est

appelee un angle. Les deux demi-droites en sont les cötes et l'origine
commune, le somrnet.

Joignons deux points appartenant chacun ä un cöte d'un angle;
le segment ainsi determine est dit appartenir ä Vinterieur de Tangle.
Cet interieur est l'ensemble des points par lesquels il est possible de

mener un segment interieur ä Tangle. L'interieur d'un angle est dit
constituer un angle eonvexe-, le reste du plan appartient ä Tangle

concave correspondant.
Un angle dont les deux cötes sont confondus est dit nul1 ou

complet suivant qu'on le considere comme convexe ou concave. Un

angle dont les deux cötes sont opposes est dit plat.
Dans la suite, nous ne considerons que des angles convexes.

Deux angles de cötes respectivement equipollents sont dits congruents
ou directement congruents. Deux angles dont les cötes sont opposes

1 On ne doit voir dans ce mot aucune notion metrique, pas plus qu'un
jugement nul n'appelle d'idee de grandeur mesuree.
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sont inversement congruents. En particulier, sur deux droites qui se

coupent, on peut former deux angles opposes par le sommet et cela

de deux fa^ons. Deux angles opposes par le sommet sont inversement

congruents.
l'ne droite a et une demi-droite b dont l'origine est un point de

a forment deux angles dits supplementaires et adjacenls. Deux angles
tels que deux de leurs cötes sont equipollents et leurs seconds cotes

opposes sont supplementaires.
Dans la figure formee par deux paralleles coupees par une secante,

les definitions precedentes montrent la congruence directe des angles

correspondants. la congruence inverse des angles alternes-internes et
alternes-externes et le fait que les angles internes ou externes situes

d'un meme cöte de la secante sont supplementaires.
De meme, dans un parallelogramme les angles opposes sont

inversement congruents. Les angles homologues de deux triangles
directement congruents sont directement congruents et les angles

homologues de deux triangles inversement congruents sont inversement

congruents.
Comme on passe du segment au vecteur en distinguant un ordre

dans les deux extremites, on est conduit ä la notion d'angle dirige
ou ayant un sens en distinguant un premier et un second cote d'un

angle.

12. SoMMES n'ANGLES.

Soient ab, b' c, c' d, k' I n angles tels que le second cote b, c,d,...k
des n — 1 premiers soit equipollent au premier cöte b', c', k' des

n — 1 derniers. Construisons un angle ayant pour cotes deux demi-
droites ax et equipollentes ä a et /. L'angle a1 lx ainsi obtenu est

la sornme des angles donnes.

Dans cette definition, chaque angle, sauf le premier, a un precedent

et, sauf le dernier, chacun a un suivant. Le Systeme possede un
ordre et une propriete commutative n'a de sens qu'en inversant
l'ordre de tout le Systeme.

13. SOMME DES ANGLES D'UN TRIANGLE.

Par un point, menons la parallele ä un cöte d'un triangle et, par
un des points de cette parallele, menons des demi-droites equipol-
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lentes aux deux demi-droites determinees par les deux sommets du

triangle pris sur le cöte choisi comme origines et qui contiennent le

troisieme sommet. Ainsi sont formes trois angles dont deux sont
directement congruents a deux angles du triangle et le troisieme,
inversement congruent au troisieme angle. La somme de ces trois
angles est un angle plat. On exprime souvent cette propriete en disant

que la somme des angles d'un triangle est un angle plat.
Nous ne nous attarderons pas ä etendre le theoreme aux poly-

gones par decomposition de ceux-ci en triangles par des diagonales.
II est bien connu que les geometries metriques qui nient l'unicite

de la parallele, les geometries non-euclidiennes, conduisent ä des

theoremes niant la propriete prbcedente de la somme des angles

d'un triangle. Ainsi, ce theoreme a un caractere fondamental en

geometrie affine.

14. Kciielle uniforme, rapport de deux SEGMENTS.

Construisons une eehelle projective en choisissant le point impropre
comme point infini. Pour cela, menons deux paralleles k et l au

support de l'echelle; sur celle-ci, choisissons les deux points origine (0)

et unite (1); joignons-les ä un point P de Z; determinons les

intersections 0' et 1' de k avec PO et PI, tragons 10' qui coupe I en Q et,
ä partir de Q, projetons 1' en 2 sur l'echelle; menons P2 qui coupe k

en 2' et Q2' qui determine 3 sur l'echelle et ainsi de suite, dans les

deux sens. Ainsi est obtenue Veehelle uniforme et entiere.

Le quadrangle PQO' 1' montre que 1 est le milieu du segment 02;
les deux segments 01 et 12 sont done congruents. En general, le

point n de l'echelle est le milieu du segment (n— 1) (n A 1). et les

divers segments n (n + 1) sont congruents entre eux.
Des constructions projectives permettent de passer ä l'echelle

projective uniforme rationnelle par la construction des points qui
correspondent ä des nombres rationnels. Par exemple, pour cons-

truire les points correspondants ä y, oü n est un entier, points com-
pris entre les points 1 et 2 de l'echelle, tra^ons les droites 10' et
23' et, ä partir de leur intersection, projetons les points 1' et 2' sur

4 5
l'echelle. Les points obtenus correspondent a -3 et y. La theorie de

l'echelle projective montre que ces points sont independants du choix
fait de 0' et 3'; 011 aurait pu prendre k' et (k + 3)'. Repetant cette
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operation avec tous les denominateurs entiers, on obtient 1'echelle

uniforme rationnelle. Un passage ä la limite montre que tout point
du support de l'echelle est lie ä un nombre reel, son abscisse et reci-

proquement, ä tout nombre reel correspond un point de l'echelle.
Soient A, B et C trois points d'une droite portant une echelle

uniforme et a, b et c leurs abscisses. Formons le birapport de ces

trois points et du point impropre:

(ABC!) \^ •

Ce quotient est appele le rapport des deux segments AG et BC;
i * AC

on le note =77JJ Li

Remplayons un ou deux de ces segments par des segments con-
gruents. Par convention, le rapport conserve sa valeur. Ainsi deux

segments de supports paralleles 011 confondus possedent un rapport.

15. Theoreme de Tiiales.

Coupons la figure formee par deux droites concourantes par
deux paralleles; le rapport de deux segments compris entre l'inter-
section des deux droites et les deux intersections avec les paralleles
est le meme sur les deux droites et ce rapport est egal ä celui des

deux segments coupes sur les deux paralleles L

Soient 1 l'intersection des deux droites m et n, a et b les deux

paralleles, A et A' les intersections de a avec m et n, B et B' Celles

de b. La projection conserve les birapports; en particulier, ä partir
du point impropre commun de a et b, la projection sur n de I, A, B

et du point impropre de m donne

IA IA'
IB ~ IB'

'

l'our montrer la seconde partie du theoreme, menons la parallele
ä n par A; eile coupe BB' en C. II vient

BA BC
B I — BB'

Mais BB' est egal ä la sommc de BC et CB', d'oü le theoreme.

1 La proposition est dite «de Thaies » par commodite; eile doit proba-
blement etre attribuee ä l'ecole pythagoricienne. Cependant, Thaies a fait
faire de tels progres ä la theorie de la similitude que le rappel de son nom
n'est pas injustifie.
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16. Triangles semblables.

Deux triangles dont les angles homologues sont congruents sont
dits semblables. La congruence de deux paires d'angles homologues
sullit pour affirmer la similitude car cette congruence, qu'elle soit
directe ou inverse, implique le parallelisme des cötes homologues.

D'apres le theoreme de Desargues, les trois paires de sommets

homologues de deux triangles semblables determinent trois droites
concourantes. Ainsi, en geometrie affine, si deux triangles sont
semblables, ils sont homologiques et Taxe d'homologie est impropre.
On exprime cela en disant que les deux triangles sont homothetiques.

Le theoreme de Thaies montre que le rapport de deux cötes

homologue appartenant ä deux triangles semblables est independant
du choix du segment considere.

17. Medianes d'cn triangle.

Les droites AA', BB' et CC' joignant les sommets d'un triangle
ABC aux milieux A', B' et C' des cötes opposes en sont les medianes.

Par le milieu A' de BC, menons la parallele ä AB. D'apres le

theoreme de Thaies, eile coupe AC en son milieu B'. La figure ABA' B'
est un trapeze dont les deux diagonales sont les medianes AA' et
BB' du triangle; le point C est l'intersection de deux cötes non paralleles

du trapeze. La droite passant par C et l'intersection G des deux
medianes precedentes coupe la base AB en son milieu; eile est done

la mediane issue de C et les medianes d'un triangle sont concourantes.

Le theoreme de Thaies montre que le rapport de AB ä A' B' est 2.

Appliquant ce meme theoreme aux droites AA' et BB' coupees par
les paralleles AB et A' B', on voit que le point de concours des medianes

divise chacune d'elles en deux segments dont Pun est le double de /'autre.

18. Tiieorkmes de Ceva et de Menelaüs.

Par les trois sommets d'un triangle, menons trois droites concourantes.

Joignons leur point de concours P au point de concours G

des medianes. La droite PG coupe les trois cötes BC, CA et AB du

triangle en A', B' et C'. Appliquons ä la droite PG la propriete
associative du birapport:

(A'B'PG) (B'C'PG) (C'A'PG) 1
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Appelons Ma, Mb et Mc les milieux des cötes et Pa. Pb et Pc les

projections de P ä partir des sommets du triangle sur les cotes opposes.
II vient

(A'B'PG) (BAPcMc) =— •

Ar c

Les deux autres birapports donnent des expressions analogues et

leur produit est
CP q APb BPc _BP„'PCb'APc

Dans un triangle coupe par trois secantes concourantes issues des

sommets, le produit des rapports des segments obtenus sur les trois cötes

est egal ä — l1.
Considerons un triangle ABC coupe par une secante s. Appelons

A', B' et C les intersections de s avec les cötes BC, CA et AB du

triangle. Par les sommets, menons les droites a, b et c paralleles ä la
secante s et appelons i la droite impropre. Appliquons la propriete
associative du birapport en formant

(absi) (bcsi) (casi) 1

La section du quaterne de rayons absi par le cöte AB donne
AC

(absi) g^r,. Operant de meme sur les deux autres birapports, il
vient

AC' B.V CB'
BC CA' AB' — '

Le produit des rapports des segments coupes sur les trois cötes di un

triangle par une secante est egal ä V unite 2.

On considere parfois les deux theoremes de Ceva et de Menelaüs

comme plus ou moins correlates Tun de l'autre. La proposition correlative

d'un theoreme portant sur des segments ne peut pas concerner
des segments mais des angles. En realite, les demonstrations de ces

theoremes sont basees sur deux proprietes correlatives, le theoreme
associatif du birapport applique une fois ä des points alignes, une autre
fois ä des rayons d'un faisceau.

1 Souvent, on ecrit le theoreme sous la forme de l'egalite de deux
produits de trois segments portes par les cötes du triangle. Cette notion
de produit de segments de supports non paralleles n'est pas affine, mais
bien celle du produit de trois rapports de segments de meme support.

2 La meme remarque peut etre faite que pour le theoreme de Ceva.
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19. Geometrie du triangle.
Sous le nom de geometrie du triangle, quelques auteurs ont public,

ä la fin du siecle dernier, de nombreuses proprietes nouvelles; d'au-
eunes sont de caractere affin. Indiquons-les sommairement.

Soient un triangle ABC et les milieux A', B' et C' des cötes BC,
CA et AB. Les deux triangles ABC et A' B' C' sont homothetiques;
le centre d'homothetie est le point de concours G des medianes. Dans

cette homothetie, construisons le correspondant M' d'un point M du

plan du triangle ABC. Le point M' est dit le complementaire de M

et M. l'anticomplementaire de M'. Appelons M" l'anticomplementaire
de M et calculous le birapport (M" GM' M). On constate que les quatre
points ci-dessus constituent un groupe harmonique.

Soient un triangle ABC et un point M. Appelons Mn, Mb et Mc

les intersections des droites AM, BM et CM avec les cötes du triangle
et construisons les conjugues harmoniqucs N Xb et Nc de ces
intersections par rapport aux sommets du triangle. Nous avons trois rela-
t ions analogues a

MqB \qli
MaC NaC'

Appliquons le tbeoreme de Ceva aux rapports figurant au premier
mombre; il vient

NqB NAC NfA
N«C

'
N 6A

' Nrli

D'apres le tbeoreme de Menelaiis, les trois points Na, Nbet Ncsont
alignes. Soit m la droite par eux. Les deux triangles ABC et Na Nb Nc

sont homologiques. La droite in est appelee la polaire trilineaire de M
relativement au triangle ABC; on la dit aussi harmoniquement asso-

ciee au point M. Ce point est le pole trilineaire de in relativement au

triangle ou harmoniquement assoeie ä in. Kn particulier, le point
d'intersection des medianes d'un triangle est le pole trilineaire de la
droite impropre.

Soient AB et CD deux segments de incme support et de meme
milieu. Les points C et D sont dits isotomiques relativement ä A
et B.

Dans la figure precedente relative au triangle ABC, construisons
les isotomiques Pa, Pb et P(. des points Ma, Mb et Mc. Cela signifie

que BMa Pa C, CMa Pa B et deux paires de relations analogues

Archives des Sciences. Vol. 13, fasc. 3, 1960. 24
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sur les deux autres cötes. Appliquons le theoreme de Ceva en y rcm-
plagant les segments tels BMa par leurs valeurs ci-dessus. II en rosulte

que les droites APa, BPh etc CP sont concourantes. Done les isoto-
miques des intersections des cötes d'un triangle avec trois droites
concourantes determinent avec les sommets opposes trois droites
concourantes.

En appliquant le theoreme de Menelaiis, on obtient de meme la

proposition suivante: les isotomiques des intersections des cötes d'un
triangle avec une transversale sont alignös.

20. Centre ii'une involution.

Supposons lies par une involution les points d'une ponctuelle.
Le correspondant du point impropre est appele le centre de l'involu-
tion. Prenons ce centre comme origine d'une echelle uniforme et

exprimons analytiquement l'involution:

axx' + b (x + x') + c 0

A x 0 correspond x' 20, done 6 0. L'equation de l'involution

peut done etre mise sous la forme xx' constante. Si l'involution

est hyperbolique et si l'on prend un de ses points unis comme

point unite, il vient xx! 1.

Supposons que l'un des points unis est impropre. Cela implique
a 0. Le centre est lui aussi impropre et si l'on choisit le point uni

propre comme origine, il vient x + x' 0. Une telle involution est

une symetrie.

21. PrODUIT DE SEGMENTS.

Soient un nonibre fini n de segments A^ B^ de supports paralleles.
Choisissons un segment u de support parallele aux segments precedents

et determinons le rapport r• (u) de chacun des segments donnes

au segment u. Le produit des nombres /• (u) est appele le produit des

segments donnes relatif ä l'unite u.

Remplagons le segment unite par un autre de meme direction,
tel que Xit Le produit est multiplie par la puissance ne du

rapport X des unites.
La notion de produit de segments n'a de sens que pour des supports

paralleles.
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Dans ce qui precede. on pourrait faire intervenir des vecteurs au
lieu de segments. Les rapports /'3- (u) possederaient alors un signe.

22. Des aires.

Soienl deux parallelogrammes de cötös respectivement paralleles.
Par definition, le rapport des aires des deux parallelogrammes est egal

au produit des rapports des cötes paralleles.
Parallelement ä chacune des deux directions des cötes des

parallelogrammes donnes, choisissons un segment unite. Le rapport des aires

des deux parallelogrammes donnes est egal au rapport des produits
des segments portes par des directions paralleles sur les deux

parallelogrammes.
Par definition, deux triangles congruents ont meme aire, ainsi

que toute paire de figures decomposables en triangles congruents.
Soient deux parallelogrammes ayant un cöte coinmun et dont les

cötes paralleles a ce cöte commun ont memo support. Iis comportent
un trapeze commun et deux triangles congruents. Los deux
parallelogrammes ont done meme aire. Done deux parallelogrammes dont
deux cötes opposes ont meme support et sont congruents ont meme
aire. Cette egalite d'aire subsiste si Tun des parallelogrammes est

remplace par un autre qui lui est congruent.
Par decomposition en parallelogrammes elementaires, la notion

d'aire peut etre etendue a des figures autres que les parallelogrammes
en s'appuvant sur le fait que faire de deux figures adjacentes est egale

a la somme des aires des figures composantes.

23. Affinites.

Les collineations dans lesquelles la droite impropre est unie sont

appelees des affinites l.
L'allinite conserve le rapport des segments alignes. Cela resulte

de la conservation du birapport et de caractere impropre des points
impropres.

Les propriety's generates des collineations montrent qu'une affinite
a trois points unis ou une infinite. La droite impropre etant unie,
eile porte deux points unis ou tous ses points sont unis. Ainsi une

1 Dans les elements on appelle parfois affinite le cas particulier que
nous rencontrerons dans un instant sous le nom d'affmite perspective.
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affinite possede un unique point propre uni ou une infinite. Une
affinite qui possede deux points propres unis possede la droite deter-
minee par eux comme droite de points unis; en effet, cette droite
possede en plus des deux points unis donnes un troisieme point uni
en son point impropre. Avant trois points unis, tous ses points sont
unis. Une teile affinite est dite perspective; une affinite perspective
possede une direction, celle determinee par le point impropre uni
distinct du point impropre de la droite des points unis.

Une affinite dans laquelle la droite impropre est unie point par
point possede en general un point uni propre sur lequel sont alignes
deux points correspondants. IS'ous retrouvons 1'liomotlietie examinee

plus haut (§ 16).

Une homotlietie de centre impropre est une translation.
D'affinite transforme deux parallelogrammes de cotes respective-

ment paralleles en une paire de parallelogrammes analogues; puis-
qu'elle conserve les rapports de segments, l'affinite conserve les

rapports d'aires.
Dans une affinite perspective, soit r le rapport des segments determines

sur une parallele ä la direction d'affinite par l'intersection de

cette droite avec faxe et deux points correspondants. Deux
parallelogrammes correspondants dont les cotes sont respectivement paralleles

ä faxe et ä la direction d'affinite ont des aires dans le rapport r2.

En particulier, si l'intersection avec Faxe est le milieu du segment
limite par les points correspondants, ce rapport est l'unite. L'affinite
est une symetrie et la symetrie conserve les aires.

De meme, le rapport des aires de deux figures homothetiques est

egal au carre du rapport des segments determines par le centre et

deux points correspondants.

IV. GfiOMfiTRIE ANALYTIQUE

24. COORDONNEES AFFINES DANS LE PLAN.

Soient deux droites concourantes x et y, les axes. Choisissons un
point du plan et projetons-le sur les axes parallelement ä eux en UA.

et Uy Sur chacun des deux axes, construisons une echelle uniforme
en choisissant leur intersection 0 comme origine et les deux points
precedents comme points unites.
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De meme, parallelement aux axes, projetons sur eux un point
quelconque M du plan en Mx et My. Les abscisses de ces derniers

points sont les coordonnees affines dans le Systeme de coordonnees

choisi. Elles sont le cas particulier des coordonnees projectives oii
les points impropres des axes ont ete choisis comme points infinis.
Comme en coordonnees projectives, l'equation d'une droite estlineaire.

En geometrie affine, on peut souvent exclure la droite impropre
des figures etudiees ou ne la considerer qu'en cas de necessite. Cela

diminue l'interet des coordonnees homogenes et l'emploi des

coordonnees inhomogenes permet souvent d'alleger l'ecriture. Mais si la
droite inipropre intervient dans une figure, les coordonnees homogenes

conservent leurs avantages.
Soit y mx + b l'equation d'une droite; celle de toute droite

qui lui est parallele peut etre mise sous la forme y mx + b'. Le
coefficient m determine la direction de la droite; il determine l'angle
de celle-ci a\rec un axe mais pas la mesure de cet angle puisque cette
notion n'a pas de sens ici.

En coordonnees homogenes, les equations d'une collineation sont
x'j 2 aj;i xk avec / et k 1, 2 et 3. En coordonnees affines, dans
les equations d'une affinite, x3 et x'3 sont simultanement nulles. Cela

implique a31 a32 0. Nous retrouvons un fait qui diminue l'interet
des coordonnees homogenes. Les transformations lineaires non homogenes

jouent ainsi un role important en geometrie affine.
Les equations precedentes sont aussi Celles du changement de

Systeme de coordonnees.

25. Asymptotes des courbes.

Supposons qu'une branche de courbe soit telle que la difference
d'ordonnee entre un de ses points et un point d'une droite a ait une
limite nulle lorsque l'abscisse devient infinie; cette droite a est une
asymptote de la courbe L Si la courbe possede des points impropres
en lesquels il existe une tangente ä la courbe, chacune de ces tangentes
est une asymptote.

Une branche de courbe tangente ä la droite impropre est dite
parabolique.

1 Par un changement de coordonnees on peut toujours eliminer le cas.
oil l'axe des ordonnees est une asymptote.
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Soit l'equation homogene d'une courbe algobrique

"n + "n-1 z + • + "n_j ^ + ••• + °-

Les iij sont des formes d'ordre / en x et y. Supposons egal ä l'unite
le coefficient de yn. Les directions des asymptotes sont determinees

par les racines w- de un 0. On a evidemment

«n — II (y — >njx), (/ 1 ä n)

Soit y + »ijX + /ijZ 0 l'equation d'une asymptote. Celle-ci

est tangente ä la courbe sur la droite impropre. Le Systeme d'öqua-
tions forme par l'equation de la courbe et celle de la tangente doit
avoir une racine double ; 0. Cela est realise si les Pj sont choisis
de fa^on ä mettre l'equation de la courbe sous la forme

II (y — mjx + pz) — z* cp (x, y, z) 0

oü <p est une forme d'ordre n — '2 en x, y et

L'equation de la courbe constitute par les asymptotes est obtenue

en egalant a zero le premier terme.

26. Classification affine des courbes algebriqles.

La classification affine des courbes repose sur les proprietes de

leurs points impropres. Elle est bien connue pour les coniques:

l'hyperbolp possede deux asymptotes reelles, la parabole est tangente
a la droite impropre et l'ellipse ne possede pas de point impropre reel.

Les cubiques avec ou sans point double peuvent presenter les

relations suivantes avec la droite impropre:

trois points impropres reels distincts, done trois asymptotes,
une branche parabolique reelle et une asymptote,
un point d'inflexion impropre,
un seul point inipropre reel et une seule asymptote).

Une eubique a point double peut voir ce point etre impropre; eile

peut en outre avoir un autre point impropre ou avoir une branche

tangente ä la droite impropre en son point double. Le point singulier
d'une eubique ä rebroussement peut etre propre ou impropre et dans

ce dernier cas, la tangente de rebroussement peut etre propre ou

impropre.
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Cette enumeration montre combien est touffue la classification
affine des courbes.

27. Centre res moyennes distances.

Sur une droite soient n points d'abscisses affines x^. On appelle
centre des moyennes distances de ces points le point dont l'abscisse

est la moyenne arithmetique de Celles des points donnes.

La distance d'un point quelconque au centre des moyennes
distances d'un Systeme de points donnes est egale ä la moyenne des

distances de ce point aux points du Systeme.

28. Diametiies des courbes algebriques.

Soit une courbe algebrique et un faisceau de paralleles n'avant

pas pour sommet Tun des points impropres de la courbe. Rapportons
la courbe ä un Systeme d'axes oü Taxe des x est parallele ä la direction
choisie et. dans l'equation de la courbe

/ (.r, y) =2 axn + b (y) xn—1 + c (x, y) 0

le coefficient a n'est pas nul, b (y) est une fonction lineaire de y et
c (x, y) est d'ordre n — 2 en x. Les sections de la courbe avec un

parallele ä la direction choisie d'ordonnee m ont pour abscisses les

racines de l'equation / (x, in) 0. La somme de ces abscisses est

— expression est lineaire en m. Done le lieu des centres

des moyennes distances des intersections ddune courbe algebrique avec

les droites cfun faisceau de paralleles est une droite, le diametre
correspondent ä la direction choisie.

Comparons l'equation de la courbe avec celle de la courbe constitute

par les asymptotes de la courbe donnee. Nous avons vu que ces

deux equations ont meme termes de degres n et n — 1 en x. Done
le centre des moyennes distances des intersections (Vune courbe avec une
droite et celui des intersections de cette droite avec les asymptotes de la

courbe consideree sonl conjondus.
Comme nous venons d'examiner la notion de diametre, lice aux

termes de degres superieurs, on peut de meme, en faisant intervenir
la somme des produits deux ä deux des segments pris sur un faisceau
de paralleles etudier des coniques diametrales des courbes algebriques
ou encore des courbes diametrales d'ordre plus eleve.
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29. Tiieoremes de Mac-Laurin, de Newton et de Carnot.

Soit une courbe algebrique d'ordre n d'equation

/ (x, y) a (x, y) + b (x, y) 0

oü a (x, y) represente l'ensemble des termes d'ordre n en x et y.
Choisissons deux points A et B n'appartenant pas ä la courbe et de

coordonnees x0 et y0 pour A, x0 + h et y0 + k pour B. Les coordonnees

d'un point quelconque M de la droite AB sont x0 + XA et y0 + XÄ;

le parametre X est le rapport Les intersections de la droite AB

avec la courbe sont caracterisees par les valeurs de X racines de l'equa-
tion obtenue en introduisant les coordonnees de M dans l'equation
de la courbe. Le terme connu de cette equation est / (x0, y0) et le

coefficient de Xn, a (h, k). Le produit des n racines Xj est

IIAMj _ f{x„,y0)
AB«

1 ' a(h,k)
'

Par A, menons une seconde secante AC et formons le meme
quotient que ci-dessus.

BAN) ..„/(zp.yo)
AC 1 ' a&M'

Par un point A', menons les deux vecteurs A'B' et A'C' equi-
pollents ä AB et AC et effectuons les memes operations que ci-dessus.

Les produits AB" et A'B'" sont egaux. Done

nAMj f(x0,y0)
_

IIANj
IIA'M'j f(x'0,y'0) IIA'N'j

"

L'egalite ci-dessus conduit au theoreme de Mac-Laurin. Si par
deux points, on niene des paralleles ä deux directions et sur elles des

segments unites equipollents, le rapport des produits des segments

compris entre ces points et les intersections avec une courbe algebrique
est independant de la direction des secantes; il depend du choix des points
choisis.

Dans la proportion entre les quatre produits precedente, permu-
tons les moyens; nous obtenons le theoreme de Newton: le quotient
des produits des distances d?un point aux intersections de deux droites
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passant par lui avec une courbe algebrique est independant de ce point,
si Von remplace les secantes par des transversales qui leur sont

paralleles.
Sur la figure precedente, traQons un polygone ABC... et sur chaque

cöte, appliquons le theoreme de Mac-Laurin successivement aux deux

sommets qu'il porte et formons le rapport des expressions trouvees.

Appelons xA et yA les coordonnees de A et de meme pour les autres

sommets, (AB) le produit des segments issus de A et portes par AB
et (BA) celui des segments portes par la meme droite et issus de B.

II vient
(AB) f(xA,yA)
(BA) f(xB,ys)

'

Operons de meme sur les autres cötes et formons le produit de

ces quotients. Au second membre, chaque facteur apparait au nume-
rateur et au denominateur. Le produit est egal ä 1. Done le produit
des rapports des segments compris entre les intersections d'une courbe

algebrique et un polygone aux sommets de celui-ci est egal ä un.

V. GfiOMfiTRIE YECTORIELLE.

30. Introduction.

La geometrie vectorielle lineaire est de nature affine; une de ses

applications les plus importantes est la statique. Sans insister sur la
notion de force, nous allons en exposer l'essentiel.

31. Resultante d'un Systeme de vecteurs
DE MEME ORIGINE.

Par Convention la resultante ou la somme d'un svsteme de vecteurs
de meme origine est donnee par le polygone des vecteurs. Chaque cöte
de ce polygone est equipollent ä un vecteur du Systeme; l'origine du
ke cöte du polygone est confondue avec l'extremite du (k — l)e. Le

premier vecteur du polygone est le premier du Systeme et son origine
est l'origine de la somme; l'extremite de la somme est l'extremite du
dernier cöte du polygone.
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L'unicitö du parallelogramme construit sur deux vecteurs donnes

conduit ä la propriete commutative de la construction de la resultante.

32. Systeme« de vecteurs glissants.

Un vecteur est dit glissant si son origine est indeterminee sur le

Support de ce vecteur.
Soient a3 n vecteurs glissants. Leur composition deux ä deux

conduit generalement a un vecteur glissant, resultante du
Systeme. La longueur et la direction de cette resultante peuvent etre
determinees en composant le polygone des vecteurs, comme s'il
s'agissait de vecteurs de meme origine. Supposons construit ce polygone

A0 Alt An, d'origine A0 et oü A- est l'extremite du cote

equipollent ä a•. Choisissons un point P qui n'appartient pas ä la

droite A0 An. Determinons la resultante des vecteurs A0P, PA1; AjP,

PA2, AnP et PAn. Cette resultante est celle de A0 P et de PAn;
eile est identique ä celle du polygone des vecteurs. Sur le support
de <q, choisissons un point Sa; par lui, menons les droites ti0 paralleles

ä A0IJ et iq parallele ä AjP. Determinons l'intersection S2 de iq avec

le support de a2 et continuons de meine. Finalement, par Sn, menons
la parallele un ä AnP. Tout vecteur a3 est la resultante de deux

vecteurs equipollents ä A;_, P et ä PA- et passant tous deux par S3.

La resultante de ce Systeme de vecteurs est equipollente ä la resultante

des deux vecteurs n0, equipollent ä A0P et un equipollent ä PAn.
Autrement dit, la resultante du Systeme passe par l'intersection des

droites «0 et un. Cette figure est appelee un polygone funiculnire
du Systeme.

Ce qui precede suppose distinets les points A0 et An. S'ils sont
confondus, la resultante du Systeme de vecteurs est nulle. Sur le

polygone funiculaire, deux cas se presentent alors: les deux droites ua

et un sont distinetes ou elles sont superposees. Si elles sont distinetes,
le Systeme est dit constituer un couple. La composition des vecteurs

en place conduit finalement ä deux vecteurs opposes et de supports
distinets.

Si enfin les deux droites ci-dessus sont confondues, le Systeme est

dit de resultante et de couple resultant nul.
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33. Centre d'un Systeme de vecteurs lies paralleles.

On entend par vecteur lie un vecteur invariable.
Un Systeme de veeteurs lies paralleles etant donne, construisons

le polvgone des vecteurs et le polygone funiculaire. Supposons non
nulle la resultante. La construction donne la longueur de la resultante
et son support.

Examinons le cas de deux vecteurs; la comparaison du polygone
des vecteurs et du polygone furiieulaire montre que la resultante

coupe la droite passant par les origines des deux vecteurs en un point
qui la partage inversement proportionnellement aux longueurs des

deux vecteurs.
Par l'origine de chacun des deux vecteurs, menons deux droites

paralleles et Operons de meme en leurs extremitös mais en choisissant

une direction differente de la premiere; nous construisons ainsi deux

triangles semblables dont deux cötes homologues sont les deux
vecteurs donnes. Les deux cötes de ces triangles differents des vecteurs
donnes mais passant par leur origine determinent deux nouveaux
vecteurs de meme origine que les vecteurs proposes. On dit que les

deux vecteurs ont subi une rotation. La construction indiquee ci-dessus

pour le support de la resultante conduit ä faire passer celle-ci par le

meme point de la droite determinee par les origines. Ainsi le support
de la resultante (Tun Systeme de deux vecteurs lies passe par un point
fixe lorsque ces vecteurs subissent une rotation. Ce point est le centre du

Systeme.
Dans un Systeme de vecteurs paralleles lies, rempla^ons les deux

premiers vecteurs par leur resultante en choisissant leur centre
comme origine. Composons cette resultante avec le troisieme vecteur
et determinons le centre et ainsi de suite. On etend ainsi le theoreme
de l'existence du centre au cas d'un nombre quelconque de vecteurs.

34. COORDONNEES BARYCENTRIQUES.

Soient A, B et C trois points non alignes du plan. Construisons
trois vecteurs paralleles ayant ces points comme origines et de

longueurs respectivement proportionnelles ä trois nombres a, b et c.

Determinons leur centre M. Ces trois nombres sont les coordonnees

barycentriques du point M relativement au triangle ABC.
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Ces coordonnees sont identiques aux coordonnees projectives si

l'on prend comme point unite le point d'intersection des medianes
du triangle.

Actuellement, l'interet des coordonnees barycentriques est surtout
historique car elles furent les premieres coordonnees homogenes dont
il fut fait usage.

35. Moment d'un vecteur.

Soient un vecteur AB et un point P. L'aire du parallelogramme

de cotes AB et AP est appelee le moment du vecteur AB relatif au
centre P.

A la figure, ajoutons un second vecteur CD. A partir de P, pro-
jetons le premier vecteur sur le second. Si la projection est de meme

sens que CD, les moments de AB et de CD par rapport ä P sont de

meme sens; sinon, ils sont opposes. Dans la suite, l'expression
«somme de moments» doit etre comprise comme une somme

algebrique.
Le moment d'un vecteur glissant relativement ä un point fixe est

independant de l'origine de ce vecteur.

Soient OA et OB deux vecteurs de meme origine et OR leur

resultante et P un point tel que les deux moments de OA et OB
soient de meme sens. Construisons les deux parallelogrammes OPCA

et OPDB. A OPDB, faisons subir une translation qui amene 0 en A
ct soit ACER le parallelogramme obtenu. Les triangles OAR et PCE

sont congruents. On voit ainsi que la somme des moments de deux

vecteurs concourants est egale au moment de leur resultante.

On etend le theoreme au cas oil les deux moments sont opposes
et, par iteration, au cas d'un Systeme quelconque de vecteurs. En

particulier, on constate que la somme des moments des deux compo-
santes d'un couple est independante du choix du point de reference.

Cette somme est appelee le moment du couple.



GEOMETRIE AFFINE ET GEOMETRIE PASCALIENNE 355

Seconde Partie

GEOMETRIE PASCALIENNE

VI. AXIOMES

36. Introduction.

L'expose precedent considere Ja geometrie affine comme un cas

particulier de geometrie projective: il repose done entre autres sur
les axiomes d'incidence de l'espace, car le theoreme de Desargues sur
les triangles perspectifs ne peut pas etre demontre en n'ayant recours
qu'aux axiomes plans de l'incidence; en outre, la demonstration du
theoreme fondamental sur la determination d'une projectivite par
trois paires d'elements correspondants repose sur un axiome de

continuite.
II est possible de construire la geometrie affine plane en renongant

ä tout recours ä la continuite. II est alors necessaire de poser comme
axiome une proposition appropriee. On a essaye de choisir la proposition

de Desargues; cette base axiomatique est insuffisante pour la
demonstration du theoreme de Pascal. Ce theoreme est le suivant:
si un hexagone a ses six sommets alignes trois ä trois et si deux paires
de sommets opposes sont paralleles, il en est de meme pour la troisieme

paire.
Au contraire, si l'on admet cette proposition comme axiome, il

est possible de demontrer le theoröme de Desargues et de construire
une geometrie affine plane basee sur les relations d'incidence, d'ordre
et de parallelisme. G'est l'essentiel de cette elaboration que nous nous

proposons d'exposer en nous limitant aux proprietes fondamentales.

37. Ordre affin.

En geometrie affine, les axiomes de l'ordre concernent les points
d'une droite. lis sont ceux de la geometrie euclidienne:

Si A, B et C sont trois points d'une droite et si B est entre A et C,

il est aussi entre C et A.
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Si .1 el C sont deux points d" une droile, il y a stir celle-ci au moins

un point Ii qui est entre A et C et un point I) tel que C est entre A et D.
De trois points d'une droite, un et un seul est entre les deux autres.

La relation d'ordre conduit aux notions de segment, ensemble des

points d'une droite situes entre deux points de celle-ci, de vecteur,
de demi-droite et de demi-plan. La demi-droite d'origine A et ne

contenant pas B est l'ensemble des points de la droite AB pour
lesquels A est entre eux et B. Dans un plan contenant la droite d, le

demi-plan limite par d qui contient le point A est l'ensemble des

points B tels qu'aucun point de d n'est entre A et B.

38. Axiomes de parallelisme.

Par tout point du plan, il passe une unique droite qui ne coupe pas
une droite donnee de ce plan; cette non-secante est appelee la parallele
ä la droite donnee passant par le point considere.

Si les sommets d'un hexagone sont alignes trois a trois sur deux droiles
et si deux paires de cötes opposes sont paralleles, il en est de meme de la

troisiime paire.
La reciproque est la proposition suivante: si trois sommets d'un

hexagone sont alignes et si les trois paires de cötes opposes sont paralleles,

les trois derniers sommets sont alignes. On demontre ce theo-

reme par reduction ä l'absurde.
Le parallelisme conduit ä la notion de parallelogramme.

39. Theoreme de Desargues.

Soient Ax et B15 A2 et B2, A3 et B3 trois paires de points alignes
deux ä deux sur un point H et tels que AjA2 et A2A3 sont respective-
ment paralleles ä BjB2 et ä B2B3.

Par A1( menons la parallele ä A2B2; eile coupe HA3 en M et BjBj
en L. Tragons LB2 qui coupe Aj^A2 en N et menons NM et HN.

Dans l'hexagone N'HB2B1LA1, A:NT et B1B2 sont paralleles ainsi

que Aj^L et IIB2. Les sommets N, B2 et L sont alignes ainsi que H, Bj^

et Ar Done les droites HN et Bj^Bg sont paralleles ainsi que HN et

AjA3.
De meme, dans l'hexagone NHA2A3A1M, les sommets N, Ax et

A2 sont alignes ainsi que HA3 et M. Les parallelismes de HN et AXA3
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d'une part, de HA2 et A,M d'autre part, impliquent celui de NM

avec A2A3.
Considerons enfin l'hexagone NHB2B3LM; HN est parallele ä

B3L, HB2 Test a LM; les sommets N, B2 et L sont alignes ainsi que
H, B3 et M; done B2B3 est parallele ä MN et ä A2A3.

Done, si les sommets homologues de deux triangles sont alignes sur un
point et si deux paires de cötes homologues sont paralleles, les cötes de la
troisieme paire le sont aussi.

Reciproqucment, si deux triangles ont leurs cötes homologues

paralleles deux a deux, les trois droites determinees par les paires de

sommets homologues sont concourantes ou paralleles. On demontre

cette röciproque par l'absurde.

40. Homotiietie.

Soient un point II, deux points A et A' alignes sur H et un point B.
Menons HB et AB et, par A', la parallele ä AB; eile coupe HB en un

point B' dit le transforme de B dans l'homothctie de centre H et oü

A et A' sont deux points correspondants.
Soient C un troisieme point et son correspondant C'. Les deux

triangles ABC et A'B'C ont leurs sommets homologues alignes

sur H et deux paires de cötes paralleles; les troisiemes cötes sont aussi

paralleles.
L'homothetie transforme done toute droite en une droite parallele

ä la proposee.

VII. CALCUL SEGMENTAIRE

41. COORDONNEES SEGMENT AIRES.

Soient x et y deux droites, les axes, qui se coupent en un point 0;
par un point quelconque M, menons les paralleles ä cex axes; elles

les coupent en deux points MÄ et My. Les deux segments 0MV et 0My
sont les coordonnees-segments x et y de M.

Sur la figure, choisissons une direction non parallele ä un axe;
appelons parallele-unite toute parallele a cette direction. Par un

point Ax de Taxe des x, menons la parallele-unite; eile coupe Taxe
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des y en un point Ay. Les deux points Ax et Ay sont dits associes ainsi

que les deux segments OAx et OAy.

42. Addition segmentaire.

Sur Taxe des x, soient deux segments OAv. a et OBx b. Cons-

truisons l'associe B de Bx et le point P de coordonnees OAx et OBy.
Par P, menons la parallele-unite; eile coupe Faxe des x en un point C.

Le segment OC c est dit la sommc a + b c de a et b.

Construisons la sommc b + a au moyen de l'associe Ay de Av et
du point Q de coordonnees OBx et OA et de la parallele-unite par Q.
Nous allons montrer la propriete commutative de l'operation ci-dessus.

Pour cela, construisons les deux points A, de coordonnees OAxet OAy
et B, de coordonnees OBx et OBy. Les deux triangles AAvAy et BBvBy
sont homothetiques, puisque leurs cötes sont paralleles; leur centre
d'homothetie est l'origine 0; done 0, A et B sont alignes. Les deux

triangles OAxAy et BPQ ont leurs sommets homologues alignes
sur A; deux paires de cötes sont respectivement paralleles aux axes;
done les troisiemes cötes sont paralleles entre eux; Tun est une
parallele-unite, l'autre aussi et les paralleles-unitös par P et Q sont
confondues.

Soient 0AV 0BX — b et 0CX c trois segments. Construisons

les points dont les coordonnees sont Celles du tableau ci-dessous:

.e y
D c 0 + 6

E 6 + c a
F caG 6 c
H abLa somme (a +6) + c est donnee par la parallele-unite passant

par D et la somme a + (6 + c) par celle passant par E. Ces deux
droites sont confondues. Pour le montrer, remarquons que les segments
suivants sont respectivement cötes opposes de parallelogrammes:
FE, Cx (b + c)x, CyG et 0BX d'une part, FD, Ay (a + b)y, AXH et

0By. Les deux parallelogrammes OFDBy et OFEBx montrent. que
les trois droites OF, BXE et ByD sont paralleles. Ainsi DE est une

parallele unite et (a + b) + c et a + (b + c) sont confondus.

La construction de la somme segmentaire jouit des proprietes de

l'addition, d'oü le nom d'addition segmentaire qu'on lui donne.

L'operation opposee est la soustraction segmentaire.
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43. Multiplication segmentaire.

Sur l'axe des x, choisissons un point lx dit point-unite; construi-
sons son assoeie ly. Les segments 01x et 01y sont dits les segments-
unites des axes.

Soient deux segments a et b. Menons la droite Axly et sa parallele

par Bjr L'intersection de cette derniere droite avec l'axe des x determine

le produit ab des segments a et b relatif ä l'unite choisie.

Dans la construction du produit de deux segments, on peut per-
muter les röles des deux axes. Pour le montrer, sur la figure prece-
dente, ajoutons les droites Aylx et la parallele par Bx; eile coupe
l'axe des y en un point M. Appelons A l'intersection de Ayl,,. avec

A^ly et B celle de By (ab) avec BXM. Les deux triangles lxlyA et

B^ByB ont leurs cötes paralleles deux ä deux; deux sommets homo-

logues sont alignes sur l'origine, done aussi les deux derniers et AB
passe par 0. Les deux triangles AAxAy et B (ab) M ont leurs sommets

alignes sur l'origine et deux paires de cötes paralleles. La troisieme

paire possede une parallele-unite, done (ab) et M sont associes.

Soient 0AX, 0BX et 0CX trois segments de l'axe des x. Construisons
ab et be puis le point D [(ab) c] en menant 1 (ab)x et sa parallele

par Cy et E [a (bc)]x par la parallele ä lyAx passant par (bc)y.

Appelons K l'intersection de ly (ab)x avec, la parallele-unite par Bx
et L celle de CyD avec la parallele-unite par (bc)x. Ces deux points
sont alignes sur l'origine car ils sont deux sommets homologues de

deux triangles ayant leurs cötes paralleles deux ä deux. Les deux

triangles traces ayant respectivement K et L comme sommets et les

troisiemes cötes portes par By (ab)x et (bc)yE ont leurs troisiemes
cötes paralleles et les deux points correspondents ä a(bc) et (ab)c sont
confondus. Le produit segmentaire jouit de la propriete associative.

Sur la figure portant les trois segments precedents, formons ac,
bc et (a + b) c. Cela conduit ä mener par Cy les paralleles ä trois
droites issues de 1 et passant respectivement par Ax, Bx et (a + b)x.

Introduisons une homothetie de centre 0 dans laquelle au point ly
correspond Cy\ aux points Ax, Bx et (a + b)x correspondent (ac)x,

(bc)x et [(a + b) c]x„ A la parallele ä l'axe des y passant par Ax, correspond

la meme parallele par (ac)x. De meme, ä la parallele ä l'axe des x
par By, correspond la parallele par (bc)y. A la parallele-unite passant

par le point de coordonnees a et b, correspond la parallele-unite
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passant par le point de coordonnees ar et bc\ l'intersection de cette
droite avec Taxe des x est le correspondant de [(ai) r]^. Or ä ce point
correspond aussi le point ac + be. Ainsi, la propriete distributive du

produit segmentaire est demontree dans le cas oü le premier facteur
est une somme.

Four montrer la commutativite, nous allons faire usage de l'axiome
de Pascal. Deux segments a et b etant donnes, construisons ba en

menant ly Bx et sa parallele par Ay et le produit ab au moyen de lyAv
et sa parallele par By. Avec les paralleles-unites relatives ä a et b, ces

droites constituent un hexagone dont les cötes sorit paralleles deux
ä deux, dont trois somrnets appartiennent ä Faxe des y et deux a

celui des x, done aussi le dernier. Ainsi. les points (ab)x et (ba)x sont

identiques.
La commutativite etant demontree, il est inutile de completer la

propriete distributive au cas oü la somme est le second facteur.

44. Quotient segmentaire.

Les constructions relatives ä la multiplication, elTectuees dans un
ordre approprie, conduisent a b ä partir de a et ab. La division est

done possible.

45. Segments nul et infini.
Si un segment a son extremite confondue avec l'origine, il est dit

nul. La construction de la somme moutre que "addition du segment
nul a un segment ne modifie pas celui-ci: a + O — a. Le produit
d'un segment par le segment nul donne le segment nul a 0 0.

Le segment nul jouit done des proprietes du zero de farithmetique.
Line demi-droite d'origine 0 et portee par un axe est dite segment

infini oo). La construction montre que

a + oo oo et a • oo oo

Les constructions 0 • oc et oc — cc ne possedent pas de

resultat determine. Xous les exeluons.

46. Calcui. segmentaire et calcul ai.gebrique

II y a isomorphisme entre les operations du calcul segmentaire et
Celles du calcul algebrique des nombres reels. Cependant, l'infini du
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calcul segmentaire est un infini actuel qui ne necessite pas le recours
au passage ä la limite. Comme cet infini obeit aux memes regies que
celui de l'algebre, cette disparite ne trouble pas risomorphisme.

II est remarquable que la distinction entre le commensurable et
l'incommensurable qui, en algebre, impose l'emploi d'un axiome de

continuitö, n'apparait pas dans le calcul segmentaire.

47. Equation de la droite.

Soit une droite d passant par l'origine; appelons x et y les coor-
donnees d'un de ses points. Dans le parallelogramme porte par les

axes et dont M est un sommet, d est une diagonale. Le thöoreme de

Desargues montre que la seconde diagonale a une direction fixe.
L'une des coordonnees est done egale au produit de l'autre par une

constante; l'cquation d'une droite passant par l'origine est lineaire
et homogene.

Supposons que d ne passe pas par l'origine. Par son intersection
avec l'axe des y, menons la parallele-unite d' et soient M et M' deux

points de d et d' avant meme ordonnee. Appelons x et x' leurs abscisses

et p l'ordonnee ä l'origine. Nous avons p y + x Appelons N et N'
les intersections de l'axe des x avec les paralleles ä l'axe des y par M

et M' et D' celle avec d'. Les deux triangles MM'P et NN'N^ ont leurs

sommets places deux ä deux sur trois paralleles ä l'axe des y et deux

paires de cötes paralleles; la droite NN' est done parallele ä d et x
est le produit de x' par une constante. Ainsi, l'cquation d'une droite
est toujours lineaire.

48. Conclusion.

Le calcul segmentaire nous fournit tous les elements necessaires

ä l'elaboration d'une geometrie oil les constructions sont liees par un
isomorphisme aux calculs de la geometrie analytique affine. L.a

geometrie pascalienne est done identique ä la geometrie affine plane et
il est possible de construire cette geometrie en excluant tout axiome
de continuite niais en introduisant deux axiomes de parallelisme.
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Observations meteorologiques faites ä l'Observatoire de Geneve

Pendant le mois d'OCTOBRE 1960
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Observations meteorologiques faites ä l'Observatoire de Geneve

Pendant le mois de NOVEMBRE 1960
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