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SUR LA STRUCTURE
DES AMAS GLOBULAIRES

PAR

P. BOUVIER

Résumé

Le présent travail consiste en une investivagion théorique de la structure
d’un amas globulaire stationnaire. Une méthode est proposée pour déterminer
les distributions des énergies et des moments angulaires dans un modéle
d’amas caractérisés par une loi de densité donnée. Application du procédé
au polytrope d’indice 5.

Abstract

This paper deals with a theoretical investigation of the structure of a
globular cluster in a steady state. A method is outlined in order to find
out the energy and angular momentum distributions corresponding to a

cluster model defined by a given density law. Application is made to the
polytropic model of index 5.

1. INTRODUCTION. HYPOTHESES INITIALES

Nous envisageons un amas stellaire globulaire dans un état station-
naire; sa structure est donc définie par un potentiel de la forme

U=U((@

r étant la distance au centre. D’autre part, la distribution des positions
et des vitesses des diverses étoiles de I’amas sera décrite par une fonc-
tion de probabilité

@(xXy,....,U3,m)

permettant d’exprimer, sous la forme ¢ (dz)3 (d¢)® dm le nombre moyen
des étoiles de coordonnées spatiales comprises entre z; et z;+dx;, de
composantes de vitesse comprises entre ¢; et ¢v;+do; et de masse com-
prise entre m et m--dm.
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Etant donnés le caractére stationnaire et la symétrie sphérique de
’amas considéré, ¢ ne dépendra des six variables z, ..., v5 que comme
fonction de deux intégrales premiéres, a savoir I’énergie totale £ d’une
étoile et son moment angulaire A autour du centre de ’amas. Ces
grandeurs ont pour expression, par unité de masse,

.UZ
E=5v+U A = rvsin 0,

0 étant 'angle formé par le rayon vecteur et la tangente a la trajec-
toire, a distance r du centre.
En conséquence, nous écrirons

@(xy,.....,v3,m) = f(E, A, m)

la fonction f étant supposée indépendante du sens du pseudo-vecteur A.

2. EXPRESSION DE LA DENSITE DE MASSE

Par définition, la densité de masse p (r) a distance r a pour expression

p(r) = [ mdm | @(x,,....,v3, m)(dv)® (D

soit, en passant a des coordonnées sphériques, (cos 0 = z, ¢ = a)

@ w +1

p(r) = _f mdm?2n _[ _f a(r,v,z, m)v*dvdz
0 0 -1

= 4z [ mdm [[ f(E, A, m)v*|4|dEdA

Le déterminant fonctionnel 4 se calcule facilement:

d(E,A) OE oA rv? Jriv? — A*

par suite,

m

w w A
) = | am | aE A fE A mdA (3
P")—T mdm 74—’%'—'?-—:2- » A, m )
0 U 0

ou A4, est la valeur maximum de A pour r et E donnés; 'on a

A% = r?o? = 2r*(E-U)



SUR LA STRUCTURE DES AMAS GLOBULAIRES 165

Comme nous n’aurons pas a nous occuper ici de la fonction des
masses, nous attribuerons a toutes les é¢toiles de 'amas la méme masse,
égale a 'unité:

f(E,A,m) = o(m—1)f(E, A),

0 étant la distribution de Dirac. Par conséquent,
@ Am
) =2 [ ae | —2— s wyaa 0
r = — - 2 2
e r \/A:";,—“Az
U 0

expression qui, dans le cas d’isotropie des vitesses ou f (£, A) est indé-
pendant de A, se réduit a

p(r) = 4n | J2(E - U) f(E)dE .
U

Dans un cas plus général correspondant d’ailleurs & une loi ellipsoi-
dale des vitesses nous avons, £ étant une constante,

f(E, A) = f(2E +kA?),
et nous pouvons écrire (a«, angle azimutal),

fQRE +kA*)AdEdA do =
F{v? +2U +kr? (v2 +v}) Ydv, dv,dv, =

(dw)?

242U0) ——
J(w™+ )1-’r-kr2

ce qui nous rameéne a une distribution isotrope des vecteurs w liés aux
¢ par les relations suivantes, écrites dans un référentiel cartésien dont
I’axe z est mesuré le long du rayon r (Smart, 1938):

W, = U, \/1 + kr?

w, = v, /1 +kr?

W =0,

ARCHIVES DES ScIENCES. Vol. 15, fasc. 2, 19562, 12
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En particulier avec une loi de Schwarzschild (ou C et j sont des cons-
tantes)
f(E, A) — C'e—j'-’(ZE+kA'-’)

nous trouvons

\/5)3 e 24U ‘

= C
p(r) ( ) TvEe

Cependant, si nous voulons obtenir des modeéles de masse totale
finie, 1l est nécessaire (Kurth 1955) de limiter les énergies & une borne
supérieure finie £,, que nous choisirons ici égale a zéro. L’intégration
sur (dw)® = 4nw2dw est donc a effectuer de 0 a w,, soit

We

g J-e_zf‘““"‘ widw,

0

) = 4rC
PRI 1 4 kr?

ou w, est fonction de r. St £ = 0, w? = kA2—2U et en définissant w,
par wi — kA% — 2U, nous aurions

we = (1 +kr¥)(=2U).

En particulier, £ = 0 nous rameéne a la distribution maxwellienne tron-
quée (Woolley 1954).

3. DEVELOPPEMENTS EN SERIE

Reprenons 'expression (4) avec les limites U et 0; une intégration
par parties nous conduit a

0
p(r) = 4n{jf(E, U)/2(E—-U)dE
(v 0 A

m

1 —df

+ — | dE A~ A>—dA , (6

rJ J\/ 6A‘ } ®)
U 0

ce qui suggere un développement en série de Maclaurin autour de

A = 0, soit

f(E, A) = f(E,0 4% ]AZaAZ
( ’ )_f( H )+ (a)A=O+E (W)Azo'{‘...
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ou encore, puisque f est fonction paire de A par hypothese,

f(E, A) =fo(E)+A2f1 (E)+A4f2(5)+--- (6)
avec
1 aan
50 = 5 (5.

Bien que f ne dépende pas ici explicitement de r, cette fonction se
réduit néanmoins a la distribution isotrope f, (£) au centre r = 0 par
ou seules passent les orbites de moment angulaire nul. Au voisinage du
centre, A restera nécessairement petit pour £ donné et U (0) fim
(U < E < 0), de sorte que le terme A2 f,; (E) constituera un premier
écart a l'isotropie, puis les termes suivants de (6) pourront prendre de
'importance a des distances r plus élevées.

Substituons la série (6) supposée uniformément convergente, dans
'expression (5); nous obtiendrons un développement de la forme

p(r) = Yo (U)+r*y, (U)+r*y, (U) + ... (7)

ou Y, (U) est lié a f, (E£) par I'équation

0
‘lln(U) = Gy I (E-“ U)n+i‘.fn (E) dE s (8)
U
avec
2n)!!
¢, = 4n2"+? —Q)—- ,n=20,1,2,....
(2n + )11

Or (8) est une équation intégrale homogene de Volterra de premiére
espece pour f,; la forme particulierement simple du noyau permet ici
Iapplication d’une méthode directe (Trumpler 1953) qui nous donne

0

(_l)n f‘dn+2w" dU

fn(E) = C"\/Er(n"l’“%) dun+2 -\/U—E '
E

(9)

Les transformations réciproques (8) et (9) précisent donc une corres-
pondance biunivoque entre les séries (6) et (7).

Toutefois, le développement (7) est purement formel puisque les
variables r et U ne sont pas indépendantes.
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4, RECHERCHE DES DISTRIBUTIONS f ([, A)

Afin de tirer des considérations précédentes une méthode capable
de déterminer les diverses distributions possibles f (%, A) dans un amas
globulaire de densité donnée p (r), nous procédons comme suit: de
I'équation de Poisson

v:U = 4nGp, (10)
nous tirons le potentiel
Uu=1U(®, (11)

correspondant a la densité p (r). L'inversion de (11), soit r = r (U)
nous conduit a écrire formellement

p(r) =y (U),

et en identifiant  (U) au premier terme du développement (7), nous
déduisons de (9) ou n = 0 la distribution isotrope f (£) = [, (E).

Mais nous pouvons aussi chercher a égaler ¢ (U) a la somme des
deux premiers termes de (7), ce qui revient a trouver deux fonctions
Yo (U), Y, (U) telles que (11) vérifie identiquement la relation

Vo (U)+r* ¢, (U) = ¢ (V).

A ces fonctions ¥, Y, correspondent, par (9) les coeflicients f,. f,
permettant de construire la fonction de distribution anisotrope

f(E, A) = fo(E)+A’f,(E), (12)

dont il restera a s’assurer du caractére défini positif.
De méme, s'il est possible de trouver trois fonctions y,, ¥, ¥,
telles que (11) vérifie identiquement 1I'égalité

Vo (U) +1r2 Y, (U) +r* ¢, (U) = ¢ (U),
on pourra construire, a I’aide des f,, f,, f, correspondants, une fonction
f(E, A) = fo(E)+ A% f, (E) + A* 1, (E), (13)

qui, dans le domaine ou elle apparait définie positive, définira un autre
sous-modele de I’amas décrit par la loi de densité p (r). D’'une maniere
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plus générale, un choix convenable des fonctions i, (U) nous fournira
n'importe laquelle des distributions f (£, A) relatives a la densité p ()
et représentable par une série du type (6).

5. PoLYTROPE D’INDICE 5

Tentons I'application de la méthode au modéle polytropique d’in-
dice 5 défini, comme on sait, par la loi de densité

-3
mn=m@+£a (14)

ol p, est la densité centrale et @ une longueur constante égale au rayon
de la sphere contenant en projection la demi-masse totale finie M/2.
De (10) et (14) on calcule le potentiel

r2\ %
Uir) = Uc(l + -3-) (15)
a
: M
ou U, a la valeur finie U, = U(0) = — G —
a

(14) et (15) nous conduisent a la relation

U 5
p(l") = l,[I(U) = pc(?)

d’olt un premier sous-modele a distribution de vitesses isotrope (Camm
1952)
64pc ( - E) e

77T2 \/5 ( _ UC)S (16)

J(E) =

Cependant, étant donné que

LA N UL Gh T PO
a? B a? a? e

nous pourrons satisfaire identiquement I’égalité

2
¢uw+%man=wm, (17
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Uy — U\? (T = — U\*
'f’o()—f)c(a>, y(U) = p‘(iﬂ)

et la formule (Y) nous donne alors

en posant

_ A, (—E)"
fO(E) - T[l \/i (_ Uc)3

_ __ lep, (—Ey’r
/l (E) - nZ \/"2‘ (_ UC)S

Corrélativement a (17) nous aurons

2

A
f(E,A) =f0(E)+ ;z—fl (E)

c’est-a-dire

4 — E)*2 A% (—E
F(E. A) = pe. ){]_4 ( )}

n* /2 (—=U,)? a* U}
fonction définie positive si

5
i

4(—E)

Or cette inégalité est certainement satisfaite pour des moments
angulaires assez petits; si nous voulons qu’elle le soit encore pour toutes
les valeurs, de 0 & A4,,, que peut prendre A a r et I donnés, il faut que
Pon ait en particulier,

a? U?

A = 2r*(E-U) < .
4(—E)

r E
soit, en introduisant les rapports — = £ et -— =7

82
of L+£

Ce trindme du second degré en n est effectivement positif pour
n = 0 et n = 1; il est assuré de le rester pour toute valeur de # si son
discriminant est négatif, ce qui implique ¢ < 1.
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Par conséquent, la distribution (18) a un sens tant que r < a et
’anisotropie se manifeste ici par une raréfaction croissante des moments
angulaires élevés lorsque » varie de 0 & a; pour r > a il faudrait limiter
A a une valeur inférieure & A,, afin que f restat définie positive.

Il est d’ailleurs possible de former, par combinaison linéaire des
fonctions (16) et (18) une distribution définie positive pour tout r < b
ou b est une distance finie arbitraire.

D’autre part, I’extension du procédé conduisant a (18) permet de
construire des distributions f(F, A) renfermant un nombre fini quel-
conque de termes; ainsi a partir de I'identité

(1+&H)7F = A+ 2821+ -1 +8H7E, (19

nous poserons

B = g 0 = —20. (Y Uy — LAY
l!’o( )_pcas l!’l( )_ S p(‘(?{) ’ '5[/2( )_ _p:(a)

ou bien, en modifiant légerement (19) en
(1+&)7F = (1487 -2(14+&)7 1 +2-&H(1+EH)™F (20

nous pourrions avoir, alternativement,

U) = v 2 - 3-1-2 Uy
Hal "”°[E‘ (U) ‘ (Uﬂ
l/’1((1)=0

U 5

Les distributions qui résultent de la par (9) ainsi que celles que I'on
peut construire par superposition entre elles ou avec les fonctions (16),
(18) sont de la forme (13), les coefficients f, (£), f, (E), f, (£) apparais-
sant toujours comme des puissances demi-entiéres de (—FE) ou comme
des combinaisons linéaires de ces puissances.

6. REMARQUE SUR L'EVOLUTION GLOBALE

Si I'amas globulaire considéré jusqu’ici n’est plus strictement
en état stationnaire mais devient le siége d’une évolution lente,
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nous aurons

U=U(,1),
0 Am
r, 1) 4”jd5j F(E, A, 1) dA
p', = — 2 s )
U 0\/ e

Le nombre des étoiles (toutes de masse m = 1) ayant, n’importe on
dans I’amas, une énergie comprise entre I et £+ dI, un moment angu-
laire compris entre A et A4+dA s'éleve done a

g(E,A,t) = 167* [ r*drv* |A|f(E, A, 1), (21)
0

ou r = r, est donné par U (r,, 1) = L.
Or selon (2)

1-22
,.2 'Ul |A | — \/

z
de sorte qu’on écrira aussi

3 1-22
g(E, A, 1) = 167t2frdr\/——a(r,v,z,r).
i z

A partir de la dérivée Eg; on peut, en procédant comme dans le cas

isotrope (Hénon 1961), parvenir a une équation d’évolution globale des
étoiles (£, A) ‘

J A (3a\ of U of
rdr = - (7— -——— = —=—1=0 (22)
) \/zr (E-U)—4 ét), OE ot ot

ca
Cependant I’expression (E) de la variation de distribution des
p

vitesses, due aux rencontres entre étoiles, devient ici tres compliquée
(Michie 1961).

Observatoire de Genéve, juin 1962.
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