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Paul ROSSIER. — Convergence de droites dans le triangle en geometrie affine.

1. Soient un triangle ABC et deux coniques a et b homothetiques entre elles et

ayant respectivement BC et AC comme diametres. Appelons C leur intersection

propre distincte de C. Les droites CA et C'C sont des cordes supplementaires de la

conique b alors que C'B et C'C le sont relativement ä a. Puisque ces deux coniques
sont homothetiques, CA et C'B sont paralleles done confondues. Les deux coniques
a et b se coupent en un point C' de AB.

2. Construisons la conique c de diametre AB et homothetique ä a (et ä b). Les

coniques a et c se coupent en un point B' du cöte AC et les coniques b et c en un point
A' de BC.

La conique A et la droite AA' constituent une cubique a et de meme, les coniques
b et c avec les droites BB' et CC' appartiennent ä deux cubiques ß et y.

Ces trois cubiques passent chacune par les huit points suivants:

les trois sommets du triangle ABC,
les trois points A', B' et C',
les deux points impropres communs aux trois coniques homothetiques

a, b et c.

D'apres le theoreme du neuvieme point, ces trois cubiques ont encore un point
commun. Ce point ne peut appartenir ä deux des coniques a, b, ou c, car toutes leurs
intersections figurent dans la liste ci-dessus. Le neuvieme point appartient ä deux

(au moins) des droites AA', BB' ou CC'. Par raison de symetrie, il appartient aux trois.
Cette convergence peut encore etre demontree comme suit: supposons non

concourantes les trois droites AA', BB', et CC'. Appelons M l'intersection de A A' et

AA'. Par ce point doit passer la cubique y, done la conique c. Les droites MA et MB
sont des cordes supplementaires de c; leurs directions sont conjuguees par rapport
aux trois coniques a, b et c. De meme, si N est l'intersection de AA' et CC', les droites
NA et NC sont conjuguees; les droites MA et NA sont la droite AA'; cette droite
possede une unique direction conjuguee par rapport au Systeme de coniques. Les

droites MB et NC, done BB' et CC' sont paralleles, ce qui est exclu. Le neuvieme

point n'est done pas commun ä deux des droites AÄ, BB' ou CC' et ä une des coniques

a, b ou c, mais bien ä ces trois droites.

Nous avons done le theoreme suivant:

Si trois coniques homothetiques ont les trois cötes cl'un triangle comme diametres,
elles se coupent deux a deux sur les supports de ces cotes et les trois droites joignant
ces points d'intersection au sommet oppose du triangle sont concourantes.
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3. La demonstration donnee ci-dessus de la seconde partie du theoreme repose
sur la theorie des cubiques. Pour demontrer une relation entre les droites et des

coniques, il est plus elegant de ne faire appel qu'aux proprietes des coniques. Pour cela

nous utiliserons le lemme suivant: soient A et B deux intersections de deux coniques
c et d et H celle de leurs tangentes communes; il existe une homologie de centre H
et d'axe AB qui transforme une de ces coniques en l'autre.

Pour le montrer, appelons C et D les points de contact d'une des tangentes
communes ä c et ä d, issues de H. II existe une homologie determinee par le centre H,
Taxe AB et les deux points correspondants C et D. Dans cette transformation, la

conique c est transformee en une conique c' qui passe par A, B et D, est tangente en
D ä la droite HD et est tangente ä la seconde tangente commune 5 issue de H. Cette

conique c' est une des deux coniques tangentes ä x appartenant au faisceau determine

par A, B, D et la tangente HD. A ce faisceau appartient la conique d. Sur la droite x.

ce faisceau erigendre une involution dont i'un des points unis est le point de contact S'
de x avec d. Le centre d'homologie H est l'intersection de Taxe AB avec x sont deux

points correspondants de 1'involution; ils separent S' du second point uni. Cette
relation d'ordre oblige c' ä passer par S, la transformee de c est bien d.

4. Revenons au triangle ABC et aux coniques a, b et c. Celles-ci sont homolo-
giques deux ä deux dans des homologies dont les axes sont les droites AA', BB' et

CC; chacune de ces homologies peut etre consideree comme resultant des deux autres;
dans la combinaison de deux d'entre elles d'axes A A' et BB' par exemple, l'intersection
de ces axes est invariable; cette intersection appartient done ä Taxe CC'. Le theoreme
est demontre.

5. Appelons A", B" et C" les milieux des cötes BC, CA et AB du triangle. Les

coniques de diametre AB constituent un reseau bidimensionnel. Ce reseau contient
une conique c qui passe par A" et dont la tangente en A est parallele ä CC". La droite
CC" est axe de symetrie de la conique et du triangle ABC', la direction de cette symetrie
est AB. Done la conique c passe par le milieu B" du cöte AC.

La conique a, homothetique ä c et de diametre BC a en B et en C des tangentes
de direction conjuguee ä celle de BC done parallele ä AA". En application du theoreme

precedent, cette conique passe par le milieu C" de AB.

Done, si une des trois coniques homothetiques entre elles ayant les cötes d'un
triangle comme diametres passe par le milieu d'un cöte, toutes les intersections de ces

coniques avec les cötes du triangle sont les milieux de ceux-ci. Les trois droites
AA', BB' et CC' sont alors les medianes du triangle ABC et le theoreme general
contient comme cas particulier celui de la convergence des medianes du triangle.

6. Cette derniere propriete peut encore etre obtenue autrement comme corol-
laire du theoreme general. Par le milieu C" de AB, menons les paralleles a et b' aux
cötes AC et AC', elles les coupent en leurs milieux. Les paires de droites a' b', a et

AC, b' et BC sont trois coniques homothetiques degenerees; chacune a au moins
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un cöte du triangle ABC comme diametre; le theoreme general conduit de nouveau
ä celui de la convergence des medianes.

7. Si l'une des coniques a, b ou c est un cercle, il en est de meme pour les trois
et le theoreme est celui de la convergence des hauteurs du triangle. A condition de ne

considerer que des ellipses, le theoreme general peut etre deduit par affinite de celui
de l'orthocentre.

II est assez curieux de constater le lien etabli par ce qui precede entre la convergence

des medianes d'un triangle, propriete appartenant ä la geometrie affine et celle

des hauteurs, de caractere metrique.
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