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SUR L'ETUDE DES TRANSITIONS
DANS LES SYSTEMES QUANTIQUES PAR L'EMPLOI

DE « SUPEROPERATEURS »

PAR

Jacques RAVATIN et Guy MESNARD

Introduction

Une methode de calcul s'appuyant sur la notion de super-operateur [1, 2] a ete

presentee recemment par Banwell et Primas [3] et appliquee ä la resonance magnetique
nucleaire.

Banwell et Primas ont traite des problemes dits d'ordre 1 et 2 dans lesquels les

algebres d'operateurs sont construites sur des espaces vectoriels de dimensions 1 et 2

[4, 5, 6]. Iis utilisent le superoperateur Pf D — p, p appartenant au corps des

complexes et etant le superoperateur de derivation correspondant ä l'hamiltonien
3t? (les Operateurs seront designes par des lettres majuscules et les superOperateurs par
des lettres majuscules surlignees). Ceci ne permet pas de traiter les problemes d'ordre 3

et plus.
Nous allons envisager le probleme d'ordre 3.

On part des developpements representes par l'equation matricielle:

les elements tels que at appartenant au corps des complexes et l'on se propose, en

vue du calcul de fonctions de correlation, d'evaluer e'*Dt SC (SC designant s?, 3$ ou

c), par application de la formule de Hausdorff [7], qui exige le calcul de {Jt?D)n SC.

Nous introduirons le superoperateur JT #?D — SA — SB — Sc, les quantites
Sx (x designant A, B ou C) etant telles que

(1)

Methode de calcul
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.SC mxöxx. (2)

oü ö est le Symbole de Kronecker.
En posant

«i ~ mA n ß2 - mB v y3 - mc z

l'equation (1) se ramene ä

/» 0iViN

X ® I I «2 v y2

V /
Nous allons voir que Ton peut choisir les parametres de fa?on que l'on ait soit

(5)

(3)

(4)

ir2 — l2 >

c/t «X- A y *

soit

if-3 sr — ;3 or
(SL «X/ A ^ xAj y (6)

ce qui facilite ensuite les calculs.

Cas de l'equation (5)

L'action de sur les deux membres de l'equation (4) donne pour les Jf2 SC un
Systeme d'equations qui, apres identification avec la forme (5), conduit ä l'ensemble
des relations:

(p + v)ßl + /?3 =0
(H+v)<x2 + y2 a3 =0
(H+*)yi + ßiy2 =0
(/i +t) a3 + ß3 a2 0

(v + r) y2 + a2y1 0

(v + t) ß3 + cc3ß1 0

ce qui entraine, si ßlt <x2, yl5 a3, y2, ß3 sont differents de zero (nous excluons les cas

particuliers, que l'on pourra traiter directement, oü l'une au moins de ces quantites
est nulle):

(7)

ßj_ch.y± j
«3 72 ßl

(8)

On voit aisement que la relation (8) est la condition necessaire et süffisante pour que
l'on ait l'equation (5).
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On a alors

H + v —

H + t -

V + T —

7j_ß3

ßl

ßl7i
Vi

«2 Vi

V2

d'oü l'on tire

V i

v i

' «2 Vi
_

y 1 ^3
_

ßl7l
7i ßi Vi

ßl72 7lßi «2Vl

Vi ßl 72

i (hh _
^y3

_
ßl Vi V 2

Les superoperateurs Jf etant associatifs, on doit avoir en outre

^A ^ >

ce qui est bien verifie par le calcul direct.

On obtient alors facilement les e,jeD' SC. Par exemple:

ei3eD< s4 eimA> cos It x s/

+sin At+^1eims'J sin Xt+y1eimc,(g sin At),
A

(9)

(10)

(11)

(12)

ou mA, mB et mc sont donnes par les equations (3) et (10) et oil

A2 /i2 + ßi a2 + a3 a2 ßi + v2 + y2 ßi «3 Vi + ßi Vz + *2 •

Cas de l'equation (6)

On calcule les Jf3 SC et on identifie avec la forme (6).
Posons:

S fi + v + x

A (x, y) x2 + xy + y2

P ßi a2 + vi a3 + y2ß3

(13)
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On est conduit aux formules:

A(n,v) + + P 0
OL-,

7, ß,
A (p, v) + S iip + P 0

Pl

ß-y OLj
A(fA9r) + + P 0

«3

A (ix, t) + + P 0
Vi

(14)

öl, y,
A(r, v) + + p o

V 2

OL, ß,
A{z, v) + S —J— + P 0

I 2

On voit immediatement que, si la relation (8) est verifiee, on retrouve le resultat (5).

Sinon, en prenant toujours a2, ßlt y2, Vi> /?3 et a3 differents de zero, Fensemble des

equations (14) se ramene ä

S 0 et P + p2 + pv + v2 0. (15)

On peut se fixer par exemple t ä volonte et en deduire p et v. Un calcul assez long
donne alors sans difficulte:

e**3' j* L[(jU2+ßl x2+yj a3) e>mA' si + (nßx+vß, + y, ß3) @ eimB>
A

+ (pVi + ßi y2 +Vi t) eimc'&J [P3 (At) + i'G, (At)]
1

(16)

+ — [peimA' si + + yje'-C«?] [f2 (At) + iG2 (At)]
A

+ eim^' s4 [P3(At) + iG3(At)],

p, v, t, mA, mB, et mc etant donnes par les formules (15) et A par la formule (6) expli-
citee, et en posant:

At J3 r At J3 \Pj (At) — $ (cos — eh ~~j~At + >/3 sin — sh ~^At — cos At
J

At Jl r Ad n/3
Gx (At) — ^ — sin — ch ~^~At + y/3 cos — sh ~^~At ~ sin At

At Jö, At JJ \
F2 M — i I cos — ch — At — yj 3 sin — sh ~ cos / l j
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G2(A0

F3 (Ar)

G3 (AO

At J2 It >

^ (sin — ch -—At + y/3 cos — sh At + sin At
2 2 2 2

•J 2 cos — ch At + cos At

^ J3
— 42 sin — ch — At — sin At

1

2 2

Applications

1) Considerons l'algebre associative des Operateurs 3Fx, 2Fy et projections
d'un moment cinetique. Elle possede une structure d'algebre de Lie [8], par la definition

du crochet \3Fx, <Fy] i SFz.
Un hamiltonien de la forme a!F x + b!Fy + cJ% intervient dans de nom-

breux problemes de physique atomique.
L'evaluation d'une fonction de correlation se ramene au calcul d'expressions

telles que

^yxe~iXt ei>eD<!Fx,

ce qui se traite par la formule (16) en prenant

si x, 3D !Fy,c 3'z,
avec ici

«1 ßi 7s 0 •

2) Nous allons presenter un cas particulier.
Considerons deux particules de spin d'operateurs de spin respectifs

fj{fjX,fh,fjZ) (j 1 et 2)
tels que

Sjx I j' ± I > i\jt+i>
•fjy lj> + i > ± j\j, + 2 >

Sjz lj> ± i > ± 2 \j, ± i >

Soient, parmi les Operateurs de spin pour l'ensemble de 2 particules qui correspondent
au nombre quantique m — 0, les 3 Operateurs:

srx ±{s1+s2- -sx-s2+)
yi i (y1+^2- +-^1-^2+)
^3 i(-/iz -y2z),

avec

yj± yjx i iyjy •
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L'hamiltonien M a Sf v + b£f2 + c£f 3 intervient dans certains problemes.
II conduit ä

Nous avons ici a2 0; la forme (5) ne pourra pas etre obtenue et, pour la forme
(6), on ne peut ecrire toutes les relations (14).

On voit directement que 5 0, et Ton peut prendre r -- 0 et n — — v
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