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VIII 3

Répartition des pressions sous une semelle élastique chargée
uniformément et placée sur un sol élastique isotrope.

Druckverteilung unter einem gleichmiflig belasteten,
elastischen Plattenstreifen, welcher auf der Oberflache
des elastisch-isotropen Halbraumes liegt.

The Distribution of Pressure Under a Uniformly Loaded
Elastic Strip Resting on ElasticzIsotropic Ground.

H. Borowicka,
Assistent an der Technischen Hochschule, Wien.

Dans I'étude mathématique de la répartition des pressions sous une semelle
élastique, nous sommes contraints de faire des hypothéses tant pour la semelle
que pour le terrain sur lequel elle repose. L’hypothése la plus simple consiste
a admettre que les affaissements sont proportionnels aux pressions (hypothése de
Winkler). Cette facon de procéder permettait de traiter assez simplement toutes
les questions mathématiques. Cette hypothése fut cependant rejetée, tout spéci-
alement par les physiciens du sol, car, suivant cette théorie, I'affaissement est
indépendant de la grandeur de la surface de charge et la charge ne produit un
affaissement qu’'au-dessous de sa surface d'application. Il était donc nécessaire
d’étudier la répartition des pressions sous une semelle élastique reposant sur un
sol élastique-isotrope. La théorie de Boussinesq ne tient que partiellement compte
des propriétés d'un sol naturel, mais elle fournit d’excellents résultats aux points
de vue physique et qualitatif. L'étude du probléme a l'aide de fonctions finies
conduit a des développements trés compliqués résolubles que dans les cas les
plus simples. Il faut donc chercher une issue dans les développements en séries.

Nous voulons étudier ici la répartition des pressions sous une semelle élastique
reposant a la surface d'un sol élastique-isotrope. Il faut évidemment admettre
qu’il n’y a aucun frottement entre la semelle et le terrain. Nous avons présenté
un travail semblable pour la plaque circulaire au congrés de mécanique du sol
tenu & Cambridge (16).

Nous avons introduit les notations suivantes:

Ep: module d'élasticité de la semelle,

Eg: module d’élasticité du sol élastique-isotrope,
mp: constante de Poisson de la semelle,

mpg: constante de Poisson du sol,

a : demi-largeur de la semelle,

h : épaisseur de la semelle,

N : ngdité de la dalle.
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Désignons par «© la déformation verticale de la surface du sol; dans la région
x < a (fig. 1), © doit en méme temps représenter la fleche de la semelle. 1l en
résulte qu'a la surface du sol élastique-isotrope les

| p relations suivantes doivent étre satisfaites:
x>a o,=0 o quelconque
1 1
I x<o a=pky sdo=tp—pw|
1
o) | L’équation différentielle AAcw = N [p—p(x)] est
e généralement appelée équation de la plaque. L’opéra-
e x _,{ teur de Laplace, appliqué deux fois & o, fournit dans
: 1., dto
Fig. 1. le cas considéré I

Considérons d'abord la fléche de la plaque. La solution de I'équation dif-

4
.. . ® , . .
férentielle homogeéne i = 0 peut s’écrire sous la méme forme que celle de

la poulre:
x\2
oy = Co + G, (X) @

On pose comme intégrale particuliére de I'équation non homogéne une série
exponentielle a coefficients inconnus:

21
Z A21( ) (3)
La fonction inconnue p (x) est également représentée par sa série exponentielle.
2n
P = 5 Bou(2) @

L’équation de la plaque fournit la relation entre les coefficients A, et B,,.. En
comparant les coefficients on obtient:

A= (p—By)

L_Q4N p 0 .

A . at 2n! (®)
A2"+4—_N(2—n—}—f4)!

La fléche de la plaque prend donc la forme:
; pa4 (£)4_ 0 a_i 21! (}_)211—}—4 )
=0+ C ( ) ToIN ,EON (2n+4)!B2" a )
Au point x =a aucun moment d’encastrement n’agit, on doit donc avoir

d*w '
(———~) = 0. Cette condition donne pour C,:

dx? /4 —
‘4 1

__pa‘ a .
G=—yxt ,1§o<zn+z><zn+>B“ o
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Dans I'équation (6), la fléche w est exprimée en fonction de x, respectivement
des coefficients inconnus B,,. Ainsi que nous l'avons déja dit, cette fléche est
en méme temps la déformation élastique de la surface du sol dans le domaine
de x < a. Désignons les variables par & et T (fig. 2) on obtient pour l'affais-
sement au point X:

o d 1 I’IIZB—].
8|, ! dw—23r2ﬂrp(&)'2ﬁs_-mdgd‘
RS 2

Il]BEB
N ¥ — =M
! m’B—l
G r=VE—9'+T

N
Lo,

2 ; dz
_ d - S

I — 2 p®de(n s+ VE—x"+ 7] —In|z—x)

Si on fait tendre z—s 00, on obtient pour o des valeurs infiniment grandes.
On forme donc la différence entre w, (fleche au milieu de la plaque) et

2+ VeE+22
2+ V (g —x)? + 2
g‘z

: 24+ Vet 422 . 1+V("z')+'
Iim In —_—— = lim In P —
z4 ® z+V(£—x)2+z- z4 o 1+V(g-—x>2+l

Z

2 .
oo — do = 21 p(&) d i +InjE—x| —Injg]

"_'_—1[11:0

On obtient donc:

ww—o= 2l fr@mE—xd[p@mx—gd—2fpEmzi
’ X —a 0

o' £\2n
Introduisons dans cette intégration suivant 1'équation (4) p (§) = X an(f)
n=0

et remplagons y les fonctions logarithmiques par des séries exponentielles, on
obtient:

_ 4 gp
o = O =My 2 20+ 1 (8)

x \20 o 1 x \2r o 1 (x)2r a1 (}_>2r
{(;) r%12r:i<~a_) T Z.2r\a “,§12n—2r+1 a }

On peut encore transformer l'équation (8) en permutant les sommes:

o 4 a o) 1 [or) B2n (i)2n+2r -1_(£>2r [oe) _an
°’°_"’_::_1\1{r§11?'r‘—1n§ozn+1 a 2 2r\a) 42,20 41
n i2r [o°) B2n } (9)
—Z <a) néo 2n—2r4+1)2n+1)
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De I'équation (6) on tire pour x = 0, w, = C, et I'on obtient:

L x\? pa* (x)‘ @ at 2n! (x)“‘f'4
o=} —gx )+ X matai® (10)
On peut encore ajouter la condition d’équilibre
a
_1g (1)2“ _ § B
p=y o) =L a

Les équations (9) et (10) doivent étre identiques. Cette condition est satisfaite

lorsque les coefficients de chaque puissance de (%) sont égaux dans les équa-

tions (9) et (10). On obtient de cette fagcon un nombre infini d’équations pour
les infiniment nombreuses inconnues B,.. Si par exemple il faut établir la méme
X

2m
équation, il faut trier tous les termes avec (;) . Dans 1'équation (10) il faut
donc poser 2n+4=2m ou n=m — 2. Dans l'équation (9) on a dans Ia
premiére parenthése 2n 4 2r =2m ou r=m — n. Le coefficient est donc
mi-l an
n=o 2n+1)2m—2n—1)

parenthéses de l'équation (9) il faut poser r = m. On obtient ainsi pour les

. Dans les deuxiéme et troisiéme termes entre

fficients d (-x")m vant Téquation (11)) 5 S oD — P g
coefficients de (— (suivant I'équation (11)) om 2, 2n+l— 2m
- Ban _ !
2Zm 2n—2m-+4+1)(2n+1)
On obtient ainsi les équations suivantes en désignant par
L 2N - 1 mZB——l m2p Ep(h)s
K= M =6 m% — 1wy Enla (12)
et en remplacant C, par sa valeur donnée par I'équation (7)
_ § B
p —n:O2n+l
_B _pl — & an n & ) B2n
2+ 8K-_n§o(2n+l) (1 —2n)+4Kn§—o(2n+2)(2n+l)
P_pn__ & Bon __ 7B, (18)
4 48K ,€¢@2n+1)(3—2n) 48K
J.J_ — % ~ Baa _ B 7 (2m—4)!
2m T25%@n+1)2m—1—2n) " 7*2K  2m!

Il est facile de constater que les équations (13) sont satisfaites pour K = oo

2 1.3..9n—1
par Bon = — —— o1

exponentielle de la fonction

p.- Ce sont cependant les coefficients de la serie

2 p-a
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Pour K=0 on a B, =p alors que tous les autres coefficients sont nuls. La
charge répartie se trouve donc immédiatement sur le sol élastique-isotrope.

1 7
et p ==1kg/cm2. Les résultats sont représentés a la fig. 3. Aux bords, les con-
traintes sont infinies pour des rigidités différentes de zéro. L'exactitude de ces .
résultats peut étre illustrée par le raisonnement suivant: Dans une plaque de
rigidité infinie la déformée de la plaque est un plan. La ligne représentant la
déformée de la surface du sol présente un angle aigu sur les bords. Si par contre

Nous avons calculé les équations (13) pour K:%, K=

N
a [
I3
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35S 0)
8 #
| 10 1
05 ]
Streifen
y
Cercle /
05 4 Circle Grenzwert von L x
10 Valeur limite de ¢ pl0)
/ | Limiting value of
Druchverleilung unter einem elastischen Plattenstreifen,
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Reépartition de la pression au-de dune plag
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Distribution of pressure under an elastic sirip carrying
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mi-r m§ 8 '3 - -~
Kg/em? 05 10
Fig. 3. Fig. 4.

la plaque a une rigidité finie cet angle devient de moins en moins aigu sans
cependant disparaitre. Il en résulte que la pression aux bords devient également
infinie — quoique plus lentement peut-étre —. Si la plaque est soumise a une
charge de p kg/cm2, au lieu de 1 kg/cm2, les ordonnées des courbes représentées
a la fig. 3 sont a multiplier par p. La résolution des équations 13 est assez
laborieuse, car il est nécessaire de résoudre un grand nombre d’équations. A la
fig. 4 nous avons représenté la valeur de la pression au milieu de la plaque en
fonction de K pour la semelle et la plaque circulaire (16). Les courbes sont égale-
ment valables pour 1 kg/cm2. Pour la plaque circulaire et pour la semelle elles
ont été calculées avec un coefficient de Poisson m = 4.

Boussinesq démontre dans son livre: Application des potentiels (Paris 1885),
que la répartition des pressions sous une plaque circulaire absolument rigide
s'obtient de la fagon simple que voici: Imaginons que la charge agissant sur la
plaque est uniformément répartie sur une demi-sphére dont le cercle de base



Semelle élastique sur sol élastique isotrope 845

correspond au bord de la plaque, la projection sur la surface du sol de la charge
ainsi répartie fournit la répartition cherchée des pressions. Monsieur O. K. Fréh-
lich, qui m’a proposé l'étude de ces questions, a transposé la construction de
Boussinesq a la semelle rigide et a recommandé le contréle pour un cas limite
du calcul de la semelle élastique. Ainsi que le montre 1'équation (14) la répar-
tition des tensions pour la semelle rigide est justifiée par le procédé de Bous-
sinesq employé pour le cas étudié.

Bibliographie.

1 Winkler: Die Lehre von der Elastizitit und Festigkeit, Prague 1867.

2 Zimmermann: Berechnung des Eisenbahnoberbaues. Berlin 1888.

3 Fréhlich: Berechnung von Fundamenten unter Beriicksichtigung der Elastizitit des Bau-
grundes. ,,Beton und Eisen’* 1913, fasc. 15 et 16.

¢ Hayashi: Theorie des Trigers auf elastischer Unterlage und ihre Anwendung auf den
Tiefbau. Berlin 1921.

5 Chwalla: Die Stabilitit eines elastisch gebetteten Druckstabes. Zeitschrift fiir angew. Math.
1927, fasc. 4. ‘

6 Schleicher: Cher Kreisplatten auf elastischer Unterlage. Berlin 1925. Nochmals Kreisplatten-
fundamente. ,,Beton. und Eisen'* 1925, fasc. 12.

7 Scheidig: Nochmals Kreisplaitenfundamente. , Beton und Eisen'' 1926, fasc. 6. Die Berech-

nungsgrundlagen durchgehender Fundamente und dic neue Baugrundforschung. .Bautechnik'

1931, fasc. 19.

8 Wieghardt: Uber den Balken auf nachgiebiger Unterlage. .Zeitschrift fiir angew. Math."
1922,

9 Prager: Zur Theorie elastisch gelagerter Konstruktionen. ,Zeitschrift fir angew. Math.*
1927, fasc. 5.

18 Frohlich: Die Bemessung von Flachgriindungen und die neuere Bdugrundforschuno ,,Beton
und Eisen'* 1935, fasc. 12. .

11 Melan: Die Verteilung des Druckes durch eme elastische Schichte. ,Osterr. W. fiir den
6ffentl. Baudienst'* 1918, p. 394. Die Druckverteilung durch eine elastische bchlrhte ,,Beton und
Eisen”* 1919, fasc. 7/8. Der Spannungszustand der durch eine Einzelkraft im Innern bean-
spruchten Halbscheibe. ,,Zeitschrift fir angew. Math.”" 1932. fasc. 6.

12 Schleicher: Zur Theorie des Baugrundes. ,Bauingenieur' 1926, p. 931 et 949.

13 Fréhlich: Druckverteilung im Baugrunde mit besonderer Beriicksichtigung der plaz,tva(hen
Erscheinungen. Vienne 1934.

14 Wolf: Ausbreitung der Kraft in der Halbebene und im Halbraum bei anisotropem Material,
»Zeitschrift fiir angew. Math.”" 1935, fasc. 5.

15 Terzaghi et Fréhlich: Theorie der Setzung von Tonschichten. Vienne et Leipzig 1936.

16 Borowicka: Influence of Rigidity of a Circular Foundation Slab on the Distribution of
Pressures over the Contact Surface. Proceedings of the International Conference on Soil
Mechanics and Foundation Engineering 1936 Harvard University, Cambridge, Mass.



	Répartition des pressions sous une semelle élastique chargée uniformément et placée sur un sol élastique isotrope

