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IVc3
Flambement de colonnes en acier A. 37, ä profil

en double te, sollicitees obliquement

Buckling of St. 37 steel, double tee section columns,
submitted to obliquous compression forces

Untersuchungen über das Knicken von Stahlstützen in St. 37
bei schiefem Kraftangriff

Encurvadura de colunas de ago A. 37, de secgäo
em duplo te, solicitadas obliquamente

F. CAMPUS C. MASSONNET
Universite de Liege

Liege

Le memoire ci-apres presente un bref resume de recherches executees
sous les .ausipices de la C. E. C. M. (Commission Beige pour l'Etudje de
la Construction Metallique). Ces recherches, dont le compte-rendu in
extenso a ete publie ailleurs [1], ont eu pour but de resoudre par la voie
theorique et experimentale le probleme du dimensionnement des barres
comprimees obliquement dans leur plan d'inertie maximum. Ce probleme
se presente dans les barres comprimees des poutres en treillis et dans
les colonnes des ossatures et est de ce fait tres important pour la pratique.

Les essais ont ete executes sur 92 poutrelles ä ailes larges (profil
DIE 10 et 20) ou etroites (profil PN S 22) faites en acier A.37. Ces
poutrelles etaient chargees d'une force de compression oblique dont la
ligne d'action etait situee dans le plan de l'äme et presentait des
excentricites d'extremites ex et e2.

Les essais ont porte sur les valeurs suivantes des parametres (fig. 1)

-^- + 1; 0; —1;

elancement pour le flambement normalement ä Täme:

X 40-60-80-100-130-175.

Rapport de l'excentricte ^ au rayon du noyau central:

m 0,5-1-3.
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Les diagrammes de flexion composee ainsi realises sont representes ä la
figure 2.

Avant d'executer les essais de flambement proprement dits, on a
etudie de fagon approfondie les proprietes mecaniques des barres, en
effectuant des essais de traction et de compression sur de nombreuses
eprouvettes prelevees dans toutes les zones de la section droite.

Les eprouvettes de compression etaient de petits parallelipipedes
rectifies essayes par l'intermediaire d'une «subpress», dispositif consistant

essentiellement en une enclume et
un piston sans jeu lateral apprecia-

Y ^ v ble. Par ce moyen, on a pu relever
^ **''" ^-e' ä l'aide de jauges electriques collees

sur les eprouvettes d'excellents
diagrammes (<j, e) jusqu'au delä de la
fin du palier d'ecrasement (fig. 3),
sans que l'eprouvette flambe pre-
maturement.

USLi ^ Les resultats des mesures
tt- Ip b ^ effectuees montrent une Variation

Fig. 1 sensible de la limite elastique d'un
point ä l'autre des profils; par
exemple dans le profil DIE 20, cette

limite varie de 22 ä 26,5 Kg/mm- dans la semelle. On a mesure, len outre*
les tensions residuelles de laminage dans les trois profils experimentes,
ä l'aide de deformetres mecaniques de 300 mm dö base. Les diagrammes
obtenus (par exemple figure 4 pour le profil DIE 20) montrent l'existence
d'importantes tensions residuelles ayant dans chacun des rectangles
composant le profil, une allure parabolique.

En particulier, on a mesure, dans les trois profils, de fortes tensions
residuelles de compression aux extremites des ailes, qui atteignent
13 Kg/mm2 dans le
cas du profil DIE 20.
Ces tensions residuelles

diminuent la
resistance des barres au
flambement par
flexion transversale.

Si Ton admet que
la section droite de
chaque semelle reste
plane au cours des
deformations de
flexion, on peut etablir
le diagramme tensions
-dilatations moyen applicable ä cette semelle quand le profil se deforme
par flexion composee dans le plan de son äme. Pour cela, on part du
diagramme (<j, e) experimental releve sur les eprouvettes de compression
et on en decale l'origine 0 en hauteur d'une quantite egale ä la tension
residuelle mesuree en ce point du profil (fig. 5).
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En faisant ensuite la moyenne de tous les diagrammes (d, e) ainsi
modifies, on obtient v n diagramme tensions dilatations moyen de la semelle,
de nature theorico-experimentale. Ce diagramme est en bon accord avec
le diagramme experimental obtenu en mesurant le raccourcissement moyen
de trongons entiers de poutrellieis soumises ä la comipression pure. II
presente (fig. 6) une limite de proportionnalite beaucoup plus basse
(Rp 8,4 Kg/mm2) que celle relevee sur eprouvettes isolees et par conse-

^,__*
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CoMPRC&ftlOH

10

Aoo 6oo 8oo looo 1 Zoo 14o© 16oo \Boo 2 ooo 2 2oo 2Aoo £for*?<x>

Fig. 6

quent un domaine plastique beaucoup plus etendu. Ce diagramme differe
fortement du diagramme ä palier indefini mis ä la base de la plupart
des theories du flambement plastique.

Dans les essais de flambement proprements dits, la caracteristique
essentielle a ete l'emploi d'appuis spheriques sous pression d'huile realisant
de fagon quasi- parfaite l'appui simple ä la fois dans le plan de Farne
et dans le plan normal ä Täme (fig. 7).

Ces appuis, qui sont lubrifies par de l'huile sous pression, travaillent
en regime hydrodynamique et realisent de ce fait la condition d'appui
simple avec une precision impossible ä realiser par le moyen d'appuis ä
couteaux. En effet, en mettant en contact les deux taques d'appui, on
peut realiser, par la juxtaposition des deux demi-spheres, une sphere
complete et on peut aisement mesurer le moment M qu'il faut appliquer
pour faire pivoter cette sphere sous une charge de compression P. On a
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trouve experimentalement, pour toute charge comprise entre 0 et 300
p

tonnes, e —inferieur ä 0,2 mm, ce qui correspond pour chaque appui,
M

ä une erreur inferieure au dixieme de millimetre.
Les deformations de la barre au cours de l'essai de flambement

etaient mesurees ä l'aide de 20 comparateurs au centieme de millimetre
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Fig. 7

disposes aux niveaux 0,1/4, 1/2, 31/4, et 1, ä raison de 4 appareils par
niveau. A chaque niveau, les appareils etaient disposes de la maniere
representee en coupe horizontale ä la figure 8; les comparateurs etaient
actionnes par des fils tres fins attaches ä l'extremite de regles rigides
fixees sur la colonne, ceci afin d'augmenter la precision des mesures de
torsion et d'eviter le bris des appareils par suite d'un flambement brusque

de la colonne.t
La Photographie fig. 9 donne une vue de l'appui ä rotule inferieur.
Les photos figures 10 et 14 representent l'ensemble du dispositif

d'essai.
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La grande majorite des 92 barres essayees ont peri de la fa>gon
suvinte

Apres une deformation plastique plus ou moins grande par flexion
composee dans le plan de leur äme, elles ont flambe par flexion normale-
ment ä l'äme accompagnee de torsion {fig. 10).

Seul, un petit nombre de barres, surtout celles ä excentricites terminales

opposees, ont ete ruinees par exces de flexion plastique aux extremites

(fig. 11) «accompagne, dans le dernier stade, par un voilement
local des ailes comprimees.

ii
H
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Fig. 8

Nous considerons donc que ces essais ont mis particulierement en
lumiere l'importance des deformations par torsion, qui ont pour effet de
diminuer tres sensiblement la grandeur de la charge critique. Par
ailleurs, ils doivent, ä notre avis, inciter les constructeurs ä une grande
prudence dans l'application de la methode dite «des rotules plastiques»
ä des ossatures comprenant des elements comprimes.

Dans l'analyse theorique des resultats d'essai, on a juge indispensable
d'etablir ä la fois des formules simples, pouvant servir de base ä une
methode de dimensionnement utilisable en pratique, et des methodes de
calcul serrant la realite d'aussi pres que possible, mais necessairement
d'application compliquee.
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La place dont nous disposons ne nous permet de dire que quelques
mots de ces methodes perfectionnees.

Nous sommes parvenus ä generaliser pour le domaine plastique la
theorie elastique du flambement par flexion et torsion des pieces chargees
avec une excentricite constante. Cette theorie a ete developpee completement

pour un profil ä äme evanouissante et dont les semelles possederaient
un diagramme (a, e) quelconque, construit en tenant compte de la repartition

reelle des proprietes elastoplastiques et des tensions residuelles
comme nous l'avons explique ci-dessus.

La difference essentielle entre cette theorie et la theorie elastique
du flambement par flexion et torsion est que, au für et ä mesure que la

*

Fig. 9

semelle interieure de la barre se plastifie, les caracteristiques geome-
triques du profil se modifient. Tout se passe comme si cette semelle
voyait sa section diminuer et si on avait affaire ä un double te ä ailes
inegales. De ce fait, le centre d'elasticite E et le centre de cisaillement 0
de la section droite se rapprochent continuellement de la semelte exterieure
de la colonne, comme le montre la figure 12.

Signaions aussi que la theorie est systematiquement basee sur le
concept de Shanley, d'apres lequel les deformations de flambement se
produisent pendant que la charge P s'accroit, de sorte que les dilatations e

ne decroissent en aucun point du metal.
Comme le montre le tableau 1 ci-dessous, cette theorie a ete trouvee

en excellent accord avec l'experience dans les 9 cas oü la comparaison a
ete effectuee pour le profil DIE 20. Pour les barres ä profil PN 22 S,
l'accord est moins parfait mais cependant bon.
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Tableau 1

Comparaison des charges critiques theorique et experimentelle
de flambement elastoplastique par flexion et torsion

(en tonnes)

DIE 20

\v m 0,5 1 3

*\ experimentale theorique experimentale theorique experimentale theorique

60 84,8 85,2 64,8 66,2 32,8 35,5

80 71,0 75,0 59.0 59,0 32,5 32,5

100 62,5 62,7 53,5 51,0 29,0 29,5

PN — 22 S.

^v m 0,5 1 3

^N. experimentale theorique experimentale theorique experimentale theorique

60 65,8 73,0 53,8 57,4 — —
80 67,1 66,0 53,8 53,8 28,8 29,8

100 59,8 54,1 53,0 48,6 26,9 28,6

130 — — — — 25,5 24,9

Tableau 2

Comparaison des charges critiques theorique et experimentale
de flambement elastique par flexion et torsion

(en tonnes)

Profil DIE —10 Profil PN-22 S

1
e?

ei
m

P critique
theorique

I critique
experiment. l e-.

ei
m

P critique
theorique

P critique
experiment.

+ 1
0,5

1

15,2

14,0

13,8

12,5

175

+ 1
0,5

1

26,6

25,4

27,0

25,8

175 0
0,5

1

15,3 11,8
0

0,5

1

25,7

25,4

25,6

25,3

— 1
0,5

1 15,2 14,0
— 1

0,5

1 25,5 25,4

+ 1 0,5 26,1 22,8

130

+ 1
0,5

1

46,3

44,7

45,5

43,6

180 0 0,5 25,9 25,0 0
0,5

1 46,3 44,0

— 1
0,5

1

25,7

25,6

30,0

24,1
— 1

0,5

1

46,7

46,3

44,3

48,5
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Les barres les plus longues du programme d'essais (Ä 130 ou 175)
ont flambe elastiquement par flexion et torsion, ä condition que l'excentricite

de l'effort ne soit pas trop grande (m 0,5 et 1). La table 2
ci-dessous donne les valeurs theoriques obtenues pour ces cas ainsi que
les valeurs experimentales. On voit que l'accord est bon ou tres bon, a
une ou deux exceptions pres.

Nous allons maintenant texaminer quelle formule simple de
dimensionnement peut etre proposee sur les bases des experiences effectuees.
Pour faciliter la discussion, nous nous placerons dans le stade de ruine
plutöt que dans les conditions de service.

I-

PI 12

Fig. 10

Une remarque prealable s'impose: nos essais ont montre qu'une barre
comprimee obliquement peut perir de deux fagons essentiellement
differentes:

a) par exces de deformation plastique ä une extremite, ou, comme
on a l'habitude de dire, par formation d'une rotule plastique ä une
extremite;

b) par flambement proprement dit.
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Dans le cas a), il n'y a pas flambement et la sollicitation de ruine
peut se determiner par la formule classique de flexion composee

^m;u ^eomp. "I ^ flexion
I' AI1 jUinax Re

qu'on peut mettre sous la forme

ä condition de poser

P AI*- a* max -t— + L
P AI

•**

S6*£^

Fig. 11

P„ il Ke. M0 Re —
V

Dans le cas de flambement proprement dit, il faut perfectionner les
formules d'interaction lineaire qu'on trouve dans la plupart des speeifications

officielles,, et qui sont egalement de la forme

P AI
+ 1-

Po Mo
(1)
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A ce point de vue, on peut se poser les trois questions suivantes:

1) Quelles expressions faut-il adopter pour la charge de ruine par
flambement centrique, P0, et le moment de ruine par flexion
simple, M0

2) La formule lineaire (1) represente-telle suffisaanment bien les
resultats d'essais de flambement et theories de ce phenomene, ou
bien faut-il, au contraire, en ameliorer la strueture en adoptant
une combinaison non lineaire de M et P

3) Quel est le moment M qu'il faut introduire dans la formule (1)
quand la barre est sollicitee obliquement et que les moments
flechissants initiaux y sont repartis lineairement entre les valeurs
extremes Mx Pex et M2 Pe2

(e)
fl«

(0

¦t

r
Hi c

v
Fig. 12

(Ter
Of«

IOOO

Fig. 13

Nous allons essayer de repondre successivement ä ces trois questions.
Tout d'abord, comme Tun de nous l'a montre anterieurement [2], la

charge de ruine en cas de flambement centrique est donnee avec une bonne
approximation par la formule theorique dite d'Engesser-Shanley

t:2 Et I
l2

oü Et est le module tangent die l'acier pour la tension moyenne de ruine.
Quant au moment flechissant M0 qui amene la ruine de la barre par

flexion simple, il vaudrait

M0 Re —v
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s'il n'y avait pas danger de deversement, car, pour les profils ä ailes
minces utilises dans nos essais, le voilement local des ailes se produit
rapidement et ne permet guere d'exploiter la capacite de deformation
plastique du metal. Seulernent, le danger de deversement est toujours
present et a pour effet de reduire la valeur du moment admissible.

L'expression du moment critique de deversement depend du mode de
distribution des charges transversales sur la poutre et est donnee par une
formule relativement compliquee. Heureusement, De Vries a montre [3]
que, pour les profils ä larges ailes courament utilises comme colonnes, la
stabilite de la poutre au deversement ne dependait pratiquement que du
parametre tres simple lh/be, oü 1 est la portee de la barre et h, b, e sont
les dimensions de la section droite definies ä la figure IS. Cela etant, on
obtient le moment de ruine en cas de deversement par la formule

M0 7. Re —v

oü ol est donne par les expressions

a 1 —3J2.10-7 (lh/be)2 pour (lh/be) < 1000

628

lh/be
pour lh/be > 1000.

Nous avons ainsi repondu ä la premiere des trois questions que nous
nous etionsi posees.

Nous devons maintenant repondre ä la seconde: la formule d'inte-
raction lineaire.

P M
i — 1

Po Mo

represente^t-elle suffisamment bien les resultats des essais, ou bien faut-il
en ameliorer la strueture?

L'etude de la litterature technique nous a montre que les experimen-
tateurs ayant execute recemment aux Etats^-Unis des essais sur barres
chargees excentriquement recommandent a ipeu pnes unanimement de

1 4-
M

cornger le terme — de la forme lineaire et d'adopter la formule
M0

M

M0 (1-4-JP_

Pe

oü P — — represente la Charge critique d'Euler pour le flambement

elastique dans le plan de sollicitation de la barre.
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La justification du facteur correctif (1 - ~^— est d'ailleurs tres
iE

simple. En effet, si e est l'excentricite initiale de l'effort de compression,
cette excentricite augmente par suite de la deformation elastique de la
barre soumise ä la Charge P et vaut pratiquement dans la section mediane

1-*-
Pk

de sorte qu'au moment de la ruine le mom&nt dans cette section vaut:

Pe M
M' Pe'

1-P/Pk r P

Pi:

II nous reste ä repondre ä la troisieme question: quel est le moment
M&,UiVaient Qu'il faut introduire dans la formule d'interaction quand la barre
est sollicitee ä ses extremites par des moments differents Mi et M2 =^-Mi?

L'expression exacte de ce moment serait evidemment extremement
compliquee, parce qu'elle devrait etre basee sur la theorie du flambement
par flexion et torsion dans le domaine plastique, dont nous avons donne
un bref apergu ci-dessus. Apres examen approfondi de toutes les donnees
du probleme, nous avons adopte l'expression du second degre:

MfaUiv. V 0,3 (Mi2 + M22) + 0,4 Mi M2

qui resulte d'une etude sur le flambement elastique par flexion et torsion
ä laquelle Tun de nous s'est livre il y a quelques annees [3]. Cette formule
donne en particulier:

si M2 Mi : M ^uW Mx;
si M2 0 : M eqUiv. 0,548 M,;
si M2 -Mi: M eQuiv. 0,447 Mlf

c'est-ä-dire qu'elle entraine une economie d'acier tres appreciable vis-ä-vis
de la regle actuellement ien vigueur en Belgique, d'apres laquelle on doit
adopter en toutes circonstances, le moment flechissant maximum.

En definitive, la formule de flambement que nous proposons s'ecrit
explicitement:

P ^0,3 (Mx2 + M22) + 0,4 Mt M2 _— — i w°*« fi_iL\ Re±
V Pe/ v

oü a est le coefficient reducteur de deversement dont nous avons parle
plus haut.
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Etant donne la complexite du phenomene en cause et la strueture
volontairement tres simple de la formule ci-dessus, on ne peut esperer
qu'elle cadrera parfaitement avec nos 92 essais de flambement.

Nous devons nous declarer satisfaits si:

1) La formule donne toute securite, c'est ä dire, si dans un
diagramme cartesien obtenu en portant

¦q expenm.

—^^— en ordonnees

' experim.

et x 2^ en abscisses,

?-k)M„(l_-

les points experimentaux se placent tous au-dessus de la droite d'equation

x + y - 1,

qui Joint les points (1,0) et (0,1) du diagramme.

2) La dispersion de ces points experimentaux se trouve notablement
reduite par rapport ä celle que donnent les speeifications actuelles.

Le diagramme figure 14 permet d'apprecier le degre d'accord qui est
realise par la formule proposee. Par comparaison avec les normes beiges
en vigueur, en tous cas, la condensation des points aux environs de la
droite theorique est tres appreciable.

L'accord de la formule (a) avec l'experience serait encore meilleur
si Ton supprimait le facteur (1 - P/P K) au denominateur du second terme
de la formule. En effet, on obtiendrait alors une figure oü la condensation
des points serait plus forte. Malheureusement, en meme temps que se
produit cette condensation, 5 points experimentaux passent sous la droite,
ce qui signifie que la formule simplifiee ne donne plus de securite que dans
76 cas sur 92, au lieu de 81 sur 92.

Apres l'achevement de nos recherches theoriques et experimentales,
nous avons eu connaissance d'une publication du professeur Hörne [5J
oü ce dernier propose une methode de dimensionnement presentant
plusieurs points communs avec la notre. Cette methode a incontestablement
une base scientifique plus fouillee que la notre, que nous avons voulu
garder aussi simple que possible; par contre, eile est d'application
notablement plus compliquee que la formule que nous proposons.
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Nous nous sommes livres ä une comparaison detailiee des charges de
ruine theoriques predites par les deux methodes avec les charges de ruine
experimentales relevees au cours de nos essais. Le Dr. Hörne a, de son

%
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Fig. 14

cöte, analyse par voie statistique les ecarts entre les deux theories et nos
experiences [6]. Le resultat de ces comparaisons est que la formule
proposee par Hörne possede une precision legerement superieure ä la notre;
cet aecroissement de precision est plus que compense, croyons-nous, par
un Supplement de complexite tres appreciable.
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resume
Les auteurs resument les recherches experimentales et theoriques

effectuees sur le flambement de barres en double te en acier A. 37,
sollicitees par une force de compression oblique agissant dans leur plan
d'inertie maximum. Ils decrivent suecessivement les essais mecaniques
sur l'acier de basie, les essais de flambement proprement dits, le iprincipe
d'une methode generalisant au domaine plastique la theorie elastique du
flambement par flexion et torsion et donnent enfin une formule d'inte-
raction simple destinee au dirruensionnement pratique.

SUMMARY

The authors summarize the theoretical and experimental research
work carried out on the buckling of double tee iprofiles of St. 37 steel
submitted to an obliquous compression force actuating in the plane of their
»maximimum inertia. Thiey describe in succession mechanical tests on the
basic steel, the actual buckling tests, the principle of a method through
which the elastic theory for flexural and torsional buckling can be
generalized to the plastic field and finally give a simple inter-actkm
formula for practical design.

ZUSAMMENFASSUNG

Der Bericht gibt die Zusammenfassung der experimentellen und
theoretischen Untersuchungen über das Knicken von I-Profilen aus
St. 3-7, welche durch eine schräge Druckkraft, in der Ebene des grössten
Trägheitsmomentes wirkend, beansprucht werden. Nacheinander werden
besprochen: die mechanischen Versuche am Grundmaterial, die eigentlichen

Knickversuche, das Prinzip eimer Methode, welche die Elastizi-
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tätsheorie des Biege- und Torsionsknickens auf den plastischen Bereich
erweitert und endlich eine einfache Dimensionierungsformel für die
Kombination von Biegung und Torsion.

RESUMO

Os autores resumem as investigageos experimentais e teöricas efec-
tuadas acerca da encurvadura de perfis em duplo te, de ago A. 37,
submetidos ä compressäo obliqua no piano de inercia maxima. Descrevem
sucessivamente os ensaios mecänicos do material de base, os ensaios de
encurvadura pröpriamente ditos, o principio de um metodo permitindo
generalizar a teoria elästica da encurvadura por flexäo e torsäo ao
campo plästico e indicam finalmente uma formula simples de interacgäo
para o dimensionamento prätico.
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