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LE VOILE MINCE DU „FRONTON RECOLETOS"
A MADRID.

DER SCHALENBAU DES «FRONTON RECOLETOS» IN MADRID.

THE SHELL CONSTRUCTION OF THE «FRONTON RECOLETOS»
IN MADRID.

E. TORROJA, Fuenterrabia [Espagne].

Les methodes de eakul des voiles minces different selon le type de
surface adopte et meme, dans le calcul des voiles cylindriques, on rencontre par-
fois des difficultes qui obligent ä changer de methode si l'on veut arriver a

une Solution satisfaisante du point de vue du travail de bureau.

Fig. 1.

Ansicht der Kuppel von Algeciras. Stützweite 48 ra, Dicke 9 cm.
Vue du voile mince d'Algesiras. Portee 48 m, Epaisseur 9 cm.

View of the thin cupola at Algeciras, span 48 m., thickness 9 cm.

Nous avons recemment construit en Espagne differents voiles de types
divers: coupoles minces ainsi que surfaces minces cylindriques et gauches.
Parmi les premiers nous citerons la toiture du Marche d'Algeciras formee
d'une calotte spherique de 48 m de diametre et 9 cm d'epaisseur supportee
seulement par 8 piliers; le rayon de courbure de cette coupole est de 44,10 m.
Nous avons construit de meme la couverture en porte-ä-faux des tribunes du
Nouvel Hippodrome de Madrid qui est formee d'hyperboloi'des ä une nappe,
d'axe horizontal, de 13 m de porte-ä-faux ä partir des appuis, avec une epaisseur

variable de 5 ä 15 cm.
Nous avons construit des voütes cylindriques de differents types, mais

dans ce memoire nous ne parlerons que de celle du „Fronton Recoletos" qui
surpasse toutes les autres par ses dimensions et son importance.

C'est un voile cylindrique dans lequel la directrice est formee par deux
arcs de cercle qui se coupent ortogonalement. Vu l'importance des dimen-
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sions de ce voile et pour des raisons d'economie on s'est fixe la condition
d'obtenir une tension unitaire maximum, fixee d'avance, dans la forte armature
longitudinale qu'on est oblige de mettre dans l'arete d'intersection et qui
represente une partie fort importante de l'armature generale.

Cette condition entraine de grandes complications de calcul dont nous
allons donner la Solution; nous parlerons egalement de la construction de

ce voile et des moyens qui nous ont permis de contröler l'exactitude des

calculs; ce controle peut etre interessant pour le developpement futur des
constructions de ce genre.
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Fig. 2.
Tribünen. Schalenstärke zwischen 5 und 15 cm.
Tribunes. Epaisseur comprise entre 5 et 15 cm.

Grand stand, thickness varying between 5 and 15 cm.

Description de l'ouvrage.
Nous ne presentons ici qu'un bref rapport general bien que nous ayons

en preparation une monographie detaillee de ce voile et des etudes analytiques
et experimentales y relatives; nous la mettrons volontiers ä la disposition de

tous ceux qui s'y interessent.
Cet ouvrage est destine ä couvrir une surface reetangulaire de 55 m de

longueur selon les generatrices de la surface cylindrique et de 32,5 m de

largueur.
Le voile a une epaisseur de 8 cm; il travaille comme voile seulement,

sans l'aide de fermes ou de nervures.
La directrice est formee de deux arcs de cercle Tun de 12,20 m et l'autre

de 6,40 m de diametre qui partent des murs avec des tangentes verticales
et vont se rencontrer ortogonalement en formant une arete tournee vers
l'interieur de la salle, en forme de mouette, sans aucun appui ni poutre de

retombee en dessous de cette generatrice d'intersection.
Cette section transversale n'a pas ete choisie au hasard mais en vue de

menager deux lanterneaux, un situe sur le cote pour eclairer les gradins
de4a salle et un autre situe plus au centre pour eclairer la place de jeu. Les
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deux lanterneaux devaient etre Orientes vers le nord pour ne laisser passer

que la lumiere froide sans livrer passage aux rayons du soleil.
Ces conditions ont impose le choix du profil transversal et de la structure

adoptes. II ne faut surtout pas oublier que pour des raisons d'esthetique
il etait impossible de placer ä l'interieur de la salle des tirants ou des fermes

car il fallait que l'ensemble donne l'impression de volume et d'amplitude
qu'exige ce type de salle.
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Fig. 3.

Innenansicht des Fronton Recoletos". Schalenkonstruktion von 55 X 32,5 m und 8 cm
Dicke.

Vue interieure du „Fronton Recoletos". Voile mince de 55 X 32,5 m et de 8 cm d'epaisseur

Inside view of the "Fronton Recoletos". Thin shell construction measuring
55" 32.5 in with a ihickness of 8 cm.

Les deux lanterneaux dont nous venons de parier occupent la longueur
entiere de la salle et pour les realiser on a substitue au voile un treillis
triangulaire pourvue de double vitrage. Les barres du treillis ont une longueur
de 1,40 m et une section de 15 X 30 cm. Afin de permettre les grandes di-
latations du voile dans le sens des generatrices de 55 m de longueur on a fixe
aux murs les generatrices exterieures ä l'aide d'armatures dans une zöne

centrale de 5 m de longueur seulement; sur tout le reste de leur longueur
on les a appuyees sur des bielles formees de montants minces en beton

arme; ces montants permettent la dilatation longitudinale par leur propre
flexion mais s'opposent par contre aux mouvements transversaux et verticaux.

A ses bouts le voile repose sur des fermes formees de piliers verticaux
et de tirants horizontaux qui retiennent les directrices extremes en sept points,
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empechant ainsi toute deformation; les piliers ainsi que les tirants sont
cependant flexibles pour permettre le deplacement de ces directrices extremes
sous l'effet de la dilatation longitudine le des generatrices. Ces fermes
d'extremite se trouvent dans des caissons prepares dans les murs pour leur donner
la liberte de mouvement necessaire.

Calcul.
Dans le calcul on a admis une epaisseur de 8 cm pour toute la surface,

y compris pour la zone des lanterneaux oü cependant le pciJs et le moment
d'inertie sont un peu plus grands. On a neglige les moments ei les efforts
tranchants de torsion sur le voile ainsi que les moments et les efforts
tranchants de flexion longitudinale; on n'a considere que les cinq forces MN QS T
avec lesquelles on a etudie de la fagon usuelle l'equilibre de l'element diffe-
rentiel d'epaisseur complete du voile.

On a considere les charges de la fagon suivante: Pour le poids propre,
une charge uniformement repartie sur la surface entiere, y compris les
lanterneaux (nous insisterons plus loin sur Timportance de ce point); pour
la neige, une charge proportionelle au cosinus de l'angle que forme la tangente
avec Phorizontale et pour le vent on a fait deux hypotheses, dans la premiere
on a admis que la pression centripete est proportionnelle au cosinus carre
de l'angle de la tangente, et dans la seconde on a ajoute ä cette charge une
force centrifuge proportionnelle au cosinus du meme angle afin de tenir
compte des succions verticales du vent.

Cette seconde hypothese a fourni generalement des efforts moindres que
la premiere. II en resulte que dans le calcul que nous exposons plus loin
nous ne tiendrons compte que de la premiere hypothese de la pression
centripete.

Nous ne nous etendrons aucunement sur la partie dejä connue du calcul
de ce voile.

La signification des symboles est donnee au tableau qui se trouve ä la
fin de ce rapport.

Le poids mort et les surcharges se decomposent en serie de Fourier.
4 TT XD 4 3 71 v^ „ /« xh=+ COS—, 7j—cos-r -f- // + //+••• (1)
7t l 3 r l

Nous poserons pour simplifier:
LI + :IT 3 71 + /'' + ,«" +¦ • • •

4 / 7X X) 4 / 3 7€ >o
5 + —sin-^ ?r-- sin — f- s' + s" + • • •

7t- i y,r- /
4 l2 7t XD AI2 3 7t 30 /r|X9= +7^cos~7 27^COS~7~~+ =q'+q"+--- (2)

4/3 7t^ 4/3 3?r>oll=+ -^sm-j ^T_1-sin-7-+ =«'+«»+...
4/4 7T>0 4/4 3uxd „r + —g- cos — ö!q~~5 cos ~~r~ + r + r H
7tö l 243 7t° l
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L'equilibre de l'element differentiel donne les neuf equations suivantes:

Rd<r R Eg
25
Eg

R^ + RX+^ 0

dQ
dcp

+ *¥¦-
dN
dop

4- Q + RZ

dM
d 9

— RN=0
di T
üM ~~

Eg

N+ RY=0

0

Rd(f ^ dx:

Rd<p ^ R

7 — ^»v* + rfav Ejs M

(3)

En introduisant dans ces
equations les expressions
suivantes des forces exterieures du
poids propre, du vent et de la
neige:

^_tH

L UJi ijxj^n rj-

ML Ü ü ü
Fig. 4.

^ 0

^ z=z ph sin (jf

^ ph cos 9

X, 0

n 0

zv r= vh sin2 9

JCi — 0
Yn //Ä sin <p cos 9

Zn — /ZA cos- cp

(4)

nous arrivons aux expressions des efforts et des deplacements pour les cas
d'un voile sans flexion, c'est-ä-dire sans moment d'inertie et sans coupure le
long des generatrices comme s'il s'agissait d'un tuyau ferme.

Pour les effets de flexion produits par la coupure le long des
generatrices on peut obtenir l'equation generale

R2ldto* K 'dio* { }dto^y }di>>* J\ l {}
par eliminations successives dans les equations differentielles, apres avoir
introduit une fonetion de forme:

M / cos
M

l (6)

En introduisant une fonetion de variable complexe dont les huit formes
possibles doivent satisfaire ä l'equation caracteristique correspondante, et en
supprimant les parties imaginaires ä l'aide du theoreme d'EüLER on sait
aussi que la Solution generale est de la forme:
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/ + AeJ'"smKu

+ BeJ^srnkcü

+ GeJ(a-">) sin A>
Hel(a-'"hmkw

+ Ce-/a,cosK<»

+ Del0 cos km

+ LeJ(a-">'cosKu

+ Oe ./(-'-'-<") cos Äw

(V)

Cela veut dire que les effets de bordure sont formes par huit ondes
amorties Ie long de la directrice, les quatre premieres naissant au bord en

question, et les autres quatre
au bord comme s'il s'agissait
d'ondes reflechies.

Dans le cas particulier de
notre voile de faible epaisseur
ei dont l'angle d'ouverture ae
chaque are de cercle est superieur

ä 90", on peut negliger
ces dernieres ondes, et
l'expression se reduit alors aux
quatre premiers termes.

ABCD sont des constantes
ä determiner par les

conditions d'appui au bord comme
nous le verrons; JjKk sc
calculent par resolution des
equations que l'on obtient en
posant egales ä zero les parties

reelles et imaginaires de

l'equation caracteristique tout en remplacant m par l'expression J \ K } — 1;
nous ne parlerons pas du procede du calcul puisqu'il est dejä bien connu.

Les derivees successives de / sont de la forme:

d*f

:- P-

-»•"!
i*v

•¦¦

mw

Fig. 5.
Außenansicht der Modell-Einrichtung.

Vue exterieure du module reduit.
Outside view of small scale model.

do" + A {J-n eJ>" sin /(,w 4- K« eJ"" cos /<", <¦>) +

+ B (Jt,cJ>" cos AT, «i — KrP-h" sin AT, <¦>) +
+ C(jTpJ<" sin kt w + kTle^0> cos ä, u>) +
+ D(JTle><" cos kl to — k^eJ'" sin ks w)

(8)

En introduisant ces valeurs dans les neuf equations differentielles primitives,

on obtient les valeurs qui interviennent dans les expressions d'un effort
ou d'un deplacement quelconque, expression qui a la forme generale:

sin ou cos + A(acJ<" cos Ai <•¦> + ;leJ<" sin /<", w) +
+ B (;> e-f'" cos K\ "> - -«M " sin R~\ tu) +
+ C(yef" cos ky 10 -f- öci>°' sin /?, iv) +
+ £>(<)M" cos kx c> - - yc^°' sin k, w)

(()i

Les valeurs de a correspondant ä chaqu'un des efforts et deformations
sont les suivantes:
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or
,-:.si

l #

¦ i

M

«M-

CtN

"s (a; + As)

(AT, + A4)

Fig. 6.

Innenansicht des Modelies.
Vue interieure du modele

reduit.
Inside view of small scale

model.

rR

+
2

(A^ + As)-- 1(^3+ A5)
I' V

K-2+ \ {Kv + KA — ^(A4 + Ae)

==-*,+ (a:, + 2/g + a:b)

(10;

Les valeurs de ß, y et <5 s'obtiennent egalement en remplacant respectivement

K par / / et k.
II ne reste plus qu'ä determiner les valeurs de ABC et D.

Puisque nous avons neglige ä chaque bord les valeurs des ondes re-
flechies, nous pouvons determiner independemment les parametres des bords
exterieurs.

A l'arete commune aux deux arcs de cercle nous trouvons simultanement
les parametres des bords ld et //,.

Nous ferons remarquer que le probleme ne peut pas etre traite
independemment pour le poids propre, le vent et la neige parce que nous avons

pose comme condition que la somme des tensions produites par ces trois
sollicitations doit etre de 8 kg mnv' environ; d'autre part nous ne pouvons
fixer arbitrairement quelle part de la tension totale correspond ä chacune
de ces sollicitations, ni ä chacun des deux premiers termes de la serie de

Fourier que nous considerons.
La resolution de ce probleme necessite donc un Systeme de 54 equations

avec 54 inconnues: Les quatre constantes A B C et D de chacun des deux bords

/ et //, pour le poids propre, le vent et la neige, et pour les deux termes de

la serie fönt 48 inconnues, auxquelles on doit ajouter les six tensions du
tirant dues au poids propre, ä la neige et au vent, pour les deux termes de

la serie.

Les 54 equations sont determinees par les conditions suivantes:

a) Les deplacements radiaux d'un cylindre doivent etre identiques aux
deplacements de l'autre, et vice-versa; cela doit se verifier pour les six cas
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de poids propre, de vent et de neige, et pour les deux termes, ce que conduit
aux douze equations:

(ii)

b) Nous admettons que le poids du tirant se decompose selon deux
forces tangentiales au deux cylindres; il s'en suit donc que l'equilibre entre
ce poids et les forces tangentiales Q et radiales IV, en projetant sur les
normales aux deux arcs de cercle de la mouette, conduit aux douze equations:

Zdp
ii'

^dv
IV- >,lv

..V
?dn — II'

^dp =r
V- >/ip £5'^dv

r~ tjiv
.AV
^dn

V

'?dp
ii"- *jip ^dv =L

ii"
?dn

ii"

^ii"
Td/J

i"
±dv — ~ ifiv

-11"
Ldn - rfin

Q^-Psin9rf
_.ir ~ ii
Qlp -P sin 97 —

~II" ~ II
Qip -Psmcpi

Ndp

Nldp

Qdv ~ Mv

Qdv —
x r11"Mv

<£' Ndv

Ql' Ndv

q:

q\

du

dn

Nu

Nl
Qin Ndll

(12)

Ql N,dn

L'egalite des moments sur la generatrice d'intersection donne les six
equations:

Mdj)

Mdp

-M{ Mdv

Mdv

ah11'-Miv
-Miv

L'egalite des rotations donne les six autres

Oiv0dp

®dp —

Ödv —

ödv

Mdn

Mldn

®dn

ödn

-Mi,

Ml

Oin

0,„

(13)

(14)

L'egalite de la tension unitaire du tirant et des tensions aux bords de
deux cylindres donne les douze equations:

Tdp

*ip —

Tdp

ilp —

tpg
t'pg

tpg
tgg

Tdv t'vg

t"''IV t'vg

Tdv tlg
tIv t:.g

Tdn

Tn'1 in
Tl*dn
~,ii"

t'ng

Ing
Ing
t'ng

(15)

Les differentes parties de la tension unitaire du tirant, correspondant
aux differentes charges et aux differents termes de la serie doivent satisfaire
aux cinq conditions:

dStdp dSip
t'p

_
d>o d >o

t'v dSdv dSiV
d xd d>c>

tp _

dSldp

rfxo +
dS%

g>o
tn ~

dSdn
rfxo +

dSin
d>o

(16)
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p
t'v

dSdp dSjp
dx> d~x>

d Sdv d Sjv

dx> d>o

dS<dp dSi,«lJ | ~i/s

LP

tn

dx> d>o

dSdn
d XD

+
d Sin

dx> (16)

t'p 1

<7

dSdp
dx> + (ISip

d>o

dSdp
+

dSn

(17)

d>o d>o

Finalement on doit avoir

tp + tv + tn + tp + tv + 4 ^

t etant une donnee du probleme.
Nous avons donc les 54 equations.
II est impossible de resoudre ce Systeme d'equations par le procede

courant de l'algebre; pour y reussir nous avons adopte un Systeme d'approxi-

luerbelaslung
Charges transversales
Transverse load

Tangenhaie SchubspannungenP^
Efforls Iranchanls langenhels
Tangenhal shear slresses

/ff Langsbelastungf Charges longitudinales

\ Longitudinal load
Biegungsmomente '

Moments Flechissants
Bending moments

Durchbiegungen
Fleches
DeFlechons

Fig. 7.

mations successives avec lequel on peut satisfaire parfaitement aux me-
canismes des equations.

Dans un Systeme d'equations si nombreuses on ne peut pas se contenter
des Solutions qui satisfont aux equations avec de legeres erreurs car de telles
Solutions peuvent differer totalement des vraies Solutions.

On doit s'assurer que le groupe de valeurs approchees ainsi obtenues
tend vers la vraie Solution de fagon que les Operations ou approximations
successives se rapprochent de plus en plus de la Solution reelle; il faut egalement

s'assurer que l'on peut connaitre ä chaque moment le degre d'approxi-
mation obtenu par la comparaison de chaque resultat avec celui de l'approxi-
mation precedente.

La methode appliquee necessite une Operation preliminaire:
Considerons les expressions:

expression des deformations Eg,
id forces Q
id moments M
id forces T

Aa, + Bbs + Ccs + Dds
AaQ + BbQ + CcQ + DdQ
Acim + BbM + CcM + DdM
AaT + BbT + CcT + DdT

(18)

Si on avait au bord d'un cylindre simultanement les charges Q10 et T10

un moment M10 et une deformation E g'Q^, en egalisant ces expressions re-
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spectivement ä E g£10, Q10, Mi0 et T10 on aurait un Systeme d'equations
süffisant pour la determination de ABCD.

Pour obtenir donc une autre valeur quelconque, par exemple la
deformation Eg?] il suffit de former l'expression

Aan + Bbn + Ccn + Ddn + Eg rno (19)

en utilisant pour A, B, C et D les valeurs obtenues du Systeme d'equations
precedent; fj10 serait la deformation ?j due aux forces Egc;10, Q10, M10, T10.

Pour chaque cylindre, pour chaque terme de la serie, et pour le poids
propre, le vent et la neige nous pouvons donc resoudre successivement les

quatre systemes suivants:

Aas + Bb5 + CcQ + Dds 1 0 0 0

AaQ f Bbq + CcQ + DdQ 0 1 0 0

AaM + BbM + CcM + DdM =0010
AaT + BbT + CcT + DdT =0001

On voit que les Solutions de ces systemes sont les valeurs des coefficients

qui forment les expressions de differentes grandeurs (forces ou
deformations). Lorsque les forces uniques qui interviennent forment la
deformation Eg£ 1, une charge Q= 1, un moment M \ ou une charge T=\.

Si on desire maintenant connaitre les valeurs de differentes grandeurs
lorsqu'on a simultanement des forces telles que Egrj10, Q10, M10, T10 il suffit
de former les nouveaux parametres A, B, C et D par les expressions:

A An Egr]l0 + AQ • Q10 -f- AM • M1Q 4- AT • 7\0

B BnEgnl0 + BQ • QlQ + BM • M10 + BT • TlQ

(20)

C CnEgijlQ + CQ • Q10 + CM • Ml0 + CT • 710

D DvEgrj10 + DQ • Ql0 + DM • Ml0 + DT • T10

(21)

Les differents groupes d'equations du Systeme de 54 equations doivent
s'ecrire comme suit:

d'SfuaTons Expressions generales

(tl) [Aas + Bbq + Ccs + Ddq ]' — —Eg'~m — rj"

(11) [Aas + Bbs + Ce, f Dd( ]" =- — Egt" — r/

(12) [.4aQ + BbQ + aQ + DöTq]1 — QU, + Psin cpd + V
(12) [^öq + BbQ + Cco + £)rfQ]" — Ql + Psin <p? + Nl
(13) [AaM + BbM + CcM + DdM]1 — — Mu

(13) [AaM + BbM + CcM + DdM\" — A/f

(15) [AaT + BbT + CcT + DdT? —tm+tg
(15) [AaT + BbT + CcT + DdT\" — Txm + Ig

(22)

II manque les groupes 16 et 17 que nous retrouverons plus loin.
Si on connaissait les valeurs des deuxiemes termes on pourrait former

les valeurs des inconnues (ABCD) par le procede indique (20 et 21); mais
puisqu'on ne les connait pas „a priori" nous pouvons admettre dans une
premiere approximation que ces valeurs sont nulles; on obtient alors ces
valeurs pour une seconde approximation en utilisant les coefficients ABCD
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obtenus de la premiere et en les introduisant dans les expressions (21) pour
rj, C, Q, N, M, T et ainsi de suite.

Les valeurs 0l et 0U ainsi obtenues ne seront pas egales mais on peut
les faire se rapprocher de plus en plus, par la modification successive de
Ml Mn dans les differentes approximations car c'est celui-ci qui a
Pinfluence principale sur 0.

De meme, avant de passer d'une fausse position ä la suivante, on doit
contröler les conditions qu'imposent les groupes d'equations (16 et 17). Pour

£

;x\

:£ :

^t"x > \ \ \ \ \ \

>

^<

X

^<

.* : II IUI lllüt'

OTtM^';<

^ßrSffilUf'

-> abgemcke/t - devefoppe - deyeloped 46.00m *•¦

Fig. 8.

la premiere approximation on prend une valeur arbitraire de tp' et les valeurs
de tv\ tn', tp", tv", tn" deduites des equations (16) et lorsqu'on a calcule cette
premiere approximation on constate l'erreur commise dans l'equation (17);
on corrige proportionnellement la valeur de tp' et on l'introduit ainsi corrigee
dans la seconde approximation.

Par ce procede on est arrive ä introduire les 54 conditions et ä obtenir
pour les 54 inconnues des valeurs de plus en plus rapprochees des valeurs
exactes. On peut aussi voir dans la marche du travail le degre d'approxi-
mation obtenu et s'arreter lorsque celui-ci est süffisant parce qu'on peut
affirmer alors que les valeurs obtenues ne satisfont pas aux conditions im-
posees d'une maniere arbitraire; au contraire elles fönt partie des series des

Abbandlungen V 23
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valeurs convergentes dont la limite est la valeur exacte. Quelquefois nous
sommes arrives au but apres cinq pas successifs, d'autres fois nous avons
du pousser nos calculs jusqu'ä la neuvieme ou la dixieme approximation.

Une simplification consistc ä laisser subsister sans correction jusqu'ä la
fin l'erreur introduite dans l'equation (17) parce qu'on n'a pas besoin d'avoir
une charge unitaire exacte au tirant; on peut pousser ainsi les approximations
successives pour egaliser 0 et M sans aucun prejudice pour l'exactitude des

autres dimensions.
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Fig. 9.

Einschalung des Oberlichtes. Detail du coffrage du lanterneau. Shuttering of lantern.

Modele reduit.
Pour contröler les resultats du calcul on a construit un modele reduit ä

l'echelle 1:10, c'est-ä-dire de 5,5 m sur 3,3 m.

Le modele est en mortier special de eiment; son epaisseur est de 8mm
et la disposition des armatures est la meme que dans l'ouvrage reel.

La difficulte principale residait dans la compensation de la diminution
du poids propre par etablissement d'une forte surcharge uniformement
repartie sur tout le voile et variable ä volonte.

Pour cela nous avons menage de petits trous, distants de 20 cm, sur toute
la surface du voile et aussi dans les noeuds des lanterneaux; nous avons
charge le voile au moyen d'une serie de balanciers suspendus en ces points
par l'intermediaire de fil de fer et disposes de teile maniere que la rupture
d'un fil quelconque entrainait necessairement le dechargement complet du
voile. De cette facon on eliminait completement toute repartition inegale de
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la surcharge representant le poids propre, repartition qui ne pouvait jamais
se presenter en realite.

Les balanciers etaient charges au moyen de deux verins hydrauliques
accouples; ces verins etaient attaches ä une dalle de beton arme qui occupait,
en dessous du modele, tout le rectangle de la salle. Les verins etaient
actionnes jusqu'ä ce qu'ils soulevent la dalle qui pouvait etre chargee avec
du sable jusqu'ä ce que le poids total represente une fois et demie celui du
poids propre du voile compte tenu du poids plus eleve des lanterneaux. Les
balanciers etaient disposes de facon ä reproduire cette difference de poids,
on se rapprochait ainsi le plus possible des conditions reelles.
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Armierungen der Schale. Details des armatures. Details of reinforcement.

La charge du vent etait obtenue par un mecanisme semblable; les succions
etaient representees par des forces transmises par des cables passant sur des
poulies fixees au plafond du laboratoire; ces cables etaient mis en tension
au moyen de poids d'une tonne de chaque cöte; ces charges pouvaient etre
appliquees totalement ou partiellement au moyen d'un verin hydraulique. En
modifiant les proportions des balanciers on pouvait changer facilement la loi
de repartition des forces de succion sur les differentes parties du voile. La
charge de neige etait realisee par du sable depose directement sur le voile.

Pour la determination des deformations transversales nous avons place
en douze points de la directrice mediane des aiguilles et de pendules disposees
de teile sorte qu'on pouvait lire les deplacements verticaux, horizontaux et
angulaires de chaque point, ä l'aide de longs microscopes sans aller au-
dessous du voile charge.



356 E- Torroja

Les deformations longitudinales ont ete mesurees ä l'aide d'auscultateurs
telemicrometriques Icon places seulement sur l'arete de la mouette.

Nous avons pu constater que les succions du vent amelioraient en general
le travail du «voile, et que les dilatations thermiques n'avaient pas d'influence
sensible sur l'ensemble; on determina Pinfluence des variations de temperature

en elevant de 25 ° la temperature de la salle pendant une heure.
Les tensions dans la mouette etaient sensiblement inferieures ä celles

qu'indiquaient les calculs.
La fig. 7 montre les resultats obtenus.

Construction et controle.
On a construit l'ossature entiere du bätiment en trois mois et demi seulement

car il etait necessaire de mettre la salle en Service le plus vite possible.
On a donc construit le coffrage en plein cintre sur des boites ä sable et on
a betone le voile avec du eiment fondu dans l'espace de six jours faisant le
decintrement apres quarente-huit heures.

Les armatures de l'ensemble du voile sont relativement faibles, mais
dans l'arete de la mouette les tensions sont si fortes qu'on a du y placer une
armature longitudinale ou tirant formee de 16 barres carrees de 50 mm.
Comme il etait impossible d'obtenir de telles barres d'une longueur totale
de 56 m, on adü les mettre en place par morceaux de 10 m, et les souder elec-
triquement bout ä bout; on a reussi ainsi ä mettre une armature si forte
dans un espace minimum ce qui permet de realiser une grande economie dans
le poids du beton.

On a procede au decintrement en abaissant le coffrage de un ou deux
centimetres au moyen des boites ä sable. Du fait que les charges agissant
sur chaque boite ä sable etaient tres petites il fallait faire attention ä ce

qu'une partie correspondante de sable sorte de chacune des boites. Pour
obtenir une descente absolument uniforme de chaque boite ä sable il fallut
souvent provoquer l'ecoulement du sable ä coups de marteau.

Pour contröler les deformations de l'ouvrage pendant le decintrement
on a juge bon de placer tous les appareils au-dessus du voile pour ne pas
interrompre les travaux et ne pas entraver les mouvements des ouvriers. A
cet effet nous avons place sept fils tendus d'une extremite ä l'autre de
l'ouvrage parallelement aux generatrices et ä une distance de quelques 20 cm
du voile. Ces fils etaient des fils d'aeier inoxydable de cinq dixiemes de mm;
ils passaient par des roulements ä billes et venaient aboutir ä un contre-
poids de quelques 30 kg enferme dans une boite ä huile pour le proteger et
pour amortir les vibrations du fil.

Le long de chacun de ces fils on a marque sur le voile sept points de
reference distants de sept metres environ; en ces points on a enfonce dans
le beton une piece metallique servant de support aux echelles sur lesquelles
on a fait la lecture des mouvements dans le sens radial ainsi que tangentielle-
ment ä la directrice.

Comme les mouvements du voile sont relativement grands, on a tolere
une erreur maximum d'un millimetre environ dans les lectures, ce qu'on
obtient facilement par le procede choisi. Un Operateur etait charge de faire
la lecture de chacun des lobes. II contrölait successivement tous les points
de reference et communiquait les resultats de ses lectures par telephone au
poste de commande du decintrement; ce poste etait installe au-dessous du
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voile, ä une hauteur de quinze metres au-dessus du sol, un peu au-dessus
du plan oü etaient placees les boites ä sable afin de pouvoir contröler par-
faitement de ce poste toute l'operation. On avait place en outre des auscul-
tateurs telemicrometriques au moyen desquels on pouvait se rendre compte
des taux de travail du beton arme ou des armatures en seize points differents.
La lecture de ces appareils se faisait dans un local independant en com-
munication telephonique avec le poste de commande. De cette fagon le
poste de commande etait en tout instant exactement au courant des
deformations et des taux de travail en tous les points situes sur les sept
directrices auscultees; l'abaissement de l'ouvrage etait parfaitement controle
puisqu'on remarquait immediatement le moindre retard d'une partie par
rapport ä une autre.

Fig. iL Fig. 12.

Fig. 13.

La construction terminee, on a place aux points de repere des teleflexi-
rnetres composes de doubles curseurs tres legers dont la position peut etre
contrölee du local ad hoc qui se trouve en dessous de l'amphitheätre. La
lecture se fait directement au moyen d'un pont de Weaston special que l'on
met en communication avec chacun des appareils pour obtenir les deplacements

de tous les points de repere tangentiellement ainsi que radialement
par rapport au fil de repere; les erreurs ne depassent pas un ou deux milli-
metres.

On peut voir sur les graphiques les fleches enregistrees ä la fin du
decintrement dans la directrice mediane et en comparaison les fleches
obtenues par calcul et celles mesurees sur le modele reduit.

L'etroite correspondance de ces courbes entre elles est frappante
particulierement entre la voüte reelle et le modele reduit. II nous semble encore
plus interessant de signaler les differences entre la realite et les resultats
du calcul parcequ'elles sont dues au surplus de poids et de rigidite des
lanterneaux par rapport au reste du voile. D'une part ce surplus de poids
produit une plus grande descente du lanterneau central mais d'autre part
l'exces de rigidite fait que l'amortissement des flexions ä partir de la mouette
est beaucoup moins intense dans cette partie du lanterneau; en consequence
les effets de la flexion se deplacent et se concentrent pour ainsi dire sur la
zone du voile comprise entre la clef et le lanterneau. Cet effet etait dejä bien
marque dans le modele reduit oü les poids presentaient la meme discontinuite.
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Certainement on aurait pu tenir compte de ce phenomene en admettant
des morceaux de voüte differents mais on aurait du etudier les effets des
bords de ces morceaux aux extremites des lanterneaux ce qui aurait introduit
des complications qui devenaient d'autant plus grandes que les angles au
centre des lanterneaux sont petits et que l'amortissement des ondes de
bordure n'aurait pas ete süffisant pour permettre de negliger les ondes reflechies.

Un autre effet ä considerer est la torsion du voile dans les parties
extremes les plus rapprochees de la mouette. La grande difference entre les
fleches ou les deplacements de cette partie par rapport au reste du voile produit

des efforts de torsion qui ont ete observes et qui prouvent qu'on ne peut
pas depasser les proportions adoptees sans en tenir compte.

On a calcule egalement les efforts de flambement du voile mais ces
efforts ne sont pas dangereux, d'ailleurs l'ensemble s'est parfaitement com-
porte pendant les six premiers mois, subissant au printemps une forte
dilatation et des mouvements de quelques centimetres dans la section mediane,
mouvements dus ä la forte Variation de la temperature exterieure.

Notation.
A,B,C,D Constantes d'integration de la fonetion du bord (ondes naissant au bord con¬

sidere).
F Expression generale d'une fonetion.

G,fi,L,0 Constantes d'integration de la fonetion du bord (ondes reflechies).
E Module d'elasticite.
/ Moment d'inertie.
J Partie constante reelle de m dans un groupe de Solutions de la fonetion du

bord.
K Partie constante imaginaire de m dans un groupe de Solutions de la fonetion

du bord.
M Moment flechissant autour de la generatrice (par metre de longueur). Positif

pour une diminution de la courbure.
Af Effort tranchant autour de la generatrice par unite de longueur; positif pour

une paire dextrogire verticale.
P Poids du tirant de la mouette par unite de longueur.
Q Effort tangent ä la directrice; positif en traction.
R Effort tranchant autour de la normale; positif pour une paire de forces pa¬

ralleles aux tangentes ä la directrice, dextrogire vue cTen haut.
T Effort selon la generatrice par metre; positif en traction.
X Projection des forces exterieures sur la generatrice.
V Projection des forces exterieures sur la tangente ä la directrice; positive en

traction.
Z Projection des forces exterieures sur la normale; positive centripete.

a, b, cy d Expressions de la forme (a e^,0) cos Kico -f- ß e^oy sin K^oS).

f Solution generale du Systeme d'equations differentielles.
g Epaisseur.
h Expression generale d'un terme de la serie de Fourier.
j Partie constante et reelle de m dans un groupe de Solutions de la fonetion du

bord.
k Partie constante et imaginaire de m dans un groupe de Solutions de la fonetion

du bord.
/ Longueur ou portee theorique selon les generatrices.
m Expression generale de la partie constante de l'exposant de e de la fonetion

du bord.
n Poids de la neige sur une surface horizontale unitaire.
p Poids mort sur une surface horizontale unitaire.
q Expression generale des termes de la serie integrale seconde de h.
s Id integrale premiere de //.
/ Tension unitaire virtuelle du tirant de la mouette.
u Expression generale des termes de la serie integrale troisieme de h.
v Poussee du vent sur une surface verticale unitaire.
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w Constante indeterminee.
>o Abscisse selon la generatrice ä partir du centre.
u Coefficients de la fonetion du bord.
<P Angle de la normale avec la verticale dans le plan de la directrice; positif

vers l'exterieur ä partir de cette derniere.
</> Expression generale d'un effort ou contrainte quelconque au bord et pour

X) 0.

f Deplacement selon la generatrice; positif en allongement.
/ Variation du rayon de courbure.
f; Deplacement selon la normale, positif vers l'interieur.
i] Deplacement selon la tangente ä la directrice, positif dextrogire ä la figure.
x «\U

g
,« Expressions des termes de la serie de Fourier.

0 Deplacement angulaire; positif dextrogire.
o Partie reelle de l'equation caracteristique.
t Partie imaginaire de l'equation caracteristique.
(o Angle de la normale en un point quelconque de la directrice avec la normale

au bord, positif dextrogire ä partir de celle-ci.
Q Valeur total de co de bord ä bord.

Exposants:
I, II Appartenant respectivement au grand et au petit cylindre.
', " Appartenant respectivement au premier ou au deuxieme terme de la serie de

Fourier.
n Ordre de la derivee.

Indices:
i, d Appartenant respectivement au bord gauche et au bord droit.
0 Pour X) 0.
m Effet de membrane ou voile sans inertie.
b Effet du bord.
/ Premiere approximation.

Les autres se rapportent ä la notation anterieure.

P.S. Le „Fronton Recoletos'4 a subi plusieurs bombardements et, en
particulier, un obus a ouvert un trou de 2 m dans la grande voüte sans pour
autant que l'ouvrage se soit affaisse, preuve de la stabilite de la construction.

Resume.
Ce memoire est consacre au voile mince du „Fronton Recoletos" ä Madrid.

Ce voile est forme de deux segments de cylindres juxtaposes avec generatrice
d'intersection sans poutre de retombee. La supression de cette poutre ameliore
de beaucoup l'aspect de la salle et simplifie la construction. La flexion totale
doit alors etre supportee par le voile et les tensions sont tres importantes dans
les zones situees pres de l'arete d'intersection.

Le Systeme est etudie en posant les conditions d'egalite des deformations
longitudinales des deux voiles et du tirant dans l'arete d'intersection. Le taux
de travail du tirant sous l'effet du poids mort, de la neige et du vent a ete
fixe a priori pour en reduire l'armature qui represente une partie importante
de l'armature totale.

Le probleme ainsi pose peut etre resolu par la methode proposee par
Dischinger mais on se trouve en presence d'un Systeme de 27 equations avec
27 inconnues car les trois systemes de 8 equations pour le poids mort, la neige
et le vent sont relies par les trois equations exprimant la condition d'economie
du tirant. D'autre part cette condition doit se realiser pour la somme des
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effets des differents termes de la serie de Fourier dont on est oblige de de-
composer les surcharges suivant la generatrice et le nombre des equations
est double bien que l'on ne considere que les deux premiers termes des series.

Le probleme a ete resolu par un procede d'approximations successives
fort convergentes dont la theorie est exposee dans ce rapport. Les resultats
du calcul ont ete contröles par des mesures tres completes faites sur un
modele reduit et sur l'ouvrage lui-meme.

Zusammenfassung.
Die Schale des „Fronton Recoletos" in Madrid wird durch zwei parallel

liegende Zylinderschalen gebildet, die sich in einer Erzeugenden schneiden.
Durch den Verzicht auf einen besonderen Versteifungsträger verbessert
sich der Anblick des Saales wesentlich und vereinfacht die Konstruktion.
Die Qesamtbiegung muß von der Schale übernommen werden und die
Spannungen in der Durchdringungszone der beiden Schalen erreichen beträchtliche

Werte.
Die Berechnung des Systems erfolgt durch Gleichsetzung der

Längsdeformationen der beiden Schalen und des Zugbandes in der Schnittkante.
Die Beanspruchungen im Zugband infolge der ständigen Last, der Schneelast

und des Winddruckes wurde im voraus bestimmt, um die Bewehrung,
die einen wesentlichen Teil der Oesamtbewehrung bildet, zu vermindern.

Die vorliegende Aufgabe kann mit Hilfe der von Dischinoer
vorgeschlagenen Methode gelöst werden, jedoch ergibt sich ein System von
27 Gleichungen mit 27 Unbekannten, denn die drei Systeme von je acht
Gleichungen für die ständige Last, die Schneelast und den Winddruck sind
verbunden mit den drei Gleichungen, die die wirtschaftlichen Bedingungen
des Zugbandes ausdrücken. Andererseits muß sich diese Bedingung für die
Summe der Wirkungen der verschiedenen Glieder der FouRiER'schen Reihe
auswirken, in die man die Belastungen längs der Erzeugenden zerlegen muß;
die Zahl der Gleichungen wird verdoppelt, obwohl man nur die beiden ersten
Glieder der Reihen berücksichtigt.

Die Aufgabe wurde durch ein Verfahren der fortgesetzten Approximation

mit starker Konvergenz gelöst, dessen Theorie in dieser Abhandlung

entwickelt wird. Die Berechnungen wurden geprüft durch
vorgenommene eingehende Messsungen an einem Modell und am Bauwerk selbst.

Summary.
The paper relates to the thin shell constructian of the "Fronton

Recoletos" at Madrid. The shell is formed of two juxtaposed cylindrical
segments with intersecting generatrices without buttressing girder. The absence
of such a girder greatly improves the appearance of the hall and simplifies
the construction, but the whole of the bending moment has, therefore, to
be carried by the shell itself, giving rise to very heavy stresses in the portions
close to the intersection.

The design is based on equating the longitudinal strains in the two
shells with those in the tie bar in the intersection. The load in the tie bar
due to dead weight, snow and wind was allowed for in advance so as to
reduce the reinforcement by a corresponding amount, representing an
important fraction of the total weight of reinforcement.

The resulting problem can be solved by the method proposed by
Dischinger, but this gives rise to a system of 27 equations with 27 unknowns,
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since the three Systems of 8 equations each corresponding to the dead load,
snow and wind, are connected by the three equations which express the
economic design of the tie bar. Moreover this condition must be expressible
by taking the sum of the effect of the different terms in a Fourier series
into which the imposed load along the generatrix may be analysed, and the
number of equations is doubled, even though only the first two terms of the
series are considered.

The problem was in fact solved by a process of successive approximations

rapidly converging in accordance with the theory explained in the
paper. The results of the calculation were checked by means of very füll
measurements carried out on a small scale model as well as on the structure
itself.
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