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SEITENSTABILITAT DURCHGEHENDER
BALKENBRUCKEN AUF ZWISCHENSTUTZEN, WELCHE
ALS PENDEL- ODER ALS RAHMENKONSTRUKTIONEN

AUSGEBILDET SIND.

LA STABILITE TRANSVERSALE DES PONTS EN POUTRES
CONTINUES SUR APPUIS INTERMEDIAIRES EN FORME DE
PENDULES OU DE CADRES.

LATERAL STABILITY OF CONTINUOUS GIRDER BRIDGES
ON INTERMEDIATE SUPPORTS WHICH ARE FORMED AS ROCKING
OR FRAME CONSTRUCTIONS.

Zivilingenieur O. PORELL, f 1940, Stockholm 1),

Einleitung.

Bei durchgehenden Balkenbriicken auf Pendelstiitzen werden die in der
Ebene der Fahrbahn angreifenden Seitenkrifte wie Winddruck, Zentrifugal-
krafte u. a. durch die Horizontalverbinde der Fahrbahntafel auf feste End-
widerlager oder feste Mittelpfeiler iibertragen.

Die oberen Enden der Pendelstiitzen fithren hierbei zusammen mit der
Fahrbahntafel horizontale Verschiebungen aus. Infolge dieser Verschie-
bungen nehmen die urspriinglich lotrechten Pendelstiitzen eine etwas ge-
neigte Stellung ein. Diese Schiefstellung erzeugt, wie leicht einzusehen ist,
eine horizontale Reaktion in jeder Stiitze, die in gleicher Richtung wie die
duBere Horizontalbelastung wirkt.

Diese Horizontalreaktionen sind proportional zu den Stiitzendriicken und
Horizontalverschiebungen und umgekehrt proportional zu den Lingen der
Pendelstiitzen.

Die horizontale Ausbiegung der Briicke ist also nicht nur von der hori-
zontalen, sondern auch von der vertikalen Belastung der Briicke abhingig.

Es liegt also ein statisches System vor, das sich auf dhnliche Weise ver-
hilt wie ein gedriickter Stab, der auBer durch eine mittige Druckkraft noch
durch Querkrifte beansprucht ist.

Bei einer durchgehenden Balkenbriicke, die anstatt auf Pendelstiitzen
auf biegungsfesten Rahmenkonstruktionen gelagert ist, ist das Kriftespiel
komplizierter. Bei steifen Querkonstruktionen tritt eine Entlastung der Fahr-
bahntafel durch die Stiitzen ein. Bei schlanken Querkonstruktionen dagegen
verhalten sich die biegungsfesten Stiitzen wie Pendelstiitzen.

1) Diese Arbeit, deren Veroffentlichung fiir den Briickenbaukongref 1940 in
Warschau beabsichtigt war, wurde von S. Kasarnowsky vollendet und vervollstindigt.
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I. Seitenstabilitdt durchgehender Balkenbriicken
auf Pendelstiitzen.

Bezeichnungen:
/ = Briickenlinge,
I = Hohe der Pendelstiitze, konstant fiir alle Stiitzen,
J =

Triagheitsmoment des Fahrbahntafel-Querschnitts in Bezug auf die verti-
kale Schweraxe, v ’
E = Elastizititsmodul.

Besteht die Fahrbahntafel aus Betonplatte und Stahlbalken, so setzen
wir
JE =Jy-Ep) + J;- E
(/, und £, = Tragheitsmoment und Elastizititsmodul der Betonkonstruktion,
J; und E; = Triagheitsmoment und Elastizititsmodul der Stahlkonstruktion),

g = vertikale Belastung der Briicke per Laufmeter,
gr, = kritischer Wert von ¢

. v == (7/(71”)
p = horizontale Belastung der Briicke per Laufmeter,
y = horizontale Ausbiegung der Briicke.

1. Durchgehende Balkenbriicke mit zwei Feldern und
zwei festen Endauflagern.

5% ¢
o - —— Y
E 2 o }j?w 5 “/’I ﬂ/’l Fig. 1
-—— — g.
2 t:é % V
&=

Eine Horizontalverschiebung y der Briicke im Stiitzenpunkt B erzeugt eine
Horizontalreaktion H in der Pendelstiitze, proportional zur Vertikalbelastung
V (die Anzahl Pendelstiitzen in einer Querreihe ist hierbei ohne Bedeutung)
und dem Neigungswinkel y//# (siehe Fig. 1)

—J
H = 7 V. (1)

Nehmen wir an, daBl diz Briicke durch eine gleichmiBig verteilte Be-
lastung p per Laufmeter belastet ist, so wird die Horizontalverschiebung
in B ’

Y= yo+ nH, (2)

worin
yo die Horizontalverschiebung in B infolge der Belastung p,
y, die Horizontalverschiebung in B infolge H = 1 bedeuten.

In unserem Falle sind '

5 pi B
Vo= 384 JE T R@JE ©)
Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt nun
y=—"2 4)
1 4y

h
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Der kritische Wert V,, der Stiitzenbelastung V wird erreicht, wenn der
Nenner der Gleichung (4) gegen Null konvergiert, d. h. wenn

Ny
i V=20
ist, somit ergibt sich ‘
kA8 JEh
ka —_— E— — 13 . (5)
Setzen wir v = V/V,,, so wird
— Yo
y - 1 . 'V' (6)

Ist die Briicke durch eine gleichmiBig verteilte Vertikalbelastung ¢ be-
lastet, so wird mit V = 5¢//8 die kritische Belastung

g = S TEL 680/ E0 )

Die kritische Vertikalbelastung der Briicke ist somit unabhidngig vom
Querschnitt und Trigheitsmoment der Pendelstiitze. Eine lokale Ausknickung
einer Pendelstiitze kann natiirlich stattfinden auch bei niedrigerer Belastung,
abhingig vom Widerstand der Stiitze, es ist aber unmoglich, nur durch Ver-
stirkung der Pendelstiitzen das Tragvermogen der Briicke iiber den hier
berechneten Betrag zu erhohen.

Das Biegungsmoment in Briickenmitte infolge der Horizontalbelastung
p wird

_pr 1L 5ql y p12< ti_y>
M="g+g3 8§ &~ 81+ p k)

Aus den Gl. (3), (6) und (7) folgt
g Yo __ 4 (l‘v)y

V:‘]/‘Ikr:?‘7—~7]‘ 7
_ P (140,255
oder M = S —1_‘—”~ (8)

Auf die gleiche Weise erhalten wir die Auflagerreaktionen in A und C
fiir die Horizontalbelastung zu
pl (1—0375 v)

A=% "1 ©)

2. Durchgehende Balkenbriicke mit drei Feldern und
zwei festen Endauflagern.

4 i c 0
’ ) ' " Fig. 2
T ls] PR

Mit den gleichen Bezeichnungen wie im ersten Abschnitt erhalten wir
hier:
11 p 5 B
Yo = G162 JES M T 162 JE' (32)

Abhandlung en VI 17
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WE L
Der Auflagerdruck V in B und C bei gleichmiBig verteilter Vertikal-
belastung ¢ ist wie bekannt V = 11 ¢//30.

Die kritische Belastung folgt aus
_ 30V, _ 30 h _30-162 JER _ JER
=117 — 1 pi_ 11.5 & — R
Auf die gleiche Weise wie vorher erhalten wir fiir das Moment in
Briickenmitte

88,36 (10)

2 (1 — 0,022)
p8 | (__.ij (11)

und fiir die Auflagerreaktion in den Endstiitzen A und D
pl (1 — 0,267 »)

M=

A=5"1, (42)
- 3. Durchgehende Balkenbriicke mit vier Feldern und
zwei festen Endauflagern.
~ Vs C 0 £ *

%‘i 1 W Fig. 3
Gl G S G

e i b d

Nehmen wir an, daB die Briicke durch eine gleichmiBig verteilte Hori-
zontalbelastung p per Laufmeter belastet sei, so werden die Horizontal-
verschiebungen der Briickentafel in B resp. C

1
=Yoo +y.:H, + —2—.}’12 H,

(13)
Yo = Yoz + V12 Hy + yos He
Es bedeuten hier:
Vo1 = resp.y,. die Horizontalverschiebungen in B resp. C fiir eine
~ gleichmiBig verteilte Belastung p
yu. die Horizontalverschiebung in B fiir H, —
Jig 9 ” ” C ” H, =
Jaz » ” » C 9 H, = 1
H, ,, Horizontalreaktion in B und D
H2 »” ” ” C
In unserem Fall ist wie bekannt
878 1123
Y11 = Jae :3—87fj—E; Jizg = 3_87172: (14)
57 __ 5pt
Jo1 = @J’oz, Yoz = m (15)

Zwischen den Horizontalreaktionen H, und H, und den Vertikalreak-
tionen V; und V, in B und C bestehen analog der Gleichung (1) folgende
Beziehungen:
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HI:'%VI; H2:l’k£v2. (16)

Aus den Gl. (13) und (16) folgt

1
(1 i1 V1).V1 — 7‘%‘2 VY2 = Jor

h
g (17)
_J’_;lg Vin + (1 ——llzl"Vz)J’z = Joz -
Der kritische Wert der Vertikalbelastung wird erreicht, wenn
Y _ 1 yis

(1 Ok Vl) 2 h
=0. (18)

e (15

Ist die Briicke durch eine gleichmiBig verteilte Vertikalbelastung ¢ be-
lastet, so werden die Stiitzendriicke

16 13
Vl —géql und Vz———g—ql.
Setzen wir zur Abkiirzung
c= g-
" 56-384JEh’

so erhalten wir aus den Gl. (14) und (18)
1—232c¢ 4 728c¢? = 0.
Die kleinste Wurzel dieser Gleichung ist ¢ = 0,00440. Die niedrigste
kritische Belastung wird somit

grr = 0,00440 - 56 - 384 JER

14

— 04,62 j% (20)

4. Durchgehende Balkenbriicke auf -~ vielen Zwischenstiitzen
und zwei festen Endauflagern.

Fiir eine Balkenbriicke mit groBerer Anzahl Zwischenstiitzen wird die
in vorigen Abschnitten fiir eine, zwei und drei Mittelstiitzen angewandte Me-
thode schwerfillig.

Die Berechnung wird vereinfacht, wenn man annimmt, daB die infolge
der Schiefstellung der Pendelstiitzen entstehenden Horizontalreaktionen
stetig iiber die Linge der Briicke verteilt sind.

Wir denken uns jedes Lingenelement der Briicke dx durch eine duBere
gleichmiBig verteilte Belastung pdx und durch eine Horizontalreaktion

q%dx

belastet. Die allgemeine Beziehung zwischen dem Biegungsmoment M und
der Belastung lautet hier:

d* M
dxt <” +q _;’z—) 1)
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Aus der Gleichung der elastischen Linie

acy L
./E dx‘z - M
erhialt man durch zweifaches Differenzieren
dty am y
JE G = = @ =P T4y
oder
JER dy  _ h
g dx* J = g p- (23)
Setzt man
st=JEh|q und e = x!s, (24)
so lautet das allgemeine Integral der Gl. (23)
y:Asinhqo+Bcosh<p+Csinqa—}—DCOScp-/z%. (25)

A, B, C und D sind Integrationskonstanten.
Wir verlegen den Koordinatenursprung in die Briickenmitte und nehmen
an, daB die Auflagerbedingungen an beiden Endlagern die gleichen sind.
Aus Symmetriegriinden werden dann A = C = 0. Die Gl. (25) verein-
facht sich zu

y:Bcoshqo-{-Dcomp»-lz%. (26)

Wir nehmen weiter an, daB die Fahrbahntafel in den Endlagern frei
drehbar ist und erhalten folgende zwei Randbedingungen:
x= +1]/2; y=20 und d?|dx®* = 0,

Aus der Gl. (26) folgt dann mit
A

b= (27)

Bcoshd + DcosA =& %

Bcoshd — Dcosi = 0,

somit
_ 1 P _ 1 A
- 2coshl'h7’ D=gsi ” g (28)
und
_ PR coshg cos ¢
A { T+ 2cosh 4 + 2cosh|’ (29)

Die kritische Belastung erhilt man aus der Bedingung cosi = 0, so-
mit 4 = #/2 und s = /21 = l/=.
Aus der Gl. (24) folgt dann
__JEh Eh E
e = 154 — 71:4']—[1— — 0741 /*ﬁ* (30)
Die Werte der kritischen Belastung als Funktion der Anzahl Zwischen-
stiitzen sind in Tafel I zusammengestellt.
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Tafel 1.
Anzahl 7
Zwischenstiitzen kr
1 76,80 J Eh| 1
2 88,36 »
3 04,62 ”
oo 9741 .

Aus der Tafel geht hervor, daB die kritische Belastung mit zunehmender
Anzahl Zwischenstiitzen sich asymptotisch einem Grenzwert nihert. Der
Unterschied zwischen der kritischen Belastung fiir drei und oo viele Stiitzen
ist nur 3 9.

Es ist fiir die nachstehenden Entwicklungen vorteilhaft, die GroBe 1
(Gl. 27) durch » = ¢/q:, darzustellen. Aus Gl. (24) und (30) folgt namlich:

7[
b= ‘{/v . (27a)
Aus Gl. (29) folgt fiir die Briickenmitte (¢ = 0)

y:%-%(Z——sech/L-secl). (29 a)

Das Biegungsmoment berechnet sich aus Gl. (22) und (29) zu

__pl? (cos<p . coshqo)
M= g

cos A coshi/’
in der Briickenmitte mit ¢ = 0 zu

— PP (sech — sech
M = 8e (secA — sech k). (31)
SchlieBlich berechnen wir die Scherkraft 7 aus
aM
="
zu
_ ﬂ(sinqo Sil‘lh(p)
r= 4 A \cos i T cosh 4 (32)
und die horizontale Auflagerreaktion mit ¢ = 1 zu

A= %(tgl + tgh). (33)

Die Berechnung der Biegungsmomente und Scherkrifte kann jetzt leicht
mit Hilfe von Tabellen fiir hyperbolische Funktionen erfolgen. Wir wollen
jedoch in Analogie mit Losungen anderer Stabilititsprobleme mit Hilfe von
Reihenentwicklungen approximative Ausdriicke fiir Ausbiegungen, Momente
und Scherkrifte suchen vom gleichen Typus wie die Gleichungen (6), (8),
(9), (11) und (12).

Wir setzen 42 A
sechi =1 —E 27 + 52-4—,—— + ...

o (34)
secA =1+ E, of + E2H+ + ...
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wo E, ... E, EuLER’sche Zahlen bedeuten (siehe: PoTIN, ,,Formules et Tables
Numériques, Seite 861).
E,=1;, E,=5; E;=061; E, = 1385 usw.

Mit Hilfe der Gleichungen (34) schreiben wir jetzt die Ausbiegung in
Briickenmitte

p 2,4 4 E4 4 b 8 4' 2n—-4
y= h4'E21+8'E]+12'E,,l +Heg )'Ez’“ + o+ }(35>

Der Ausdruck vor der Klammer wird mit Beachtung von Gl. (24) und
(27) in

LA N
g ”4!52”‘38415
verwandelt. Er stellt, wie leicht einzusehen ist, die Ausbiegung fiir die hori-
zontale Belastung dar.
Der Ausdruck in der Klammer kann somit als VergroBerungsfaktor in-
folge Schiefstellung der Pendelstiitzen betrachtet werden.

Wie bekannt, konnen die EuLER’schen Zahlen durch folgende Reihen
dargestellt werden:

2n !
S T PO H W

7z en+1 Jan+i + 5 2n+1

1 1
(2”),( )2n—4' (1—32n+1 + 52n+l +)
7T

E 4! 1 1
2 0_§+§—+J
. 1 1 1 5 75
Mit l— g5+ gs—a5 + —-- 157;6—09961
7T 2n—4 2n—4 .
und A2n=4 — (~2—) -y 4 (siehe Gl. (27 a))
4! E, ., . 1536( 1 1 )
folgt  @ar E 55 \| 3w T gmEr — o)
P 4! E, 1536( 1 1 )
fiir n =4 wird Q—F 5 725 —'—3?+5h9“+...7
. o 4! E, 1536 1 1
.fur n =0 wird i’z‘iﬁzsnfi(]"ys + 3E —+...)v2
usw,

Die Klammer in der Gl. (35) kann jetzt wie folgt geschrieben werden:
1536 1 2
{[1+v+v2++ ]— §gll+(3—yz)+(3l4)++...]+~...}.

Wie man sieht, sind die Ausdriicke in den eckigen Klammern geome-
trische Reihen und 'da v <1, geht der Ausdruck iiber in

1536 1 1 1

B 1—:;’“351“—(7)“‘—-“}.
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Werden —, — USW. vernachlissigt, so wird der VergroBerungsfaktor

34’ 54
vereinfacht zu
1536 ( 1 11 1536 ( 1 5 75
50 {1 — T3t T } = B {1_y — (1_1536)}"
. . 5
Mit 1 1%6 — 0,0039

wird schlieBlich der approximative Wert fiir die Ausbiegung in Briickenmitte
_ 5pi* (1 + 0,0039
T 384/ E { 1—w }

Auf die gleiche Weise erhalten wir aus Gl. (31) einen einfachen Aus-
druck fiir das Moment in Briickenmitte

(36)

22 (1 + 0,032»
= P [1 2 2052y } )
Um einen dhnlichen Ausdruck fiir die Auflagerreaktion zu finden, setzen
wir .
24 21)3
tghl_—_—2{( 1)317,_(24_1)32( ) + - }
gh=2{e— 083+ @ -850+ + )
21 21)5
und tgha + tgl——4{(22_1)312' +(26__1)B3( ) + o+ }

wo B, ...B, BErNouLLI’sche Zahlen bedeuten (siehe PoTIN, Seite 856):

1 1 1
BI—K; 32—3—0; Ba—;ﬁ;

Wir schreiben jetzt die Gleichung (33)

_ 26 -1 2! Bs 4 22”—1. 2! & 2n—2
,4__7{1+22 167 B (2l)++ +22_1 2n)! B 24) }(38)

Der Ausdruck vor der Klammer ist die Auflagerreaktion fiir die Hori-
zontalbelastung p und der Ausdruck in der Klammer ist wiederum der Ver-
groBerungsfaktor infolge Schiefstellung der Pendelstiitzen.

Nach CaucHy kénnen die BERNouLLI’schen Zahlen durch folgende Reihe
dargestellt werden:

B, = usw.

1
30

2(2n)! 1 1 1
Bn = G 1) o (1+32n tgmt gttt )

&ammayx(”ﬁ+ﬁ+*9

somit ist e : -
! n___ n-2
? ( ) ( +32 +g  F )




256 O. Porell t

und mit
1 1 72
1+§g+5—2++. = 3 1,2337
2n-2
sowie (2 A== "2,y 3
21 2] onoy_ 8 222 1 1

folgt - 271 @n)l B (21) I (1 + 3w+ s T - )
L 26—1233 4_3( 1 1 )
fiir » = 3 wird 57— 16'8(211)__”214-5?-4_—5_
. . . 2101 2! By s 8 ( 1 1 )
fiir n = 5 wird 257 10'3(2l)_7_ﬁ]+§ﬁ+_5*++

i

usw.,

Die Klammer der Gl. (38) kann jetzt wie folgt geschrieben werden:
1 2
{[1 e T o R Ry () (A R [t +}

Wie man sieht, sind die Ausdriicke in den eckigen Klammern geo-
metrische Reihen, somit wird der VergroBerungsfaktor

Sll 1 1 1

7c2

yﬂ+y:¥5+§:j;

Werden »/34, »/5¢ usw. vernachlissigt, so vereinfacht sich der Ausdruck zu

8 1 1 1 8 1 8
ﬁﬁ3+§+§+*%=ﬁh:+0“ﬁ»

mit 1 — 7% — 0,1804,

und der approximative Wert fiir die Auflagerreaktion wird schlieBlich

pl 1— 0,1804»
2 11— )

Als Beispiel fiir die Bedeutung des hier entwickelten Stabilitits-
problems geben wir einen Auszug der statischen Berechnung der Hochbriicke
bei Skanstull in Stockholm.

Diese Briicke besitzt zwei Fahrbahnen: ,

Eine StraBe von 25,5 m Breite und eine zweigleisige Vorortsbahn von
8,0 m Breite (siehe Fig. 4). Die Briicke war urspriinglich als eine durch-
gehende Balkenbriicke auf 13 Pendelstiitzen mit einer gréBten Spannweite
von 42,5 m und einer Totallinge von / = 552,5 m projektiert.

Die tragende Konstruktion bestand aus sechs geschweiBiten Blechtrigern
aus Stahl St. 48. Die mittlere Hohe der Pendelstiitzen war 2 = 26,0 m.

Bei Berechnung der Seitenstabilitat dieser Briicke wurde auch die etwa
25 cm starke Eisenbetonplatte beriicksichtigt.

Bei Annahme von E,/E; = 1/10 wird das Trigheitsmoment der Fahr-
bahntafel zu / = 98,5 m# berechnet.

A= (39)
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Die kritische Belastung wird mit £ = 21-10+6 t/m? (siehe Gl. (30))

Eh .21 - 1076
gir = S EM — g741 . 98521 1070-200 _ 5699 ¢ Britcke.
. I 552,5

Die wirkliche Belastung der Briicke betragt:
StraBenbelag und Eisenbetonplatte 23,6 t/m Briicke
Geleise und Schwellen 1,0 ,, 53
Stahlkonstruktion 8,4 , 3
Verkehrslast der StraBenbriicke 10,2 ,, '
Verkehrslast der Vorortsbahn 3,0 , )

g = 46,2 t/m Briicke

Die Knicksicherheit ist somit nur. 56,22/46,2 = 1,21 fach. Es ist somit
unmoglich, diese Briicke ohne besondere MaBnahmen, wie Einsetzen von
festen Zwischenstiitzen oder Verminderung des Abstandes zwischen den End-
auflagern, auf Pendelstiitzen auszufiihren.

- Sz —r 255

! (25 970 o1, 970 22
hes, 34 2]
o | !
t .
P T P fo Fig. 4

a | i
L 3— 307 = !

l ! /9.7 1 e

Im endgiiltigen Entwurf vom Jahre 1939 sind die Pendelstiitzen durch
in der Querrichtung steife Zweigelenkrahmen ersetzt und die Linge der
Briicke gleichzeitig auf 528,0 m vermindert worden.

II. Seitenstabilitit durchgehender Balkenbriicken auf steifen
Rahmenkonstruktionen.

1. Die Horizontalverschiebung eines Rahmens und seine kritische Belastung.

Ist H die Horizontalbelastung eines Rahmens und V seine Vertikal-
belastung, so kann die Horizontalverschiebung des Rahmens in der Hohe
des Querriegels z, wie folgt geschrieben werden:

zg=06-H-T (40) gz V8
Es bedeuten hier: I;"m—"’J/T ]
6 = Horizontalverschiebung infolge H = 1, 1 Iz 51z 1,
I' = eine Funktion der Vertikalbelastung. g i PR i r~
. . .y A [ X1/
In Analogie mit anderen Stabilitdtsproblemen A AJA? TR 1o A 2

sowie mit Resultaten der Entwicklungen im I. Teil )

dieser Arbeit, setzen wir angenihert: Fig. 5
Vk s

Vi— V'’

wo V, die kritische Belastung des Rahmens ohne Riicksicht auf versteifende

Wirkung der Fahrbahntafel bedeutet.

r =

(41)
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~Im folgenden berechnen wir V, fiir einen symmetrischen Zweigelenk-
rahmen nach Fig. 5 mit einer auf beide Stiitzen gleich verteilten Vertikal-
belastung V.
Nehmen wir den Koordinatenursprung in A an, so wird das Biegungs-
moment in der Stiitze A4,

V Hh a’2z
M=t + (5 =)o = E22 (42)
und in der Stiitze BB,
Hh d?
My = Hyx, + ( + ——>z2 — —151535;.
Xo

Um die Berechnung zu vereinfachen, nehmen wir an, daB die Normal-
krafte in den beiden Stiitzen gleich seien. Wir vernachlidssigen somit das

Glied L‘[Z—h- in den Momentgleichungen. Aus Symmetriegriinden werden:

Xy = Xy = X; 2y = 2y, = z; H; = Hy = H/2. Die Gleichungen (42) und
(43) konnen in eine Gleichung zusammengefaBt werden:

2E  d?z H

V ¢ Ex—z— + Z = — ‘I—/—Ex. (44)
Setzen wir k=2 FE/V und &=x/k, so wird (45)
z = Asiné + Bcos§——§x. (46)

Die Integrationskonstanten 4 und B werden aus den Randbedingungen
bestimmt:
x=0, z= 0, somit B = 0. ‘
In A, und B, (x = &) fillt die Tangente dz/dx der elastischen Linie AA,
mit der Tangente der elastischen Linie 4;B, zusammen, somit
dz A H a (H V)
dx = RS TV TeLE2 TRy
Hierbei ist der EinfluB der Normalkraft im Querriegel nicht beriick-
sichtigt, da er fiir unser Problem in der Regel ohne Bedeutung ist.
Wir setzen:

(47)

m = L] und o= aJs (48)

k 64/,
und erhalten aus Gl. (46)

z, = Asinm — Ij—h

Vv
%h + z, 7]/ = ~2K Asinm.
Aus Gl. (47) folgt dann
A cosm — H a_V Asinm
k 6_]015 2
oder fA)(cosm — amsinm) = —.
k |74
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Die horizontale Verschiebung z, in A; kann jetzt gesetzt werden:

_ HRr* 1 tg m -
®T2LE mi\1—amtgm

z (49)

Die kritische Vertikalbelastung fiir den Zweigelenkrahmen erhalten wir
aus der Bedingung:

1 —amtgm = 0. ‘ (50)
Diese Gleichung wird fiir Werte von m, welche zwischen 0 und =/2
liegen, befriedigt. Der obere Wert von m wird erreicht, wenn a sich 0 nihert,
d. h. fiir einen sehr steifen Querriegel.
Aus Gl (45) und (48) folgt
Vk . 2_]55
2T "R
Ist (u#) die freie Knicklinge eines Druckstabes mit gleicher kritischer
Belastung wie der Zweigelenkrahmen, so wird

e JsE 7c? JsE

— und =, 1
B T (why? ‘= Gh
In Tafel II ist u als Funktion von a aus Gl. (50) und (51) berechnet.
Tafel I
a u o u
0 2,000 0,5 2,920
0,1 2,108 06 | 3.077
0,2 2,301 0,7 3,220
03 2,575 0,8 3,374
0,4 2,751 0,9 3,514
0,5 2,920 1,0 3,653

Wie bekannt, ist die Ausbiegung eines Zweigelenkrahmens, welcher nur
durch eine Horizontalkraft H# = 1 (angebracht in der Schweraxe des Quer-
riegels) belastet ist:

X
Setzt man diesen Ausdruck in die Gl. (49) ein, so wird
. 3 1 tgm )
o == dHl+3a}}25(1-—amtgm — ")
Nach Gl. (40) folgt dann
.3 1 tgm
F“1+3a7n_3(1—amtgm'"”’)' (53)

Durch analoge Reihenentwicklungen wie im I. Teil dieser Arbeit erhalten
wir einen Naherungswert

Vi

N—= ———
Vi —V

(41)
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Aus Tafel 111 geht die gute Ubereinstimmung der Nidherungsformel (41)
mit der genauen Gl. (53) hervor. Die Tafel ist berechnet fiir V/V, = 0,5.

Tafel IIL
r r
% | nach QL (53) | nach Gl. (41)
0 1,087 2,000
0,5 1,996 2,000
1 1,996 2,000

Ist das Tragheitsmoment der Stiitzen veridnderlich = /,, so erhilt man
eine gute Niaherung fiir V, und I', wenn ein konstantes Trigheitsmoment /,,
definiert durch

b _ 3 A, ax
I
in die Berechnung eingesetzt wird. Genaue Werte fiir V, und I’ kénnen mit
Hilfe der Theorie der Knickung von Stiben mit verdnderlichem Tragheits-

moment erhalten werden.

2. Durchgehende Balkenbriicke mit zwei Feldern und zwei festen

Endauflagern.
5
& 81 _c j’ﬁ _yy
4 ” | Fig. 6
T
)] 5-4&

Eine horizontale Belastung der Briicke erzeugt in der Mittelstiitze eine
Ausbiegung y. Mit gleichen Bezeichnungen wie im I. Teil, 1. Abschnitt wird
y=Jo—nH.
Da die Ausblegung y der Briicke gleich ist der Ausbiegung z, des
Rahmens, so folgt aus Gl. (40) und (53)
CHI' =y =y, —nH
oder
Yo Yo 1 S5pf 1
=0 20 = 54)
or or 8 ary’ (
1

Der kritische Wert des Auﬂagerdruckes V wird errencht wenn der
Nenner der Gl. (54) Null wird: :

1+% r—o. ’ (55)
J1
Fiir den Zweigelenkrahmen wird (siehe Gl. (3) und (52)) ‘
J J ()
;I_.804-3m-?(7) (56)
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und mit Hilfe von Gl. (53)
3

1+24(E)/' 1( tgm —_myzo. (57)

[) Jo m* \1—amtgm

Dies ist die verallgemeinerte Gleichung (50) fiir die kritische Belastung
eines Zweigelenkrahmens mit elastischer Querstiitzung. Der hochste Wert
von m, der diese Gleichung befriedigt, ist m = 4,49, er entspricht a = 0
und 8/y, = oo, d.h. einem sehr steifen Querriegel und sehr steifer Fahr-
bahntafel.

Einen einfachen Ausdruck fiir die kritische Belastung erhidlt man aus
der angeniherten Gl. (41) und (55)

Vip = Vp (1 -+ i) (58)
g

Im 1. Abschnitte haben wir mit V, die kritische Belastung des Rahmens
ohne Querstiitzung nach Gl. (50) bezeichnet. Wir bezeichnen hier mit V,,
die kritische Belastung des Rahmens mit Querstiitzung nach Gl. (57) oder
(58).

Die Gl. (58) gilt, wie leicht einzusehen ist, nicht fiir groBe Werte von
/1.

Die Bedeutung der Gl. (54) fiir die Horizontalbelastung des Rahmens
wird verdeutlicht, wenn man diese Gleichung mit Hilfe von Gl. (41) und
(58) umwandelt zu:

1+ —T'=14—+——--—=1 =
+.V1 +.V1 Vi —V + Ve — V Vi, —V
_5/]1 Vk—-V
und H = —S—V/;r_———[;‘ (543)

Ist die Vertikalbelastung des Rahmens kleiner als V,, so ist H positiv,
d. h. der Rahmen iibernimmt einen Teil der Horizontalbelastung der Briicke
und entlastet die Fahrbahntafel.

Ist die Vertikalbelastung des Rahmens gleich V,, so wird # = 0, d.h.
die ganze duBere Horizontalbelastung wird durch die Fahrbahntafel auf die
Endauflager A und C iibertragen.

Ist dagegen die Vertikalbelastung des Rahmens groBer als V,, so wird
H negativ, d. h. der Rahmen verhilt sich wie eine Pendelstiitze und vergroBert
die Horizontalbelastung der Briicke.

3. Durchgehende Balkenbriicke auf - vielen Zwischenstiitzen und zwei
festen Endauflagern.

Fiir eine Balkenbriicke mit groBerer Anzahl Stiitzen wenden wir hier
die gleiche Methode wie im I. Teil, 4. Abschnitt an.

In jedem Punkt der Fahrbahntafel muB die Ausbiegung y der Briicke
gleich sein der Ausbiegung der Rahmen z,, somit ist

y=2zy=06-H-I.
Bezeichnen wir mit & den konstanten Abstand zwischen den Rahmen

in der Liangsrichtung der Briicke, so wird die totale Horizontalbelastung
per Meter Briicke
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J
P=%or
(p = auBere gleichmaBig verteilte Horizontalbelastung).
Die Gleichung der elastischen Linie wird (siehe Gl. (23))

dty y
/de4 =P ysr

oder barJE S +y=sarp. (59)

Solange die Vertikalbelastung des Rahmens kleiner ist als V, definiert
durch die Gl. (50), verbleibt I' positiv. In diesem Falle ist die Gl. (59)
nichts anderes als der bekannte Ausdruck fiir die elastische Linie eines
Balkens auf elastischer Unterlage.

Die spezielle Losung dieser Gleichung fiir die gleichen Randbedingungen
wie im 1. Teil, d. h. fiir einen Balken mit frei aufgelagerten Enden, ist bekannt
(siehe TIMOSHENKO, Theorie der Elastizitit). Wir begniigen uns hier mit
der Angabe der Resultate dieser Berechnung.

Wir nehmen den Koordinatenursprung in der Briickenmitte an und

setzen:
1

2s

. __ _ 2sinhA - sind . 2coshl - cosi
Y1 = 1’1_2— cosh24 + cos24°

st =4b0TJE;, ¢ = =

o |

cosh24 4 cos24’

Die Horizontalbelastung eines Rahmens wird dann

H_—:gyT:b~p{1—wlsinhcp-sin¢—w2cosh<p-coscp}, (60)

das Biegungsmoment

2
M:%.%{wl COShq>COS(p—w25inh(p' Sil’l(p} (61)

und die Scherkraft

T_pll

{— (¥4 + Y,)coshpsing + (Y, — Y,)sinhgpcosp}. (62)
Ist die Vertikalbelastung der Rahmen V = V,, so wird I' = oo und
H = 0, d. h. die ganze Horizontalbelastung der Briicke wird von der Fahr-
bahntafel aufgenommen.
Ist die Vertikalbelastung der Rahmen groBer als V,, so wird I' negativ.

Setzen wir
— rt = boIJE, (63)
so verwandelt sich die Gl. (59) in
d
rdx{ y=-—bdlp

d.h. in eine Gleichung von gleichem Aufbau wie GI. (23).
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Wir setzen hier

X l
und erhalten
_y _coshwy__ cos:;}
= or — 7 b {1 cosh ¢ cosg)’ (05)

Die kritische Belastung wird aus der Bedingung cosg = 0 bestimmt.
Aus den Gl. (63) und (64) folgt

7t A A

R b — — R
=16 ~ 16 1660 [JE
SHor
und 1+%E=O.

Fiir den Zweigelenkrahmen wird mit Hilfe von Gl. (52) und (53) diese
Knickbedingung

w4 (b (h)*”’ij_( tgm - )
1+7(7) ) Jom\ I —amtgm ")- (60)
Diese Gleichung, welche fiir eine Briicke mit co vielen Stiitzen gilt, gibt

gute Niherungswerte sogar fiir eine Briicke mit zwei Feldern. Setzt man
namlich ! = 2 b4, so wird

Tt (b tt
(7 =% =2

Der entsprechende Koeffizient in der Gl. (57), die fiir eine Briicke mit
zwei Feldern gilt, ist 24, der Unterschied ist somit unbedeutend.

Auf die gleiche Weise wie im vorigen Abschnitt bestimmen wir einen
angenaherten Ausdruck fiir V,,

T4 Eb
Ve = i1+ LE o). (67)
Fiir diese Gleichung gilt die gleiche Einschrinkung wie fiir Gl. (58).

Wir konnen jetzt dhnlich wie im vorigen Abschnitt einfache angendherte
Ausdriicke fiir die Horizontalbelastung der Rahmen, das Biegungsmoment
in Briickenmitte und die Auflagerreaktion bilden.

Gl (60) gibt

. Vi—V
Gl. (61) gibt fiir das Biegungsmoment in Briickenmitte
. IJ_li Vkr— Vk
M= 8 V., —V (69)
und Gl. (62) gibt fiir die Auflagerreaktion
A= P Vie— Vi (70)

2 Vi — V-’
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Diese Niherungsgleichungen gelten sowohl fiir V<<V, als auch fiir
V>V,

Die Wirkungsweise der Stiitzen ist hier im Prinzip die gleiche wie im
Abschnitt 1 bei einer Briicke mit nur einer Mittelstiitze.

Zusammenfassung.

Bei kontinuierlichen Briicken auf Pendelstiitzen ergeben sich aus der
Neigung der Stiitzen quer zur Briickenaxe bei horizontal wirkender Be-
lastung waagrechte Zusatzbelastungen der Fahrbahntafel, die von ihrer
Seitensteifigkeit und Belastung abhidngig sind. Die Zusatzbeanspruchungen
konnen formelmiBig durch die kritische Belastung, bei der die Fahrbahn-
tafel schon allein aus vertikalen Lasten ausweicht, ausgedriickt werden.

Bei Balkenbriicken auf rahmenférmigen Stiitzen richtet sich das Ver-
halten nach der Seitensteifigkeit der Rahmen. Sehr steife Rahmen nehmen
einen Teil der Horizontalbelastung auf, sehr weiche Rahmen vergréBern hin-
gegen wie Pendelstiitzen diese Seitenlast.

Résumé.

Dans les poutres continues sur appuis en forme de béquilles, les sur-
charges agissant horizontalement produisent dans le tablier des surcharges
horizontales supplémentaires dues a l’'inclinaison des appuis dans le sens
perpendiculaire a ’axe du pont. Ces surcharges supplémentaires dépendent
de la rigidité transversale et de la surcharge du tablier. Les sollicitations
supplémentaires qui en résultent peuvent étre exprimées en formules en
partant de la surcharge critique pour laquelle le tablier se déforme sous la
seule action de charges verticales.

Pour les ponts en poutres sur appuis en forme de cadres, le comporte-
ment dépend de la rigidité transversale des cadres. Les cadres trés rigides
prennent une partie de la surcharge horizontale alors que les cadres tres
peu regides augmentent au contraire cette charge transversale tout comme
dans le cas des béquilles.

Summary.

In continuous bridges on rocking supports, the inclination of the supports
transversely to the bridge axis with horizontally acting loads causes hori-
zontal additional loadings of the roadway covering, which are dependent
on its lateral stiffness and the loading. The additional stresses may be ex-
pressed as formulae by the critical loading at which the roadway covering
is already deflected by vertical loads alone.

In girder bridges on frame-shaped supports, the behaviour depends on
the lateral stiffness of the frames. Very stiff frames take a part of the hori-
zontal loading, but very weak frames on the other hand increase this lateral
load, just like the rocking supports.
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