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DIFFERENZENRECHNUNGSMETHODE ZUR
ERMITTLUNG DER BIEGELINIE VON FACHWERKEN.

LA DETERMINATION DE LA LIGNE DE FLEXION DES POUTRES
EN TRElLLlS AU MOYEN DE LA METHODE DES EQUATIONS AUX
: DIFFERENCES.

USING THE METHOD OF DIFFERENCES TO DETERMINE THE
CURVE OF BENDING IN LATTICE-WORK STRUCTURES.

Dr. Ing. N. ZELEN\'(, Ministerium fiir Verkehr und Technik, Prag.

Wird ein Fachwerk der Einwirkung von beliebiger duflerer Belastung
(bzw. Temperaturinderung) ausgesetzt, so entstehen in den Fachwerkstiben
Spannkrifte, die Anderungen der urspriinglichen Stablingen zur Folge
haben. Da auch die geometrische Form des Tragwerkes sich dabei dndert,
erfahren seine Knotenpunkte gewisse, im allgemeinen ridumliche Lageinde-
rungen. Diese durch Belastung hervorgerufenen Knotenpunktverschiebungen
haben in der Regel nicht nur verschiedene GroBen, sondern auch verschiedene
Richtungen. In der Praxis beschiftigen wir uns meistens mit Durchbiegun-
gen der Fachwerksknoten in lotrechter Ebene (bei Briicken, Dachkonstruk-
tionen usw.), die sich als lotrechte Komponenten der zugehérigen Gesamt-
verschiebungen ermitteln lassen.

Fig. 1

Werden die Biegungsordinaten in einzelnen Knotenpunkten von einer
beliebigen Geraden aufgetragen, so entsteht durch geradlinige Verbindung
ihrer Endpunkte ein gebrochener Linienzug, der allgemein als Biegelinie be-
zeichnet wird (Fig.1).

Es sind schon mehrere Verfahren zur Ermittlung der Biegelinie von
Fachwerken abgeleitet worden. Am einfachsten 148t sich die Biegelinie
graphisch, und zwar mittels eines Verschiebungsplanes bestimmen, der auf
Grund der gegebenen einzelnen Stabverlingerungen die Gesamtverschiebun-
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gen von Fachwerksknoten der GréBe und Richtung nach ergibt (die erste
allgemeine Entwicklung dieser Methode hat WiLLior in der Abhandlung
,,Notations pratiques sur la Statique graphique‘‘, Publications scientifiques
industrielles, Paris 1877, geschaffen).

Die direkte rechnerische Lésung der Durchbiegung von Fachwerken wird
in der Regel auf dem allgemeinen Gesetze der virtuellen Verschiebungen be-
griindet, das unter iiblichen Bezeichnungen die Form

SP.-Ap=3S-4ds
hat. Fiir die Hilfslast P =1 in irgendeinem Knotenpunkte gilt
Ap = ym = 20 - 4ds, (1)

womit die gesuchte Durchbiegung unmittelbar gegeben ist. Durch Ein-

setzung As = % 1aBt sich die Gl. (1) in die bekannte Form des Castigliano-
schen Satzes
_ el
Y = op

verwandeln, der die Ermittlung der Durchbiegung auf Grund der Form-
anderungsarbeit des Fachwerkes ermdglicht (s. z. B. O. MoHR, ,,Abhandlun-
gen aus dem Gebiete der technischen Mechanik‘, Berlin 1906).

In der Praxis wird die Biegelinie von Fachwerken gréBtenteils indirekt
ermittelt, und zwar als Seilpolygon der gedachten Krifte, die in den
Knotenpunkten des Fachwerkes angreifen. Die Losung wird auf den gegen-
seitigen Zusammenhang des Seil- und Kraftpolygons gestiitzt; das GroSen-
verhaltnis der einzelnen Krifte ist durch die gegebenen Stabverlingerungen
des Fachwerkes bestimmt. Diese Methode, die fiir das einfache, mit gleich-
laufenden Kriften belastete Dreiecknetz (Dreieckausfachungssystem) beson-
ders geeignet ist (H. MULLER-BRESLAU, ,,Die graphische Statik der Baukon-
struktionen‘‘, 1I. B., 2. Abt., Stuttgart 1922), 148t sich auch bei den anderen
Fachwerksystemen anwenden, die event. mit duBleren Kriften von verschie-
denen Richtungen belastet sind (s. z. B. Z. BAZanT, ,,Theorie der EinfluB-
linien‘“ 11, tschechisch, Prag 1910). In diesem Falle ist aber die Aufgabe
ziemlich erschwert, besonders wenn es sich um eine rein rechnerische Losung
handelt.

Fiir die allgemeine Bewertung der bisher bekannten Verfahren zur Er-
mittlung der Biegelinie von Fachwerken, wie auch fiir ihren gegenseitigen
Vergleich in theoretischer und praktischer Beziehung ist folgendes zu be-
merken: x
Das Williot’sche Verfahren (Verschiebungsplan) hat simtliche Vorziige
und Nachteile, die fiir alle graphischen Methoden charakteristisch sind. Die
Darstellung des Verschiebungsplanes ist sehr einfach und rasch, seine Ge-
nauigkeit hingt aber unmittelbar von der Genauigkeit der geometrischen
Zeichnung ab und ist dadurch begrenzt. Der entsprechende Genauigkeits-
grad ist nicht immer gleich und 148t sich daher nicht allgemein und ein-
deutig feststellen. Die geometrische Zeichnung kann teilweise (soweit
es die Stabverdrehungen betrifft) durch Rechnung ersetzt werden. Diese
Darstellungsweise (kurz ,,Stabzugverfahren‘* genannt), die zum erstenmal
von H.MULLER-BREsLAU abgeleitet worden ist (,,Beitrag zur Theorie der
ebenen elastischen Trager®, Zeitschr. d. Arch.- u. Ing. Ver. zu Hannover
1888), bietet iibersichtlichere Verschiebungspline, als das reine Williot’sche
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Verfahren, ist jedoch zu umstindlich. Ihre Genauigkeit bleibt dabei in den
Grenzen der iiblichen graphischen Losung.

Bei Anwendung des Gesetzes der virtuellen Verschiebungen (Gl. 1)
kann man die Durchbiegung eines Fachwerkes mit beliebiger Genauigkeit
ermitteln. Hier moge aber darauf hingewiesen werden, daB die Feststel-
lung der Stabkrifte o fiir eine jede Biegungsordinate von neuem durchge-
fithrt, d. h. fiir einen jeden Knotenpunkt des Fachwerkes wiederholt werden
mufl. Bei unsymmetrischen Tragwerksystemen, bei groBerer Anzahl von
Kunotenpunkten usw. ist dieses Verfahren besonders zeitraubend ; in der Praxis
wird es daher nur selten angewandt.

Auch die Methode der gedachten Krifte hat gewisse Nachteile, die vor
allem in der indirekten Art des Rechnungsverfahrens bestehen. Die geome-
trische Form des Fachwerkes und die gegebenen Stabverlingerungen stellen
nimlich die zugehoérige Biegelinie ganz eindeutig fest. Die Methode erfor-
dert jedoch die Ermittlung einer ganzen Reihe von Hilfswerten, wodurch
die Aufgabe etwas kompliziert wird. Die allgemeine Losung ist unter diesen
Umstinden nicht leicht, die Endergebnisse werden in einer expliziten Form
nicht ausgedriickt. Der Verglelch der allgemeinen Verformungseigenschaften
verschiedener Fachwerksysteme, die Bewertung des Einflusses der einzelnen
konstruktiven Elemente usw. ist dadurch wesentlich erschwert.

Bei der Anwendung des Gesetzes der virtuellen Verschiebungen in
iiblicher Form, bzw. bei der Methode der gedachten Krifte handelt es sich,
wie bekannt, um die Ermittlung der einzelnen Biegungsordinaten in Fach-
werksknoten. Da diese Ordinaten im allgemeinen die Verformungsfunk-
tionen aller Fachwerkstibe sind, erfordern die beiden oberwihnten Me-
thoden eine ziemlich umfangreiche Rechnung. Die Losung 1aB8t sich aber
sehr vereinfachen, wenn man sich statt der eigentlichen Biegungsordinaten
nur mit ihren Differenzen in zwei benachbarten Fachwerksknoten beschiftigt,
da diese Differenzen nicht von allen, sondern nur von einigen wenigen Stiben
des Fachwerkes abhingen.

Wird nach Fig. 1 mit y,, die Durchbiegung in 1rgendemem Knotenpunkte
m eines beliebig belasteten Fachwerkes und mit 4 der Biegungsunterschied
in zwei benachbarten Fachwerksknoten bezeichnet, so gilt die Beziehung

yO — AO ’
=y +4, = 4,4+ 4,
Vo =y + 4y =4y + 4, + 45,
oder allgeméin
yn =3 4 @

Hat man also die Biegungsdifferenzen 4 in den aufeinanderfolgenden
Fachwerksknoten ermittelt, so bestimmt man nach der Gl. 2 leicht auch
samtliche Blegungsordmaten y. Bei dieser stufenweisen Berechnung 148t
sich die Einfachheit und Ubersichtlichkeit des Verschiebungsplanes mit der
hohen Genauigkeit der rechnerischen Lésung verbinden, sodaB der beschrie-
bene Rechnungsgang einen erheblichen Vorteil im Vergleich mit den bisher
gebriuchlichen Methoden aufweist, die sich unmittelbar mit Biegungsordi-
naten beschiftigen.

Wenn es sich z. B. um die EinfluBlinie fiir die Durchbiegung des Knoten-
punktes 5 (in der Untergurtsmitte) des in Fig. 2 dargestellten Fachwerk-
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tragers handelt, ergibt sich dieselbe bekanntlich als Biegelinie des gege-
benen Trigers, der durch die Lasteinheit P = ,1‘° in dem betreffenden
Knotenpunkte belastet ist (samtliche zur Ermittlung der Stabverlangerungen
notwendigen Hilfswerte sind in nachstehender Tabelle I angefiihrt). Da die
Fachwerkfelder geometrisch gleich sind, werden auch die entsprechenden Bie-
gungsdifferenzen eine gleiche allgememe Form haben; es geniigt daher die
Rechnung nur fiir ein Feld, z. B. fiir das Feld 3, durchzufiihren.

(=54,0=10x54% )
lol ,/ 2: 03 3: 41 l5r _ :

Q
N—
5

Q

GA.

Ao

Fig. 2

Mit Riicksicht auf die Symmetrie des Trigers wie auch der Belastung
wird die urspriinglich lotrechte Lage des Stianders V, auch nach der Form-
anderung beibehalten werden; die linke Tragerhalfte diirfen wir deswegen
auf jene Weise betrachten, als ob diese in den Knoten 5,5 der unbeweglichen
rechten Triagerhilfte abgestiitzt wire.

Die vom Stinder 2—2’ links liegenden Stibe haben bei dieser Ab-
stiitzung keinen EinfluB auf die Durchbiegung der Knotenpunkte im Felde 3.
Biegungsdifferenzen, die durch die Verlingerungen der in diesem Felde lie-
geriden Stibe hervorgerufen werden, lassen sich am einfachsten aus den
Hilfsverschiebungsplianen (Fig. 2b) bestimmen.

du =20, 0o = — dos - tg «,
: 3
0dd = Ad, s 0v = — Auv, . G)
COS a

Da der EinfluB der Stibe rechts vom Stinder 3—3’ auf die Biegungs-
differenz im Felde 3 derselbe ist wie der Formianderungseinflu8 der Stibe
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Tab. I. Durchbiegung des Triagers nach Fig. 2. — Flexion élastique de Ia
poutre de la fig. 2. — Deflection of the girder in fig. 2.

1] 2 | 3 [ 4 5 | 6 { 7 | 8
|
Feld Fach kstab |
Tr:vée Ba?rce v;i:‘r t:e?llis | S S ] Ads = - Ym
Panel | Frame memberi t em om? | cm cm em
Ve 50,0 670 372,2 0,043
1 0, 40,3 540 2642 0,039 0,785 0,785
D, 642 | 8605 2076 0,127
v, | 50,0 670 ! 180,8 | 0,088
O, 80.6 540 | 3022 0,060
2 Uy f 403 540 | 2239 ] 0,046 0,800 1,585
D, 642 8605 | 1682 | 0,156
Ve 50,0 670 168,8 0,095
Os 1210 540 367.2 0,085
3 U, 80,6 540 2743 0,076 0,771 2,356
D, 64.2 860,5 1289 0204
V, 50,0 670 155,2 0,102
0, 161,0 540 4322 0,096 .
1 U, 1210 540 3412 0,091 0,677 3,033
D, 64.2 860,5 105.2 0,250
| 2 50,0 670 1052 | 0,152 |
' 202,0 540 4622 0,112
5 Us 161,0 540 3916 0,106 0,039 { 3,672
Ds 642 | 8605 851 | 0300 | |

im Felde 3 auf den links vom Stinder 2—2’ liegenden Fachwerkteil, folgt
unmittelbar:

Ou = du - tga, 0o = — 40 - -tga, ,
g : 3)

0d = dv=20.

Aus den vorstehenden Untersuchungen geht hervor, daB lediglich die
in Fig. 2a mit starken Linien bezeichneten Stibe bei Berechnung der Bie-
gungsdifferenz in den Knoten 2 und 3 in Betracht kommen. Mit Riicksicht
auf die Gl. (3) und (3’) ergibt sich:

B Ad, (“ S )
Ay =—doy + 5+ %:Au ;Ao tg o (4)
oder allgemein . o
Am :—Avm_1+ oS & <§1Au-—-zdo) tge. 4)

Auf Grund dieser Formel erhdlt man die Biegungsdifferenzen in samt-
lichen Feldern des in Fig. 2 angegebenen Fachwerkes; die einschligigen
Ergebnisse sind in Tab. | zusammengestellt.

Die Spalten 1—6 der Tab. I enthalten die Berechnung der einzelnen
Stabverlingerungen; als unentbehrliche Grundlage fiir die weitere Losung
wire diese Berechnung auf dieselbe Weise auch bei jeder anderen graphischen
oder rechnerischen Methode vorzunehmen. Die eigentliche Ermittlung der
Biegelinie ist erst in den zwei letzten Spalten 7 und 8 durchgefiihrt; auf
Grund der gegebenen Stabverlingerungen brauchen die zugehorigen Werte
A, und y, nur durch einfaches stufenweises Addieren nach ‘den Formeln
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(4) und (2) bestimmt zu werden. Da keine Zwischenrechnungen dabei vor-
kommen, gestaltet sich die ganze Losung duBerst rasch und einfach (beson-
ders be1 Verwendung einer Rechnungsmaschine). In dieser Hinsicht kann
das beschriebene Verfahren als zweckméBig und bequem bewertet werden.
Die Lingeninderungen von Fachwerkstiben sind in die Formel (4)
allgemein mit dem betreffenden Vorzeichen, d. h. mit dem Vorzeichen —
bei gedriickten und mit dem Vorzeichen - bel gezogenen Stiben einzusetzen.
Bei Untersuchung der EinfluBlinie fiir die Durchbiegung des in Fig. 2 be-
zeichneten Fachwerktrigers erhalten wir in Gl. (4) ausschlieBlich positive
Glieder; es geniigt daher, nur die absoluten Werte der Stabverlingerungen
zu erwigen und die Einfliisse simtlicher Stibe ohne Riicksicht auf ihre Vor-
zeichen einfach zu summieren. Darin besteht ein weiterer Vorteil des an-
gefithrten Verfahrens im Vergleich zur Methode der gedachten Krifte.
Durch Verbindung der Formeln (2) und (4) lassen sich die Biegungs-
ordinaten auch unmittelbar bestimmen. Schreiben wir der Reihe nach

Ad n n
4, :ﬁA@O—]—CO—S’E—{—(ZAuHZAU)tga,
. Ad, )
AZ———‘“A’Ul—I—E(—)g——f‘(ZAU——ZAO tga,
usw.
Ap = — Av,,,_1+cos (Z;ldu——z,do)tga,

so ergibt sich durch Summierung der rechten und linken Seiten der geschrie-
benen Gleichungen

ym:ZIIA:—-- ; +——2Ad+

COS«

k=m-—1
+[ > k(Au,,+1—~Aok)+m( 2 Auk— ZAok)] tga  (5)

fiir die Durchbiegung eines zwischenliegenden Knotenpunktes und

n—1 =n—1 k=n

1 & i
yn:—~—2Av—|—--~—2Ad+< > kAuk+1“"’2kA0k)tga (5)
0 COSa 7 k=1 k=1

fiir die Durchbiegung des mittleren Knotenpunktes (m=n). Die Anwen-
dung der Formel (5) ist zu empfehlen, sobald es sich um eine allgemeine
Bewertung eines Fachwerktrigers, um einen Vergleich verschiedener Fach- -
werksysteme usw. handelt. Bei praktischen Beispielen bietet sonst der in
der Tabelle I bezeichnete Rechnungsgang eine kiirzere und bequemere
Losung.

In der vorigen Untersuchung wurden die Einflitsse von einzelnen Fach-
werkstiben durch Hilfsverschiebungspline bestimmt, wobei alle Stabver-
drehungen durch die iiblichen, zu den urspriinglichen Stabachsen senkrechten
Verschiebungen der freien Stabenden niherungsweise ersetzt sind. Wieweit
diese Niherung die Endergebnisse beeinfluBt, 1aB8t sich aus der folgenden
Betrachtung feststellen:

Die relative Lageinderung eines Fachwerkknotens, der durch zwei Stibe
mit anderen unbeweglichen Knoten Verbunden ist, ist eine Funktion der Ver-
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langerungen der beiden Verbindungsstibe. Setzen wir voraus, daB in einem
Stabdreieck abc die Stablinge ab =/, sich um 4/, =d b und die Stablinge
eb==1, um Al,=be dndert (Fig. 3), so liegt der Scheitel des verformten
Drelecks abc im Schnittpunkte &’ der aus den Punkten ¢ und ¢ mit den Halb-
messern R, =/, -+ Al; und Ry,==1,+ Al, aufgezeichneten Kreislinien. Aus
dem Verschiebungsplan erhalten wir aber die neue Lage des Fachwerks-
knotens & im Punkte 6”, der mit &’ nicht zusammenfillt. Mit den Bezeich-
nungen db’' =A4s, db” —= Ap geht aus Fig. 3 hervor:

As = (L, +41) e, Ap.—_(ll—{—All)tgA’e
Es gilt aber allgemein tgx — x + ——r—x + ~x" + .... und daher
As =1, -Ade + A1, - de, l

6
Ap = by Mot Al Ao+ 3(dey-(htdp)+- - ] O
________________ /ﬁ” p”f}_'__
Vet Yn

i T ; %

A

:. A 0 Ane |

Fig. 3 Fig. 4 '

Halten wir die verschwindend kleinen Verlﬁngerungen Aly, Al, und Ver-
drehungen Ae, A’e (das Verlangerungsverhiltnis 4 betriagt durchschnittlich
etwa 1:2500 bis 1:1500) fiir unendlich klem, so erhalten 'wir aus
Gl. (6):

As = 1, -de + dl-de,
Ap =1, -de + dl-de + (de)®- (4, +di) + - -

Simtliche Glieder auf den rechten Seiten der beiden Gleichungen (6")
sind unendlich kleine GroBen hoherer Ordnung im Vergleich mit dem ersten

QGlied /,-de und konnen daher vernachlissigt werden. Dann folgt aus
Gl. (6’)

(6)

Ads =1 -de = dp.

Da die Methode der virtuellen Verschiebungen wie auch die Methode
der gedachten Krifte gleichfalls auf der Vergleichung endlich und unendlich
kleiner GroBen begriindet ist, darf man behaupten, daB das 'beschriebene
Differenzenrechnungsverfahren dieselbe theoretische Genauigkeit hat wie die
beiden erwdhnten Methoden.

Nach dem Differenzenrechnungsverfahren gilt fiir das in Fig. 2 bezeich-
nete Fachwerksystem (Gl. 5'):

k=4 k=5
Vs = —Zdv+~—~24d+(2 kA gy — 2, /erk) tg «.
0 Cosa 7 h—1 b=l
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Es ist leicht zu zeigen, daB8 auch alle anderen Methoden zu demselben

Ausdruck gefiihrt hatten.
In der aus dem Gesetz der virtuellen Verschiebungen abgeleiteten

Formel
V5 = 20‘ . AS

bedeutet ¢ die durch Belastung P =,,1¢ im Knotenpunkte 5 erzeugten Spann-
krafte. Man erhilt

fiir Stiander :

1 ' ] 4 4
010:0.1:-...:04:_?, y5:—2'§§0311’1):-—%d’0,
fiir Streben:

R VPSR B DS SN U
Go=02 == =5 05’ P cosa 5 T cosa 9
Fiir Gurtstibe gilt allgemein

M M
0'0____———, O‘":—f,
v v

wenn M das auf den betreffenden Momentenpunkt bezogene Moment der
duBeren Krifte bedeutet. Bezeichnen wir mit 1 die gleichbleibende Felder-
linge und mit m die Anzahl der Felder zwischen dem Auflager und dem
betreffenden Momentenpunkt, so ergibt sich fiir den Untergurt

6"~~”it
= ga,

k=4

W o=2|y (a4 240, + 340, +44u5)|tge = tge 3 £ dua
- k=1

und ebenso

k=5
__Ln._tga’ ygV:—tgaZkAok
2 k=1

0% =
fiir den Obergurt. Durch Summierung sdmtlicher Einfliisse y/...y,” findet
man schlieBlich

v

4 5 k=4 k=5
Vs = — 2 dv+ —I—ZAaH- (ZkAuk+1—ZkAok) tga,
0 Cosa 7 k=1 k=1
was mit der frither abgeleiteten Formel (5’) genau iibereinstimmt.

Bei der Methode der gedachten Krifte (H. MULLER-BREsLAU, ,,Die gra-
phische Statik der Baukonstruktionen‘, B. II, 1. Abt., S. 101—105) gilt fiir
die Last w,, im zwischenliegenden Knotenpunkte m (Bezeichnungen nach
Fig. 2): ’

Wi =—y A0m+ g Attp1 + g Adpy — uy Admpy + s A0m — ptg A0m1
Fiir die Last im mittleren Knotenpunkte # ist
Wn = —!ll AOn—!.lz A0n+'1+f.l3Adn+ALl4Adn+1+Ll5 A’l)n"“L‘G A/Ufl—l_lu"? Avn.'_l

einzufithren. Die Beiwerte u sind dabei durch die folgenden Ausdriicke ge-
geben (Fig. 4):
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secC fBm cosec oy, COSeC 1 1 1
ty == ——— Hy — — {4 == — —- Mg == — - Uy = =}
ty v, 0 M o y My o y Mg T’ 7 Do’
. SEC Vi1 Vit
ferner gilt My = Ymil u, =
Um lm+l VUm

in zwischenliegenden Knotenpunkten und

sec 1 '
ty = Pl , fy = . (tg B — tg Brit)

Vn

in Tragermitte (im Knotenpunkte mit zwei Streben).

Beim Paralleltrager in Fig. 2 ist sec f=secy=1, 1,=2,,, =24, v=
konst. einzusetzen. Bezeichnen wir noch mit x, die Entfernung einer ge-
dachten Kraft vom linken Auflager, so erhalten wir in den einzelnen Knoten:

A v, Ad, Au,

Vo= T Tysine T v o= O
. Aw, A v, Ad, Ad, Au, Ao, .
==t 7t osinae vsne " o v’ Y=
B Avy A vy Ad, Ad, Auy; Aoy -
Ve =777 + A +vsina__051na+ v v’ X =24,
Awy Advg Ad, Ad, Au, Aog
— A n B — % —_— == )..
s R vsine  wsine + v v’ Y =34,
A Av, Ad, Ady Augy Ao, .
= — —= P : e T —_— =44
Wa 7T vsine  wsina v v’ X =44,
w-—-%— Avy Ad; Ads  dog  dog =2, 54
> Y} A vsinae ' wsinea v v’ > 2

Durch Multiplizieren mit den betreffenden Beiwerten und durch Addie-
ren ergibt sich schlieBlich (4vy = Advy, Adds =A4ds, Ado; = Adoy):

Vs =My =— Av, + Av, + Cif‘a —'Ci:“a + duy tga — Ao, tga
— 24y, 4+ 240, { zcéj;if——zcé]scfj + 24du3tga—240, tga
—3A1;2+3Av3+?;§;§—3cfs‘f:+3Au4 tga — 3405 tg e
—-4A123+4Av4+ié'scf: — i(?s‘fj +4dustga—4 4o, tge
—b54v,+ 0 4+ O +ié‘sa¢;5+ 0 — b5 40, tge

k._
Vs —E +——f2 d+<2kduk+l—2kdok)tga

COS «

was wieder die frither abgeleitete Formel (5’) darstellt.
Es sei noch hervorgehoben, daB sich die Biegungsordinaten im ganzen
auf dieselbe Weise aus dem Verschiebungsplane als auch durch das Diffe-

Abhandlungen VII 23
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renzenverfahren ermitteln lassen; infolgedessen darf man den Verschiebungs-
plan fiir die graphische Anwendung des angefiihrten Differenzenverfahrens
halten.

Setzen wir in Fig. 2 den Knoten 5 als unbeweglich und den Knoten 5’
als lotrecht verschiebbar voraus, so werden wir (aus Symmetriegriinden) die
Biegelinie des Fachwerkes auch bei diesen zeitweiligen Stiitzungsbedingun-
gen in der richtigen Lage erhalten. Die Differenz der Durchbiegungen in
den Untergurtknoten 2 und 3 geht aus der Fig. 5 unmittelbar hervor:

L 5 — Ady,
33 :;Au——~;Ao, 23" = 5eq + 3312,
o7 ds + YO‘ é‘
A3:m==AU2+23 :—"A’b’z+ COS « %Auq?do)tga

(vgl. mit Gl. 4); ahnlich werden alle iibrigen Biegungsdifferenzen in
zwischenliegenden Knoten bestimmt. Im Mittelfeld 4—5 gilt:

Ady

4'5" = cosa + Aoz tg e,
Ad,
Ay = — Avy + cosa + dostg o .
ery

Durch Summierung einzelner Biegungsdifferenzen werden wir abermals
zur Formel (5’) gelangen. Es ist also klar, daB das Differenzenrechnungsver-
fahren hinsichtlich der theoretischen Genauigkeit gleichwertig mit den frither
gebriauchlichen Methoden ist.

In der Formel (2) entsprechen die Werte 4 und y, den provisorischen
Stiitzungsbedingungen. Bei symmetrischen Tragwerken und Belastungen ent-
steht die gr6Bte Durchbiegung immer in Trigermitte, womit auch die rich-
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tige Lage der provisorischen Stiitzen gegeben ist; in diesem Falle geniigt es,
nur eine Trigerhilfte zu berechnen. Ist das Tragwerk oder die Belastung
unsymmetrisch, so erhilt man in der Regel auch unsymmetrische Teile der
Biegelinie rechts und links von den provisorisch gewihlten Stiitzen, sodaB
die Auflagerpunkte a und & nicht in derselben Hoéhe zu liegen kommen
(Fig. 6). Unter Voraussetzung von gleichbleibenden Feldweiten erhdlt man
fiir die Biegungsdifferenzen

_ Yo —Ya _ 4o
Ay = n  n
und ebenso fiir die einzelnen Biegungsordinaten:
Ym = Ym + m-Ay (im linken Fachwerkteile)
bzw.
Yo =yp— (n—p)dy (im rechten Fachwerkteile),

wo n die Felderanzahl ist.
Bei verschiedenen Knotenentfernungen gilt die Beziehung

4

d
l ’
wenn x und x’'=/— x die Knotenpunktabschnitte bezeichnen.
Weicht die SchluBlinie aé bei provisorischen Stiitzungsbedingungen um
einen Winkel ¢ von der Waagrechten 4,6, (Fig. 6) ab, so schlieBen die be-

rechneten Biegungsordinaten denselben Winkel mit den richtigen Biegungs-
ordinaten ein. Auf Grund der Beziehung

Aym = A%, bzw. Ay, = — 4,

Yo ==y COSF,

worin y, die richtige und y die berechnete Biegungsordinate darstellt, 128t
sich das entsprechende Fehlerverhiltnis w in der Form

w = 100(1 - cos I)

ermitteln. Rechnen wir mit der groBten Durchbiegung in der Mitte y,= 0,001/
und nehmen wir einen parabelférmigen Verlauf der symmetrischen Biege-
linie an, so folgt fiir die Endtangenten

tg o — 4 Xl — 0,0040, cos ¢ = 0,999992 .

Wird die provisorische Abstiitzung in einem der Auflagerpunkte (statt
in der Mitte) gewaihlt, so werden wir sogar in diesem ungiinstigsten Falle
nur eine sehr unbedeutende FehlergréBe vom Werte

w = 0,0008 %
bekommen.

Bei Ermittlung der Biegungsdifferenz in irgendeinem Felde diirfen die .
Einfliisse von einzelnen Fachwerkstiben ganz beliebig kombiniert werden.
Es ist aber vorteilhaft, die Einfliisse des eigentlichen Feldes und rechts von
diesem Felde liegender Stibe getrennt zu untersuchen. Bedeutet ds den Ein-
fluB eines Stabes im betrachteten Fachwerkfelde auf die Biegungsdifferenz
in demselben Felde, so gilt fiir den eigentlichen Feldeinfluf}

14,;222()‘5,

worini das Summenzeichen sich iiber samtliche Feldstibe erstreckt. Ist ferner
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A” der EinfluB eines rechts vom betrachteten Felde liegenden Feldes, so
ergibt sich

Ap = A, + 234" (7)
m+1

Werden samtliche Fachwerkfelder geometrisch gleichartig gestaltet (wie
es in der Regel der Fall ist), so erhilt man einen gleichen, bzw. einen dhn-
lichen Ausdruck fiir alle 4. Bei numerischer L(‘jsung geniigt es daher, nur die
betreffenden GréBen (immer im Bereich eines einzigen Feldes) in diesen
Ausdruck einzusetzen. Was den Wert 4”7 anbetrifft, sei auf das folgende
hingewiesen:

Jedes geometrisch und gleichzeitig statisch bestimmte Fachwerksystem
enthidlt nur notwendige Stibe und verliert seine geometrische Bestimmt-
heit, falls einer der Stibe weggelassen wird. Handelt es sich nur um die
Verlangerung eines Stabes, hat diese eine unelastische Forménderung des
ganzen Fachwerkes zur Folge Bei dem Dreiecksystem ist diese Forminde-
rung nur auf das betreffende Feld begrenzt, wihrend sich die beiden durch
dieses Feld verbundenen Fachwerkteile als starre Scheiben verhalten. Die
Biegelinie im Bereich eines_jeden solchen Teiles ist also eine Gerade, deren
Neigung von der Waagerechten unmittelbar die Biegungsdifferenz in zwei
benachbarten Knotenpunkten ergibt; bei gleichbleibender Feldweite sind
simtliche Differenzen gegenseitig gleich. Bedeutet ¢’s den Einflul eines
Stabes im gegebenen Felde auf die Durchbiegung links liegender Felder,
so folgt

A" = 2 d's.

Da wir auch fiir 4”7 in der Regel einen dhnlichen Ausdruck in sdmtlichen
Feldern erhalten werden, besteht die Ermittlung der 4”-Werte in einer ein-
fachen Einsetzung numerischer GroBen in die abgeleitete Formel (wieder
im Bereich nur eines einzigen Feldes).

Das beschriebene Rechnungsverfahren ist in Fig. 7 dargestellt. Be-
ginnen wir mit dem unmittelbar bei der provisorischen Abstiitzung liegenden
Felde 4, so hiangt die Biegungsdifferenz in den Knoten 3 und 4 lediglich von
den Staben in diesem Felde ab, also

45 = 0, Ay, = 44 .

Infolge der Formianderung des Fachwerkfeldes 4 verdreht sich der un-
verformte Fachwerkteil links vom Knotenpunkte 3 in eine neue Lage 3'—3”.
Bei gleichbleibender Knotenpunktentfernung ergibt sich im Felde 3:

Ay = A + AL

Betrachten wir weiter das Feld 2, so tritt auBer dem schon festgestellten
EinfluB des Feldes 4 noch der ForminderungseinfluB 435 des Feldes 3
hinzu, sodaB die Lage des starren Fachwerkteiles links vom Knotenpunkte 2
durch die Gerade 2’'—2” gegeben ist (Fig. 7). Der ganze Biegungsunterschied
im Felde 2 betrigt dann

Ay = A3 + 43 + 44
und ebenso im Felde 1:
Ay = A+ 45 + 45 + 4.

Bei der Berechnung der Biegungsdifferenz in jedem nachfolgenden Felde
dndert sich also im betreffenden Ausdrucke nur das erste Glied 4’ und
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es tritt ein neues Glied 4” hinzu. Die Benutzung der Formel (7) ermog-
licht infolgedessen eine weitere zweckmaBige Gliederung der Rechnung, die
durch Wiederholung eines einfachen rechnerischen Verfahrens rasch zu End-
ergebnissen fithrt. Dieser Rechnungsgang bleibt auch bei ungleichen Feld-
weiten ohne Anderung; es sind nur die ermittelten partiellen Differenzen
A" im betreffenden Verhiltnis zu reduzieren. Die abgeleiteten Formeln
gelten auch fiir diejenigen Fachwerke, die anders als ein Dreiecksystem ge-
staltet sind; in solchen Fillen kann das Differenzenrechnungsverfahren sogar
eine besondere Vereinfachung bieten (s. unten angefithrte Anwendungs-
beispiele).

-

Fig. 8

Fiir die Berechnung des in Fig. 2 gezeichneten Fachwerkes wurden die
Hilfsverschiebungspliane benutzt. Es modge nunmehr gezeigt werden, daf
die Losung auf einer ganz allgemeinen Grundlage entwickelt werden kann.
Sind & und &” die Spannkrifte in irgendeinem Stabe, die durch die in den
Knoten m bzw. m—1 angreifende Belastung P =1 hervorgerufen wird, so
gilt die Beziehung zwischen der Stabverlingerung 4s und den zugehorigen
Durchbiegungen y in den Knotenpunkten m und m—1:

Im = S8 - 4ds, Ymo1 = S - 4ds.
Daraus folgt
Im — Vm1 = (S’ - S") ds
oder
Im—Yma1 = (m — ma)ds =4y -4ds, (8)

wo Ay =mn, — n,—,; den Unterschied der EinfluBlinienordinaten in den be-
trachteten Knotenpunkten bedeutet. Auf Grund der Gl. (8) kann man also
den EinfluB einzelner Stabverlingerungen auf die Biegungsdifferenz in ir-
gendeinem Fachwerkfelde aus der EinfluBlinie der zugehérigen Stabkraft
unmittelbar bestimmen.

Bei frei aufliegenden Dreiecksystemen besteht die EinfluBlinie jeder
Stabkraft bekanntlich aus zwei Geraden, zwischen denen eine weitere
Gerade im betreffenden Felde eingelegt wird ( Fig. 8). Der rechten Ein-
fluBgeraden m’b entspricht die Wirkung der veranderlichen Auflagerkraft
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A, die linke EinfluBgerade o', m’—1 driickt den EinfluB der beweglichen
Lasteinheit P aus; die Ordinaten sind dabei von der SchluBlinie «’b zu
messen. Bei der provisorischen Abstiitzung fallt die Wirkung der .linken
Auflagerkraft A weg, und die Ordinaten der EinfluBlinie miissen zur SchluB3-
geraden «b bezogen werden; ihr Vorzeichen entspricht dann der Wirkung der
Lasteinheit P, womit auch das Vorzeichen des Unterschiedes 4% in Gl. (8)
gegeben ist.

Den EinfluB eines Stabes auf die Biegungsdifferenz in demselben Felde
eines Dreiecksystems kann man also auf die einfache Form ’bringen

0s = (pm — tm1) s = — 1 - As. 9)

Fiir den ForminderungseinfluB eines Stabes auf die links gelegenen
Felder gilt in diesem Falle

s =(p—pa)ds = Ay - ds, (10)
sodaf} fiir alle Stibe in demselben Felde sich ergibt
Ap = 20s = —Zppa-4ds, (9
Ap=20s= Ay, -4ds, (10)
oder
Ap = —Zqma-Ads + 24y - 4As, (11)
m+1

worin sich die Summenzeichen ohne Angabe von Grenzen stets iiber simt-
liche Stabe in einem Felde erstrecken.

Um die Biegelinie handelt es sich in der Regel nur dann, wenn die
eigentliche statische Berechnung bereits durchgefiihrt ist; bei Benutzung der
Gl. (11) darf daher damit gerechnet werden, daB die notwendlgen EinfluB-
linien schon bekannt sind und nicht gesondert ermittelt werden miissen.
Fiir die einzelnen Stabarten im Dreieckausfachungssystem (bzw. auch in
anderen iiblichen Tragsystemen) lassen sich die Werte ds, &’s schon von
vornherein in allgemeiner Form darstellen.

Unter Voraussetzung einer provisorischen Abstiitzung sollen fernerhin
die folgenden Bezeichnungen eingefiithrt werden:

Om die Linge des im Felde m liegenden Obergurtstabes,

U, die Linge des im Felde m liegenden Untergurtstabes,

dm (em) die Linge der im Felde m liegenden und links (rechts) aufsteigenden
Strebe,

Vi die Standerlinge, bzw. die Trigerhohe im Knotenpunkte m,

As die Verldngerung eines Stabes von urspriinglicher Linge s,

Omy Uny, D, Em, Vi die Stibe (bzw. die Stabkrifte), deren Lingen mit gleichen
kleinen Buchstaben bezeichnet sind,

B der Neigungswinkel von o, gegen die Waagerechte,
y der Neigungswinkel von z, gegen die Waagerechte,
Vi die gleichbleibende Knotenpunktentfernung.

AuBerdem bezeichnen wir mit:

S, } den Forménderungseinfluf eines Stabes auf die Durchblegung des
05y Ober|Untergurtes in demselben Felde,

d’sol den Forminderungsecinfluf eines Stabes auf die Durchbiegung des
0'Sy Ober/Untergurtes links vom betrachteten Felde.
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A. Die Gurtstibe in einem Stinderfachwerke.
Fiir die Gurtstibe eines Stdnderfachwerkes gilt bekanntlich:

— 0 = U= M ,
rS
wo M, das auf den betreffenden Momentenpunkt bezogene Moment und s
den zugehorigen Hebelarm der dufleren Krifte bedeutet. Mit Riicksicht auf
die Fig. 9 erhilt man fiir die EinfluBlinien

2,0 —

) = W= (a)

Fig. 9

Bei den Stinderfachwerken besteht kein Unterschied im Formanderungs-
einfluf eines Gurtstabes auf die Durchbiegung der Ober- und Untergurt-
knoten, die auf derselben Lotrechten liegen. Im Felde mit einer link s stei-
genden Strebe (Fig. 9a) erhidlt man fiir den EinfluB der Obergurtstibe

v = vm, Mg=1~5~ AM; =1,

Pl =— — — 5 = 5T T n=— Pt T e e T S e
Vs COS f3 ¥s COS [ Vm vs COS 3 v COS 3 Um
und daher
O’H'L
do =—rnma-dom = — dop 7 ]
nt
(12)
7 Om
Vo =4y A0, = — do, —.
Um

Fiir den EinfluB der Untergurtstibe wird ahnlich entwickelt (Fig. 9b):
Vs =— Um1, Ms = 0; AM; = /oy

dJu = 0, l
13
Vu = Auy l (13)
Upi—1
Bei Paralleltrigern (0"' =" g oe) gilt schlieBlich
Um Um-1
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0o = 0o = Aoy - tga, - (12
du =0, } 13
d’u:AUnl'tga ( )

Im Felde mit einer rechts steigenden Strebe ist v; = v,,_, fiir die Ober-
und v; = v, fir die Untergurtstibe einzusetzen; es geniigt also nur die Be-
zeichnung der Gurte, wie auch die diesbeziiglichen Vorzeichen in den ab-
geleiteten Formeln zu vertauschen. Dann folgt:

do =0,
14
()'IOZ_Ao’n_g&’ l ( )
Tm-1
' ; iy -5
()u prmat ()’ll == All',u T T . (15)
Um
Bei Paralleltrigern mit rechtssteigenden Streben <vo~'“= = f@fﬁ'; = tg a>
m—1 ‘m
ergibt sich einfach
b0 =0, } 14)
0’0 = —Adoy - tga (
du = 0du = Aduy tga. (15')

Wie erwihnt, gelten die angefiihrten Formeln 12—15’ fiir die Durch-
biegung des oberen sowie auch des unteren Trigergurtes.

B. Die Guristibe in einem Strebenfachwerke.

Obwohl die Formel (a) in diesem Falle ohne Anderung bleibt, mu8 man
die Untersuchung fiir einen jeden der beiden Gurte getrennt durchfithren, da
der Verlauf der entsprechenden EinfluBlinie von der Lage des belasteten
Gurtes abhangt.

Fig. 10

Fiir den EinfluB des Obergurtes (Fig. 10a) gilt
Vs = Um, AMS = 4 .
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In den Knoten m’—1, m’ ergibt sich die Durchbiegungsdifferenz (Ms:_i):

2
v . A L A — Om
S — Ap = — ™
M D oM COSP 2 / m
und ebenso in den Knoten m —1, m (M;= —1):
SR dy =
= U COS B ty 7 Um
Daraus folgt
, o
00p = — don 5,
m (16)
0
()’00 == “—AO/'nﬂ ]
T'm
Vo o N Om
LOu—dOu——AOnl—. (17)

Tm

Durch Vertauschen der Vorzeichen und der Bezeichnung von Gurten
erhdlt man fiir den EinfluB der Untergurtstébe

Uy

du, = dupy = Auy ——, (18)

Um

du, = Auy, 2”;" , ]

m

(19)

O uy = Auy, “n J

Um
oder fiir den Paralleltriger:

do, = — Aoy tgea, l (16)

0'0p = —24optg e, |
Ou, = Vup =24uptga, (18"
do, = 00y = —24optga, (17)
du, = duptga, (19)

Vuy=24u,tga.

Dabei wird angenommen, daB die Knotenpunkte in den beiden Gurten
um eine halbe Feldweite versetzt sind.

C. Die Streben in einem Stinderfachwerke.

Die EinfluBlinie einer links steigenden Strebe ist hier durch die Formel
d —— 1 (Mm Mm_l) (b)

= —
sina
gegeben, wo « einen (in jedem Felde allgemein anderen) Neigungswinkel
der Strebe mit der Lotrechten bedeutet.

Um Um-
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Fir die beiden Gurte gilt gleichzéitig My=—"i, M, =0, AM =],
sodall

, . A . dy,
ey = —— =
m vm SiNa Vm
A Um-1—Um __ dm Om ) - Om
) = o &= — = tm-1 ",
Sl ¢ Um Um—1 Um  Om-1 VUm-1
worin ¢, = v, —v,_4 und daraus
s
0d = Ad, =,
Um
4 i (20)
m
Od = — Ady, T - -
Vi VUm-1

Durch Vertauschen der Vorzeichen findet man fiir eine rechtssteigende
Strebe

aesz%?z ']

" (21)
Se = dey em  Om ) I

Um  Um-1
Bei Paralleltrigern ergibt sich einfach
sa = An §d =0, (20)
coSa
ge=—_4dm 5, _0. (21')
COos

D. Der ForminderungseinfluB von Stindern.
1. Zwischenliegende Stinder.

Zum Unterschied von Streben und Gurtstiben bilden die zwischenlie-
genden Stinder einen gemeinsamen Teil der beiden benachbarten Felder
und lassen sich daher sowohl zum linken als auch zum rechten Felde be-
ziehen. Der Einheitlichkeit wegen betrachten wir in jedem Felde nur den-
jenigen Stinder, dessen FormianderungseinfluB sich bis zum rechten Feld-
knoten erstreckt.
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Handelt es sich um die Durchbiegung des Unter.gurtes im Felde mit
einer linkssteigenden Strebe, so kommt demgemil nur der linke Stinder
V,,_, in Betracht. Die entsprechende EinfluBlinie hat eine dhnliche Form wie
fiir die Strebe D, (Fig.11) und 148t sich durch die Formel

. 1 U
= i My1 — '—*Mm) (c)
m TUm-1
ausdriicken. Setzen wir M,,_; =0, M,,= — 4 und AM = 1 ein, so ergibt sich
Vm — Vm-1
Tme1 =1, Ay = ———
Um-1
oder mit 0” = vy, — vy1
0vy = — Aoy l

” L 22
é"Uu =4 VUm-1 Em_ . ] ( )
Um-1

Bei Tragern mit einem geraden Obergurt gilt vy, =vy, 0y =0m=Vm—Vm_1;
ebenso ist fiir einen geraden Untergurt ¢, = 0pm_1 = vy 1— Vp_2 -
Wird die Durchbiegung des Ob er gurtes ermittelt, so geniigt es, nur

den rechten Stander V, (anstatt V, ) in einem Felde zu betrachten (Fig.
11a), sodaB man aus der betreffenden Formel

1 . /U‘;n—l
A Um
und nach Einsetzen ¢,,_1 =— v, — vy_1 erhilt
, o
\ m—
() 00 = — A 7Jm R B ] ]
Um
, (23)
. 11
v, = Awvy, Om J
Um
Bei einem geraden Untergurt darf man schreiben ¢y,_1 = ¢,, = vty —vy._1,

bei einem geraden Obergurt gilt 0,1 = Omi1 = Vmy1 — T -

Im Felde mit einer rechtssteigenden Strebe (Fig. 11b) ist nur der Stander
V., (V) zu beriicksichtigen, wenn es sich um die Durchbiegung des oberen
(unteren) Gurtes handelt.

Fiir V,_, ergibt sich

N 1 VU
y= = (Mm — M1 fln*) (e)
A ' Umi-1
und daher

dvo = Awy_1,
o, 24

()’vo — A Vm1 <m , ( )
Um-1

WO O = ¥y, — Um-1. Flir einen geraden Untergurt gilt ¢, = vy —vm_1 = 04,
bei einem geraden Obergurt ist ¢}, = vy 1 — vy 2 = 011"
Auf dieselbe Weise findet man fiir den Stinder V,,:
1

: A Uma
= (Mm L - Mm—l) (f)
A (370



364 N. Zeleny

und schlieBlich mit der Bezeichnung ¢m_1 = vy —- U1
) VUm-1 .
dv, = duy, b"’y ]
m
(25)

] m—1
vy = — Avg 2 l

Tm

worin bei einem geraden Obergurt e¢p-1 = ¢, und bei einem geraden Un-
tergurt ¢n.1 = omy1 einzusetzen ist.

/ P Bm m
a) Vi
m-2
m- _‘,;,7‘
d RS B

Fig. 12

Bei Paralleltrigern sind simtliche Biegungsdifferenzen ¢v gieich Null.
Infolgedessen ist der FormanderungseinfluB von Stindern nur auf das be-
treffende Feld begrenzt; bei linkssteigenden Streben ergibt sich (vgl. Fig. 2)

dvy, = — Ay ’

260
(j?)o = —A'Un;, ( . )
bzw. bei rechtssteigenden Streben
()\ Uy — A Um y l
27)
[ (

()\ Vo = A Um—1 -

Hat ein Fachwerk Streben von wechselnder Neigung, so gilt fiir die
Stianderspannkraft

Mm_l
V’mwl —

Um-1

(tg Bma — tg /))m) — Py, (g)

wenn die beiden Streben in einem unteren Knotenpunkte und
Mm-l

Um-

(tg Ym-1 — tg Q’m) + Py, (h)

Vm_l _

wenn diese in einem oberen Knotenpunkte angeschlossen sind.

Der Winkel g ist positiv, wenn der Obergurt nach rechts steigt; den
Winkel y nehmen wir dhnlich als positiv an, wenn der Untergurt nach rechts
sinkt. P, ist dabei die in einem Knotenpunkte m—1 angreifende Last-
kraft. Zum Unterschied vom Dreiecksystem darf man im vorliegenden Falle
immer nur den ForminderungseinfluB des linken Stinders erwigen. Zu-
nachst betrachten wir das Feld mit einer rechtssteigenden Strebe (Fig. 12a).
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Wird die Durchbiegung des Untergurtes gesucht, so gilt P, ;=0 und
es folgt aus Gl. (g)
dv, =0,
A 28
0'vy = Ay (tgﬂm l—tgp’m)_ ( )

VUm-1

Hat das Fachwerk einen waagerechten Untergurt, so kann man einfach
schreiben
Om-1— Om
Um-1

vy = Adwvp 1

worin Om-1 — A tg Bm_1 = V-1 — vpy_2 und om =4 tgfm =v — vy ist.

Unter der Bedingung §,, ; = ,, oder f,,_; = B,,= 0 (beim waagerechten
Obergurt) bleibt der Stinder V, ; immer spannungslos (da die Belastung
am Untergurt wirkt), sodaB

ovy = dv, = 0.

Handelt es sich um die Durchbiegung eines Ob er gurtes, so ersieht
man aus Fig. 12a, daB der ForménderungseinfluB des Stinders V,, , im Felde
m—2, m—1 ein anderer ist, als in den iibrigen links liegenden Feldern.

Greift die iber den Tréger wandernde Lasteinheit im Knotenpunkte
m—--1 an, so gilt P,, ;= 1, M,,_; =0 und damit

Pm-1 = —- 1 ;

fiir die Lasteinheit im Knotenpunkte m —2 ist P,,_; =0, M,,_, — — 7, sodaB

Mm2 =—

V1 (tg B — 12 Bm);

der Verschiebung der Last P=1 um eine Feldweite 1 entspricht AM = 4,
und weil P, _, =0 ist, findet man schlie8lich

4 n=-_—" (tg ﬂm 1 tg /))m) = Um-2.
Vm-1

Wird der FormianderungseinfluB des Stinders V, _; im Felde m—2,
m—1 durch 6”v bezeichnet, so folgt

0vy = Avy ’ A
0'v, = 4 Um-1 (tg /))m—l — tg ﬁfm) 1 (29)
0"y = — 0v, + dv,.

Bei einem waagerechten Untergurt 1aBt sich die Abkiirzung

(tg ﬂm_l L tg ﬁm) Qm—l — Om

vm—l Vm-1

einfithren; sonst bleiben die Formeln (29) ohne Anderung. Fir 8, = fn
bzw. /3—0 (falls der Obergurt waagerecht ist) ergibt sich einfach

0ve = Advp_1, dv, =0, 0"v, = — Avpy_1. (29"

Wenn das betrachtete Feld eine linkssteigende Strebe hat, so gehen
die betreffenden Ergebnisse auf gleiche Weise aus der Gl. (h) hervor.
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Fiir die Durchbiegung eines O b e r gurtes im Felde m —1, m erhilt man

dv, = 0,
A
0'vy, = — Adwvya (tg Ym-1 — tg 7171) — . | (30)
Um-1
Unter der Bedingung y,,_; =y, oder y =0 ist der Stinder V,_ , span-
nungslos, sodaB

dv, = d'v, = 0;
N o
fiir = 0 gilt wie frither (tg y,n—y —tg¥m) . Qm“; ®"  Fiir den Form-
m—1 m-1

anderungseinfluB des Stinders V,,_; auf die Durchbiegung eines Unter-
gurtes erhalt man

dvy, = — 4 Um-1y
\ A
vy = — Aoy a (tg 7/m-1— tg D’m) Ot ’ (31)
m--
P d”vu = (5"0,; - ()‘vu,

oder fiir v,y = ypu:
dv, = — Advy_q, v, =0, 0"vy, = Avpy_t. (31"
In den Paralleltrigern mit Streben von wechselnder Neigung verhal-
ten sich die Stinder wie Hilfsstibe, da ihr FormanderungseinfluB nur auf

das betreffende Feld im Hauptsystem begrenzt wird. Man findet dem-
gemaB in einem Hilfsknoten (wo keine Streben angeschlossen sind):

6'00 S d"vo = A?Jm_l ’ d'?}o == 0, }
dvy, = —10"v,=—Avp.1, v, = 0.

(dasselbe Ergebnis folgt auch aus den GIl. (28)—(31), wenn =0, y=0
eingesetzt wird).

(32)

l1. Die Stinder in der provisorischen Abstiitzung.

Wie bereits erwiahnt wurde, nehmen wir bei der provisorischen Ab-
stiitzung an, daB einer von den Stidben seine anfingliche Lage auch nach der
Formanderung des Fachwerkes beibehdlt. Bei Stinderfachwerken wird diese
Bedingung in der Regel auf den mittleren Stinder bezogen, der sich also
wie der Auflagerstinder mit einer einseitigen Strebe verhilt. Der entspre-
chende Forménderungseinflufl 148t sich auf dieselbe Art wie bei den andern
Stiben (d.h. mit Hilfe der zugehorigen EinfluBlinie) feststellen. Um den
richtigen Zusammenhang zwischen der urspriinglichen und provisorischen
Abstiitzung zu erhalten, ist die neue verschiebbare Lagerung in jenem Knoten
zu wihlen, wo keine Strebe angeschlossen ist. Fiir die EinfluBlinie des
Stinders gelten dann die frither abgeleiteten Formeln (28)—(32), worin
fn=10 oder y, =0 (der Strebenneigung nach) einzusetzen ist. Die in der
Praxis groBtenteils vorkommenden Fachwerkstrager haben wenigstens einen
geraden Gurt; in dem Falle werden die Formeln noch weiter vereinfacht.

Hat ein Fachwerk einen waagerechten Untergurt (y,—q =ym»=0), so
findet man im Felde mit einer linkssteigenden Strebe (g, = 0) fiir die Durch-
biegung des Untergurtes (Fig. 13a):
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. o —1
Ova = vy = Avyg 2 (33)
Um-1
und desgleichen
‘ Om-1 Vmpm—2
0v, = Ay — Advy g = — Aoy
Um-1 Um—1 (34)
0o = Avyy g 201
V-1

fiir die Durchbiegung des O b er gurtes. Im Felde mit einer rechtssteigenden
Strebe gilt (Fig. 13b):
Svy = Aoy_q, ¥v, =0, ~ (35)
dv, = 0v, = 0. }

(36)

Fiir die Fachwerke mit einem waagerechten Obergurt folgen die zu-
gehorigen Ergebnisse durch Vertauschen der Vorzeichen und der Bezeich-
nungen der zugehorigen QGurte und Streben in den Formeln (33)—(36):

0v, = v, = — Aoy Q1 , (33)
VUm-1
= a2,
et (34')
0'vy = Avy Qm-1 . l
Um-1
Im Felde mit einer linkssteigenden Strebe ist
0vg = — Avy 1, d"ve =0, (35)
dv, = d'v, = 0. (36)
Bei Paralleltragern bekommt man schlieBlich
0vy = — dvy_y, Ovy = Advyq,

wo der FormanderungseinfluB év nur auf den verschiebbaren Auflagerknoten
bezogen wird.
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ll]. Die Endstinder.

Bei der provisorischen Abstiitzung hat der Endstinder (d.h. der Auf-
lagerstinder in dem urspriinglichen Fachwerksystem) keinen EinfluB auf
die Forminderung siamtlicher rechts liegender Felder. Die Verlingerung des
Endstinders wird nur im Endfelde und zwar in seinem linken Knoten ohne
Strebenanschlufl zur Geltung kommen; man erhilt

ov = + Adv,

wo das Vorzeichen - dem oberen und — dem unteren Gurte entspricht.

E. Die Fullstabe in einem Strebenfachwerke.

Da hier dieselben Formeln wie in einem Stinderfachwerk gelten (Gl. b),
kann die ausfithrliche Untersuchung weggelassen werden; es ist aber darauf
zu achten, daB die Knoten im oberen und im unteren Gurte um eine halbe
Feldweite versetzt sind.

Fig. 14

Betrachten wir zuerst den FormanderungseinfluB einer linkssteigenden
Strebe auf die Durchbiegung eines Unter gurtes, so ergibt sich mit Riick-
sicht auf Fig. 14a:

201 — Ui

d‘du — dvm T T (37)
U1 Umer
ul‘ld ’
6,du _ — 2 d/,n Q?" A d',n y (37’)
VUVm-1Vpr
WO 9y = Umr_y — Upm_4.

Ebenso erhidlt man den Forminderungseinflu einer Strebe auf die
Durchbiegung eines Ob e r gurtes:

D fg, (38)

vmr

od, =

Ody = —2dy — " Ad,, (38))

VUm—1 Vs

wo wie frither ¢’y =v,,, —v,,_; einzusetzen ist.
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Bei Paralleltrigern gilt fiir beide Gurte:
Ad,
cosa’

Im Felde mit einer rechtssteigenden Strebe (Fig.14b) geniigt es, wieder
nur das Vorzeichen und die zugehorige Bezeichnung von Gurten in den an-
gefithrten Formeln zu vertauschen. Es folgt dann

§d =0. (39)

o e”t
Jey = —— dey (40)
Vinr
0,
m
(S,eu == 2 enl - T A e',n y (40’)
Um—~1 Omr
Y 2Vm1 — Ve A 41
de, = — ey . €m 41)
Um-1 Omr
Q,
Y m .
d’eo == 2 em A Cm (4] ')
VUmi—1 Onr

und fiir die beiden Gurte eines Paralleltrigers:

de = — , de = 0. (42)

o
b

X

4

——————— ey

Fig. 16

Die Berechnung eines Strebenfachwerkes 1Bt sich auf dieselbe Weise
wie bei einem Stinderfachwerk durchfiihren, wenn wir uns die provisorische
Abstiitzung auf der in irgendeinem Knotenpunkte gelegenen Lotrechten
denken. Im Schnittpunkt dieser Lotrechten mit dem gegeniiberliegenden
Gurte nehmen wir eine gelenkartige Stabverbindung an; die Verlingerung
des durchschnittlichen Gurtstabes ist dabei im Verhaltnis zu seiner ver-
kiirzten Linge zu vermindern. In Wirklichkeit bleibt die Entfernung 00’
nicht ungeiandert, da aber die Stabverdrehungen insgesamt durch lineare Ver-
schiebung der freien Stabenden ersetzt sind, hingt die Formanderung eines
Fachwerksystems nicht von den Stablingen, sondern von den Stabverliange-
rungen ab; die vorausgesetzte Stiitzungsart hat daher keinen EinfluB auf
die Genauigkeit der Berechnung (wie frither erwihnt, entspricht diese An-
niherung dem Weglassen von unendlich kleinen GrSRfen hoherer Ordaung).

Uber den Geltungsbereich der abgeleiteten Formeln (12)—(42) sei fol-
gendes festgestellt:

Die Entwicklung des Verfahrens beruht auf dem allgemeinen Gesetze der
virtuellen Verschiebungen

2P -dp = 28-4s,

Abhandlungen VII 2
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wo As willkiirliche Stabverlingerungen bedeuten. Da diese Verlingerungen
als zum: voraus gegebene Werte in die Formeln (12) — (42) eingefiihrt werd\en,
ist die Giiltigkeit der Formeln in dieser Hinsicht kemeswegs begrenzt; sie
diirfen also bei beliebiger Abstiitzung und Belastung eines Fachwerkes
beniitzt werden. Die Senkungen 4p sind aus der fiir freie Auflagerung und
lotrechte Belastung geltenden EinfluBlinien abgeleitet; falls diese Bedin-
gungen nicht erfiillt sind, miissen die Ergebnisse auf die entsprechende Weise
berichtigt, bzw. geandert werden.

In der Praxis wird die Durchbiegung eines Fachwerkes meistens fiir
jeden Gurt gesondert ermittelt. Bei dem unmittelbar abgestiitzten Gurte
ist die SchluBlinie der Biegungsordinaten von vornherein durch die feste
Lage der Endknoten bestimmt (etwaige Auflagersenkungen sind getrennt
zu betrachten, da sie mit der Forminderung des Tridgers nicht unmittel-
bar zusammenhingen). Bei einem nicht direkt abgestiitzten Gurte mit dem
Auflagerstander gilt im Endknoten

yo = duq.

Ein Strebenfachwerk ohne Endstinder 1aBt sich mit dem Stabdreieck
aol ergianzen, und danach wird die Biegungsdifferenz im Endknoten des
freien Gurtes aus Gl. (7) ermittelt, worin dv, = 40, = 0 einzusetzen ist. Will
man die Durchbiegung eines Strebenfachwerkes mit einer gemeinsamen
Biegelinie fiir simtliche Knoten ausdriicken, ist es vorteilhaft, die Losung
auf die Forminderung nur eines Gurtes zuriickzufiihren. Es geniigt dazu den
spannungslosen Hilfsstinder in jeden Knotenpunkt einzulegen (Fig. 17) und
dann die Biegelinie fiir einen beliebigen Gurt des Ersatzfachwerkes zu be-
stimmen.

S E—— . . -

H

: s I,

Fig. 17

In Tab. II sind die Werte 4’, 4”7, wie auch die gesamten Biegungsdif-
ferenzen A4 fiir einige Arten der iiblichen Paralleliriger formelmiBig zu-
sammengestellt. Aus dieser Tabelle ersieht man, daB die Werte 4’ bei Drei-
ecksystemen in samtlichen Feldern gleich groB sind; in den Fachwerken mit
Hilfsstandern unterscheiden sich aber diese Werte, je nachdem das betref-
fende Feld eine links- oder rechtssteigende Strebe hat. Bei allen Stinder-
fachwerken gilt derselbe Ausdruck fiir die Differenzen 4”; bei Strebenfach-
werken sind diese Differenzen doppelt so groB.

In der Spalte 5 sind die gesamten Biegungsdifferenzen 4 angegeben
Die Summenzeichen 2 werden auf alle rechts gelegenen Felder bezogen;
deswegen sind die oberen, durch die provisorische Abstiitzung bestimmten
Grenzen weggelassen und nur die unteren Grenzen bezeichnet. Da die Dif-
ferenzen 4 eine sehr einfache allgemeine Form haben, lassen sie sich un-
mittelbar (d.h. ohne vorhergehende Ermittlung der Werte A4’, 4”) errechnen.

Tab. III ist fur einige Fachwerktriger mit einem gekriimmten Gurte
ausgearbeitet. Da die unmittelbare Ermittlung der gesamten Differenzen A
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in diesem Falle ziemlich kompliziert wire, sind in der Tabelle nur die Werte
A’y A” fir den EinfluB einzelner Felder angegeben. Auf gleiche Weise kénn-
ten dic einschlidgigen Formeln auch fiir andere Fachwerksysteme (mit beiden
gekriimmten Gurten usw.) abgeleitet werden, die hier des Platzmangels
wegen nicht angefiihrt sind. Bei Benutzung der Tabellen II und 111 sind die
Stabverlingerungen mit dem betreffenden Vorzeichen (+ bei gezogenen,
— bei gedriickten Stiben) einzusetzen; bei ungleichen Feldern sind die in
den Tabellen angegebenen Biegungsdifferenzen im Verhaltnis der beiden
betreffenden Feldweiten zu reduzieren.

Scm.‘_i__, Fem?
(417 4402 | 254 248

42 228
407 390 - 3, olo o 7 s
34U & > N N> %)
S 2 1R N2, e ¥n 8 9 < 0 .
NN, Joo N oy s o > ) .
E S &l X [0 ¥ 1 ) :CS W é
a D320 380 . 420 | 440 | 440 | 198} 180 | 147 94 150 ab
10 1 4 5 ' '
' 2000 2000

An dem Zahlenbeispiele in Tab. IV wird fiir den in Fig. 18 dargestell-
ten Fachwerktriger mit einem parabelférmigen Obergurt und ungleichen
Knotenentfernungen die praktische Anwendung der beschriebenen Methode
gezeigt. Es soll die EinfluBlinie fiir die Durchbiegung des Untergurt-
knotens 5 bestimmt werden (P = 100t). Die Stablingen und Querschnitts-
flachen sind in Fig. 18 angegeben; der Berechnung der Biegungsdifferenzen
ist der Elastizititsmodul £ = 2000 t/m2 zugrunde gelegt.

Nach der Tabelle III gilt:

0 d,
Am =230 =—4o Om ‘"l‘f‘Adm“ﬂ_“A@"m—l;

m m

Om

”

\ + A iUy tga A dﬂl »_Q.i_ _|_ A Vi1 Q?’Il_ .

Ap =20 = — Aoy —
Tin Uy COS @ Um-1

Die einzelnen Forminderungseinfliisse sind in den Spalten 6 und 7 be-
stimmt, wobei die Reihenfolge der Stibe derjenigen der Felder angepaBt ist;
die Biegungsdifferenzen 4’ und A4” lassen sich deswegen besonders bequem
errechnen. Fiir das Feld 3 erhilt man z. B.:

Edy = 8,148 + %(3,078 + 3,905 4 0,0362) = 14,934 tjm (Spalte 10),

Vs = 20 (12,762 + 14,325 + 14,034) = 2,10 cm (Spalte 11).
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Tab. IV. Durchbiegung des Trdgers nach Fig. 18. — Flexion élastique de la

poutre de la fig. 18. — Deflection of the girder in fig. 18.

1 2 | 3| 4 | s 6 70 8 | o | w | 1 | 12
93 g Y ' ‘\
I (Eds| Eo | EY | pa-gss| Ear- EZ‘(S’! EA | Ym | i
=% cm "’mé t ] t/m t/m | cm J cm
U | o 0 0
0, | -46/-1,25 |-1,160
11320 p' | 55 1’80 | 20002 3,862 12,762 | 0,638 | 0,630
V, | -50|-0,61 |-0,610
U, | 44| 1,78? — | 1,843
O, | -80|-1,65 | -1,408 1,408
2 | 380 | p 47] 2:79’ 3217| 0708 5825 2,070 |14,325| 1,35 | 1,34
Vi | -34-1,20 | -1,200 -0,383 | |
Us | 17 2,20} — | 2,017 }
O, |-108|-2,01 |-1,633|-1,633
31420 7 TN T3s | 4445 0631 | S48 2,608 14,934! 2,10 | 2,09
Ve | -33]-2,07 | 2,070 -0,411
U, | 107] 262 — | 2204 | |
O, |-139|-2,48 | -1,949 | -1,949 |
440 | bt 70 600 | 7a05| o352 13504 | 3078 17505 208 | 2,97
Ve | -33]-421 4,210 |-0,523
U, | 139] 300 | — | 2419 (
O, |-174|-3,02 |-2,312 | 2,312
5 1440 | 55 |7 11730 | 14028 | 0324| 22270 | 3,995 22,306 4,006 | 4,08
"V, | -38/-5930-5,930 | -0,411 |
6 | — | Vi | 10| 1,60 | 036 | — | 00362 | —  — | —
Mittelstinder — Poteau central — Middle upright: &v; = 4w, viqu*
5

1461

Auf dieselbe Art werden die Durchbiegungen auch in allen iibrigen
Knotenpunkten festgestellt. Die Ergebnisse der mit der Methode der ge-
dachten Krifte durchgefiihrten Vergleichsberechnung (BaZant, ,Die gra-
phische Statik, 1I, tschechisch, Prag 1921) enthilt die Spalte 12.

Ein weiteres Anwendungsbelsplel ist in der Tab. V berechnet, worin
die Ermittlung der Durchbiegung des Fachwerktrigers nach Fig. 10 durch
eine gemeinsame Biegelinie fiir die beiden Gurte durchgefiihrt ist. Die Er-
gebnisse der Methode der gedachten Krifte (H. MULLER-BRESLAU, ,,Die gra-
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Tab. V. Durchbiegung des Triagers nach Fig 19. — Flexion élastique de la
poutre de la fig. 19. — Deflection of the girder in fig. 19.

1l 2 | 3 | 4 | 5 | ¢ | 7 | s | 9o | 10
Feld Stab .y J
Travée | Barre 4s é o A A" A Ym Y
Panel Member mm B mm mm mm t mm
U 0,667 | 0,667 | 0,667
1 0O 0 0 0 1,926 — 7,848 7,848 7,9
i E, -0,890 -1,259 0
v, | 0667 | 0667 | 0,667
2 O, | -0,762 -0,762 -0,762 | 2,274 1,429 | 6,766 | 14,614 14,6
E, [ 1,069 1,512 0
U, | 0702 0702 | 0,702
3 O, -0,762 | -0,762 -0,762 | 1,606 | 1,464 | 4,725 | 19,339 194
E; -0,703 —-0,994 0
U, 0702 | 0,702 | 0,702
4 O, -0,800 -0,800 -0,800 | 2,059 | 1,502 3,586 | 22,925 22,9
E, 0,390 1,259 0
v, | oom1 | o121 | o721
5 O, | -0800 -0,800 -0,800 | 0,727 1,527 0,727 | 23,652 23,7
[ E, \‘ 0 0 0
de in ungeraden Feldern
du, tga — " dans les travées impaires
4 — dp. =0 g m COS " in odd panels
b= =4t =0, - 4d, in geraden Feldern
-4 dans les travées paires
Omtg e+ CcOs @ in even pan‘éls
4, = (du,—4do,)tg«

phische Statik der Baukonstruktionen, I1. B., 1. Abt.) fiir dasselbe Fachwerk
sind in der letzten Spalte angegeben. Wie aus den beiden Tabellen 1V und V
ersichtlich ist, sind die festgestellten unbedeutenden Abweichungen zwischen
der Methode der gedachten Krifte und der Differenzenrechnungsmethode
ausschlieBlich infolge der Berechnung mit abgerundeten Zahlen entstanden.

Bei komplizierten Fachwerken, bei Fachwerken von besonderer Art usw.
wire die Anwendung der Methode der gedachten Krafte ziemlich schwierig.
In solchen Fillen empfiehlt es sich in der Regel, das gegebene Tragsystem
auf ein dreieckformiges Ersatzsystem zu iiberfithren, das die gleiche Form-
anderung erleidet. Diese Rechnungsart bietet zwar eine bequemere Losung,
ist jedoch allgemein etwas zu umstindlich. Es 148t sich leicht zeigen,
daB die Differenzenrechnungsmethode auch hier sehr rasch und einfach zum
Ziele fithrt. Betrachten wir z. B. den in Fig. 20 dargestellten K-triger, so
gilt fiir die Gurtspannkrifte

My,
"'"Om:(jm: m1

v

und daher

A tg o tg «
7/311—2 —_ )/l;l'l*?? — Py — gT ’ 4 0= —4 77” - % ’ 7]?’1—1 = 77771-1 = O)

oder (fiir die Durchbiegung der beiden Gurte):
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do =0,
4
()‘,0 — tgza A 0'” ) ( 3)
du =0, , ,
ou = %g A Uy, . (44)
Fiir die Strebe ergibt sich desgleichen
1
Ufn—l = — 77%;_1 = ﬁ)@, 4 7 = A T?a' o O,
mithin :
od — Adn
" cosa (45)
0d =20,
de — — Adey,
COS « (46)
de = 0.

Die EinfluBlinien der Stinder (unter Voraussetzung einer provisorischen
Abstiitzung) sind in Fig. 20 dargestellt. Wird die Durchbiegung des Unter-
gurtes gesucht, so haben wir die beiden unteren Halbstinder und nur den
rechten oberen Halbstinder in jedem Felde zu betrachten. Fiir den EinfluB
samtlicher Stinder in einem Felde gilt also

20v+0ow) =3 (v, +Adwy) — Ay 47)
und ganz analog fiir die Durchbiegung des Ob er gurtes:
2(O0v+0w) = —3(dvy + Adwy) + Awyy . (48)

Damit ist die Wirkung von Stindern vollkommen erschopft, und es ist .
nicht mehr der EinfluB rechts gelegener Felder zu beriicksichtigen.
Die Spannkraft im Mittelstinder S ist durch die Formel

Py
S=+ 5
gegeben, worin P, die im Knotenpunkte » bzw. n’ angreifende Last bedeutet.
Es ist folglich

6Su:%, 0's, =0,
A
aso__—zf, &s, = 0.

Der Einheitlichkeit halber kann man den Mittelstinder in zwei Teile
zerlegen und seinen EinfluB in derselben Form wie bei zwischenliegenden
Stindern ausdriicken:

0sy = 2 (dvy + Adwy),

. (49)
0o = —4(dv,+ dwy).
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SchlieBlich gilt fiir den Untergurt des K-Tragers

, Addy — de,
Ay = % [—Wéos—a”‘u + (dvy + 4 Wm)] — Adwvya, } (50)
Ay = F(Muy—A0y) g
und ebenso fiir den Obergurt
, Ad,, — Ade, ‘
Ay = 3 l—?Z*()STﬁ' —(dvy, + 4 Wm)] 4+ Awy_1, l (51)

Ap = 3 (Auy—Adoy) tga.
Bei Anwendung der Methode der gedachten Kriafte miiBte die Berech-
nung mit Hilfe von Ersatzlasten erfolgen, die in diesem Falle die folgende

Form haben (s. H. MULLER-BREsLAU, ,,Die graphische Statik der Baukonstruk-
tionen‘, 11. B., 1. Abt.):

1
Wy, = ‘2"}: ("" 24vp 1+ dwy +34¢,, — 4 Wil — A Um+1) + ]

1 (52)

2Lcosa
(Bezeichnungen nach Fig. 20). Die Formel enthilt 11 Glieder, wogegen der

Ausdruck fiir 4’ nur 5, der Ausdruck fiir 4” sogar nur 2 Glieder hat (also ins-
gesamt 7 Glieder fiir ein Feld). Hatte man die Berechnung nach der Methode

1
(A dy —Ade, — 4 dm+1 — 4 €m+1) + v . (A Uy — 4 Om) [

A1
al ' ‘

5% (%)

i
t
[}
]

der gedachten Krafte durch Anwendung z.B. des in Fig. 21a dargestellten

Ersatzsystems von gleicher Forminderung vereinfachen wollen, so lieBen

sich die betreffenden Lasten aus der Formel

4 fm — 4 fm+1) Avy — Aoy ’
sin ¢’ + A (52)

1 ,
Wy — ;‘ (—“ Aoy + 4 Uy +

bestimmen.

Obwohl in diesem Falle die Gliederanzahl kleiner als in der Gleichung
(52) ist, muB man noch zwei Unbekannte A4j, und A4f,,; ermitteln.
LiBt man in den Knoten m’—1, m des Stabvierecks o, m, m’, m’'—1 zwei
Lasteinheiten P =1 wirken (Fig. 21b), die die Spannkrifte ¢ erzeugen, so
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ist die betreffende gegenseitige Verschiebung der Knoten m’—1, m durch
die bekannte Beziehung As’ = 2 oAs = Af, gegeben; dieser Rechnungsgang
sollte in jedem Felde wiederholt werden. Es ist daher klar, daB auch
in diesem Falle die Differenzenrechnungsmethode eine viel kiirzere und iiber-
sichtlichere Losung bietet.

Der Anzahl der bei der Methode der gedachten Krifte mit Verlinge-
rung eines Stabes verbundenen Ersatzlasten entspricht die Anzahl von Knick-
punkten der EinfluBlinie fiir die Spannkraft des betrachteten Stabes. Bei
jenen Fachwerksystemen, wo die EinfluBlinien der Stibe durch einen mehr-
fach geknickten Linienzug dargestellt sind (z. B. beim Rautentriager), ist
die Anwendung dieser Methode besonders unbequem, da die Anzahl der in
einem Knotenpunkte angreifenden Krafte ziemlich groB sein kann. Fiir den
Knotenpunkt 1 des in Fig. 22 angefiithrten Rautentrigers wire es z. B. notig,
insgesamt 21 Ersatzkrifte zu ermitteln. Die betreffenden Formeln wiirden
sich hier also noch komplizierter gestalten als bei dem friiher angefiihrten
K-Trager (Gl.52). Die Losung nach der Differenzenrechnungsmethode ist
aber auch fiir den Rautentriger ebenso rasch und klar, wie bei den ein-
fachen Dreieckfachwerken.

—hppdad 5 K

i

Fig. 22

Da die SchluBlinien bei der provisorischen Abstiitzung mit der rechten
EinfluBgeraden a& (bzw. mit der Geraden «’'%’ fiir den Mittelstinder S) im
urspriinglichen Tragwerksystem identisch sind (Fig. 22), kann man fiir die
Durchbiegung des Untergurtes unmittelbar schreiben:

S0y =0, duu:%Aum:Aumtga,
8dy = 0, Sey — — Aem
COS

oder nach Summierung:

Ay =30 = duytge — (53)

COoS «
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Fiir das Endhalbfeld 0—1 gilt

Jo = 6u=0, od — A4
2 cos «
(Ye::——w\4ﬂ—, dv = —A4dv, Jdw=4dw
2cosa
und daher _
' A d1 —_— Ael - ,
Ay = “Scosa Av fiir den Untergurt (53
. Ady—Ae i .,
bzw. A = ~—Scosa T Aw fiir den Obergurt. (53")

Wird der ForminderungseinfluB der Gurtstibe in dem links gelegenen
Fachwerkteil betrachtet, so gilt fiir alle Felder mit gerader Reihenfolge
(vom betreffenden Felde an gerechnet) é’o = 0, wogegen in allen ungeraden
Feldern ¢’z = 0 ist. Die Gurtstibe wirken also auf die links gelegenen Felder
abwechselnd ein (die Untergurtstibe nur in geraden, die Obergurtstibe nur
in ungeraden Feldern); die beiden Einfliisse unterscheiden sich dabei nur
durch das Vorzeichen:

0o = —24o0-tge,
du =24u - tgc.

Desgleichen ergibt sich fiir die Streben:

9= o
in ungeraden Feldern
, Ade
0e = ——
COS o
und
ram- 22,
in geraden Feldern.
. Ae
e — — ———
cosa

Fiir den Mittelstinder gilt
0's = —ds in ungeraden Feldern,
0's = Ads in geraden Feldern.

Auf Grund der durchgefiihrten Untersachung erhilt man schlieBlich in
ungeraden Feldern

Ay = —240p - tga + ddn + den

(54)

und auf gléiche Weise in geraden Feldern (vom betreffenden Felde an
gerechnet) :

Ap =244y - tga— —F— 7 (55)

In dem Endfelde 0—1 ist mit den halben Differenzen 4” zu rechnen;

sonst gelten die Formeln (54) und (55) ohne Anderung. Die Werte 4’, A”
fir die Durchbiegung des Obergurtes erhdlt man aus den abgeleiteten
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Tab, VL

0 = dotge,

U' = dutge,

Ad

D—=—, FE

COS o

=, ﬂ\\“N_G‘

K-Triger und Rautentriger. — Poutre K et poutre a losanges. -— K girders and diamond girders.

W = Adw.

1

2

S = Untergurt — Membrure inférieure
Lower chord

H = Obergurt — Membrure supérieure
Top chord

Tragwerksystem
Systeme
Supporting system

Stabbezeichnung
Désignation de la barre
Designation of members

m-—1

Dy, - Ep,
2 2

Vit W,

§(U'-0)
Win 1

1

S = Untergurt — Membrure inférieure
Lower chord

H = Obergurt — Membrure supérieure
Top chord

Tragwerksystem
Systeme
Supporting system

Fachwerkfeld — Travée
Frame panel

N‘: [ MAW\

—

gleiche Bezeichnung
méme désignation
same designation

(m, n resp. - or m!, n')

verschied. Bezeichnung
désignation différente
different designation

(m!, n resp. - or m, n')

or—1

2Un — (Dm + En)

— 204 + (Din + En)

Mittelstinder
Poteau central “ S
Middle upright

+ §

gleiche Bezeichnung
méme désignation
same designation

(m, n resp. - or m', n')

verschied. Bezeichnung
désignation différente
«ifferent designation

(m!, n resp. - or m, n')

—20m + (Dn + En)

2Un — (Dm + En)

0r—1

Mittelstinder
Poteau central “ S
Middle upright
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Formeln durch Vertauschen des Vorzeichens und der Bezeichnung der
zugehorigen Streben und Gurte; fiir die Biegungsdifferenz 4’, gilt die
Formel (53”).

Die allgemeinen Formeln fiir den K-Tréger, wie auch fiir den Rauten-
triger sind in der Tab. VI zusammengestellt. Die geraden und ungeraden
Felder des Rautentrigers sind gesondert bezeichnet; alle benutzten Abkiir-
zungen sind aus der Tabelle ersichtlich.

Sem < s — Fem?

20Q! 4x400 i
- : 1 230 215 170 "o 72
o { 32 40 I
S s L I
' 32° 8
] 7 2 2' 3 ‘ 180 70 132 86 565
L 1800 R 1800 |
[l ) —
! /3= , 1
v 3600 00t |

Als Zahlenbeispiel ist in der Tab. VII die EinfluBlinie fiir die Durch-
biegung des mittleren Untergurtknotens des Rautentrigers nach Fig. 23 be-
rechnet (die Stablingen und Querschnittsflichen sind in der Abbildung an-
gegeben). Die Biegungsdifferenzen 4” sind fiir gerade und ungerade Felder
getrennt ermittelt, sonst ist der Rechnungsgang derselbe wie in den vorigen
Zahlenbeispielen. Fiir die Biegungsdifferenz im Felde 1 ergibt sich z. B.:

FA, = 864 + 4,70 + 7,06 + 6,96 — 6,26 = 21,10 t/m

Die angefiihrte Berechnung der Durchbiegung des Rautentrigers trifft
selbstverstandlich nur bei der tiblichen Annahme zu, daB das Tragwerk rei-
bungslose Gelenke in jedem Knotenpunkte hat. Will man den Rauten-
trager als Tragwerk mit biegungsfesten Stiben betrachten (s. Dr. Ing. Fr.
KRABBE, ,,Genaue Berechnung des Rautentrigers‘, 2. KongreB der 1. V. fiir
Briickenbau und Hochbau, Berlin 1936), so wire es notig, die Steifigkeit
der Gurtungen und Streben zu beriicksichtigen.

Die Ermittlung der Biegelinie nach der Differenzenrechnungsmethode
gestaltet sich sehr einfach auch bei den Fachwerken mit Hilfsstiben
(Nebenstiben), wobei die Werte d, ¢’ sich unmittelbar aus den betreffenden
EinfluBlinien ableiten lassen. Es ist aber von Vorteil, den EinfluB von Hilfs-
staben in jedem Felde gesondert zu ermitteln und nachtriglich in die
Biegelinie des Hauptsystems (d.h. des Systems ohne Hilfsstibe) als Be-
richtigungswerte einzufiihren.

Wird z. B. der EinfluB der Hilfsstibe des parabelféormigen Fachwerk-
trigers in Fig. 24 untersucht, so erhdlt man

. . v P
W="r, £= 2cosf ~ 2cospB’
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Tab. VII. Durchbiegung des Trigers nach Fig. 23. — Flexion élastique de la
poutre de la fig. 23. — Deflection of the girder in fig. 23.

o 2 | 3 |4 | 5 | 6 | 7 l 8 | 9 | 10
Feld | Stab 1 | | E4"=E3V
Travée | Barre S l Eds |ES=FEJ EdJd =ES0| o Berelhnung | versch. Bezeichmung | [ 4/ Vm
Panel | Member méme désignation | désignation diff.
t t/m | same designation |different designation cm
Vv 50 | 083 | 0,83 |
o Do 354 | 358 | 2,53 5,80 — — 2206 | 1,10
E, -354 | -3,58 | 2,53
U, 50 i 358 | 17,16
0 - 50 2,78 | -5,56 |
1 D 354 | 353 | 506 8,64 7,16 556 | 21,10 | 2,16
E, - 354 | -358 | 500 | |
U, | 100 3,03 | 6,06 |
y o ~100 -235 | -4,70 |
1 D 354 | 501 708 | 1011 6,06 4770 | 30,83 | 3,70
E, - 354 | -501 | -7,08 |
Us 150 | 353 | 7,06 |
O, | -150 -279 | -558
2 D 34 | 626 | 885 | 1238 7,06 5,58 13,08 | 4,35
E, | -354 | 6,2 | -885 |
g4 200 444 | 888 \
, -200 -348 | 6,96 |
2 D, 354 | 626 | 885 | 13,29 8,88 6,96 1955 | 5,33
E, | -354 | 6,26 | 885 | |
3 S ‘ 50 § 6,26 { 6,26 l — i -6,26 | +6,26 — | =

LP
bty
b
D b
T o e }
R I/ZU'"" ¥ l}j
Fig. 24 Fig. 25

wenn P, die im Nebenknoten s angreifende Last bedeutet. Die Formiande-
runl,)g des Fachwerkes wird hier lediglich auf das betreffende Feld begrenzt,
wobei
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dw=Adw, Je=—."°  gilt.

Infolge Einschaltung von Hilfsstiben werden auch die EinfluBlinien
einiger Hauptstibe gedndert, und zwar die EinfluBlinien des Untergurtes
U, und des unteren Teiles D;, der Strebe D im Felde m —1,m (in Fig. 24
durch gestrichelte Linien bezeichnet). Diese Anderungen erstrecken  sich
wieder nur iiber das betreffende Feld m—1, m; im Nebenknoten s er-
gibt sich
Ay 1 7. 1

o = — L |
Vi 2 2 A Uy Vi 2 Uy tga )

77m 1 + A N _ 1 (dm ?’n:vm—l) . 1< ) A dy,

" 2 2 Ady T 2 cosa’

Daraus folgt

B Aew 1 Ady, )
Ays = AW_ZCOS{)’ + = Aumt a”f‘ " cosc ’ (56)
oder bei Paralleltragern
1
Ays - A m - A 81)1) + “2-" A llm tga . (57)

Bei Belastung des Tragwerksystems durch die Lasteinheit P = ,1¢
werden die Hilfsstibe entweder nur in einem einzigen Fachwerkfelde (wenn
es sich um einen Nebenknoten handelt) oder in keinem Felde beansprucht
werden (bei der EinfluBlinie fiir einen Hauptknoten). In den unbelasteten
Feldern ist

1
Ays = (A wn tg e+ COSa) (58)

Einem jeden Nebenknoten in Fachwerken mit Hilfsstiben entspricht also
stets ein Knickpunkt der Biegelinie, auch dann, wenn die im entsprechenden
Felde gelegenen Hilfsstabe spannungslos sind.

Die aligemeine Formel (2) wurde fiir beiderseits frei gelagerte Fach-
werktrager abgeleitet, bei deren Berechnung eine provisorische Abstiitzung
vorgesehen ist. Umsomehr ist diese Formel fiir einseitig gelagerte Triager
anwendbar, wo die provisorische Abstiitzung mit der wirklichen Abstiitzung
vollstindig iibereinstimmen kann. Bei der Nummerung der Knoten in der
Richtung vom abgestiitzten Fachwerkende an, gilt die Formel (2) ohne
Anderung (Fig. 25); dabei ist allerdings der EinfluB der Ankerstibe (in
Knoten o’) zu beriicksichtigen.

Die im vorigen angefithrten Formeln, die fiir den Fall statisch bestimm-
ter Konstruktionen abgeleitet werden, konnen ohne Schwierigkeiten auch
fiir statisch unbestimmte Fachwerke beniitzt werden. Enthilt ein Fachwerk-
triger mehr Stibe, als zur Beibehaltung seiner geometrischen Form notig
wire (s.g. innere statische Unbestimmtheit), so diirfen samtliche iiber-
zahligen Stibe weggelassen und durch entsprechende duBere Krifte ersetzt
werden, ohne daB der urspriingliche Gleichgewichtszustand oder die Form-
dnderung des Tragwerkes geidndert wiirde (Fig.26). Die Biegelinie des
statisch und geometrisch bestimmten Ersatzsystems 148t sich dann ohne
weiteres nach den iiblichen Formeln ermitteln (die ohne Anderung fiir Be-
lastungskrifte verschiedenartiger Richtung gelten).
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Ist die statische Unbestimmtheit durch eine Stiitzungsart des Fach-
werkes verursacht (s. g. duBere statische Unbestimmtheit), so darf die Be-
rechnung auf dieselbe Weise erfolgen; auf das gewahlte Ersatzsystem wirken
in diesem Falle neben den urspriinglichen duBleren Kriften noch die iiber-
zdhligen Auflagerdriicke (Fig. 27), sonst dndert sich nichts an den maB-
gebenden statischen Bedingungen.

B P
RO Zoz I N S

Fig. 26 Fig. 27

p

1000

Fig. 28

Es leuchtet ein, daB die Differenzenrechnungsmethode bei allen Aufgaben
anwendbar ist, die auf der Ermittlung der Biegelinie von Fachwerken be-
griindet sind. Wird z. B. die EinfluBlinie fiir die Horizontalkraft des in
Fig. 28 dargestellten Zweigelenkbogens gesucht, so gilt die Beziehung

S S
"= 3SA4s’
worin y die Biegungsordinaten des mit der Kraft // = —1 belasteten statisch

bestimmten Hauptsystems bedeutet, und das Summenzeichen 2 sich iiber
samtliche Fachwerkstibe erstreckt. Nach der Tab. III ergibt sich fiir die
Durchbiegung des Obergurtes

A d y 1)(, 1
A"' = — A 011‘1 t [24 + —“h—"n — A ) m-
1L g COS a m ,U’"/ ’
14
" u Om Om-1
Al = Aoptge + Aup 2" — Ady —2" 1+ Ay, 2
m m g m /U,n_l m v/”l_l COS « m 'U‘“ b

WO 0 = Uy — ‘ vy = Omy1. Die Ermittlung der Durchbiegungen y ist in
der Tab. VIII auf die frither beschriebene Weise durchgefiihrt und erfor-
dert keine weitere Erliuterung. Die Ordinaten der EinfluBlinie fiir die
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Horizontalkraft H erhalt man durch Division mit dem Werte 2S.4s =
4099,03 dm, der die gegenseitige Verschiebung der Auflagerpunkte «,5 im
Hauptsystem bedeutet. Da die Durchbiegung des oberen (nicht unmittelbar
abgestiitzten) Gurtes gesucht wird, sind alle Ordinaten um die Einsenkung
der Endknoten (4dv,= Av, = —40,9 dm) vermindert. In der Spalte 12 sind
die nach der Methode der gedachten Kriftz ermittelten Ergebnisse angefiihrt
(H. MULLER-BRESLAU, ,,Die graphische Statik der Baukonstruktionen, I1. B.,
1. Abt.); die festgestellten unbedeutenden Abweichungen sind ausschlieB-
lich durch in Rechnung gestellte abgerundete Zahlen verursacht.

Tab. VIII. EinfluBlinie fiir die Horizontalkraft des Trigers nach Fig. 28. — Ligne
d’influence de la force horizontale de la poutre de la fig. 28. — Influence line
for the horizontal force of the girder in fig. 28,

1t 2, 3 a4 | s | e { 7 | 8 | 9o | 10 | n | 2
8= 0® | \\ |
SEEISEE| F | S ds 8 o | A'=38|4"=30"| 4 ” n
u-l:é: w”é’ cm? ; o dm dm ' dm dm m ’
( glf 97 | 1,10 | 248 | 18,10 | 18,10 | ( ! |
47 | 043 | 183 | -1743 | -1743 o ‘
V'l Dl 37| o062 | 486 | 6712 | 2013 | 11332 1591,25 | 0,398 0,40
Vi | 33| -050 | 31,8 | 28,77 | 11,57 | | |
g, L 97| 1,52 | 332 | 3352 3352 | 1
47 | -1,14 | -485 | -69,31 | 69,31 | .. |
2 | D] 43| 087 | 404 | 8630 | -28.70 | 176:67| 136,44 1518,16 0,769 0,76
V, | 33| -054 | -229 | 2126 | 4,91
Us | 97| 221 46,9 | 69,01 | 69,01 | | |
Os | 76 | -2.33 | -61,3 |-136,21 |-136,21 |
30D 54| 131 | 531 | 12010 | 614 | 27598 252,8711364,60 1,101 | 1,09
Ve | 33| -050 | -13.6 |- 1058 | 1,51 | |
U, | 114 | 337 | 59,7 | 13397 | 133,97 , '
O, 114 | -400 | -70,2 |-233,08 |-23308
4 Di} 24| 174 | 492 | 17136 |- 5712 409,09 425,82‘1071,89 1,363 11,35
V.| 33| 023 | -45 - 375| 075 | |
LO/5 114 | 500 | 87,7 s 202,30 | 292,30 | o
. 114 | -5.00 | -87.7 -350.80 -350,80 ]
5 D 74| T3 | 287 | 1isps - 1970 469,04 | 662,80 | 469,04 1,477 | 1,46
Vs | — 0 0o 0 0 | | |
J

— Vo 3B 045 49| — | — | — | - | - 0,010 0,01

8- 4s = 4099,03 dm

Die Ermittlung der EinfluBlinie fiir die Horizontalkraft /4 nach der
Differenzrechnungsmethode gestaltet sich im vorliegenden Falle besonders
einfach, wenn es sich um eine angenidherte Losung handelt (bei einem Vor-
entwurf usw.). Verzichten wir vorlaufig auf den EinfluB der Fiillstibe und
nehmen wir an, daB die beiden Gurte des Zweigelenkbogens dieselbe
Querschnittsflache haben (F,= F,=1), so folgt

9

Um iy y
duy = Auy, . — Unm =0 Uy y
Um- Upe-1

00m = Oy - 0y, tga = doy,.
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Mit Riicksicht auf die frither abgeleitete Beziehung (vgl. Gl. 5)

1 k=m—1 k=n
Hm = ———[ Z k(Qupy— Oop) + m( Z dup — 2 éok)]

2 S%s k=1 k=m-+1 k=m

128t sich die ganze Berechnung auf eine duBerst einfache Weise nach dem
Schema in Tab. IX durchfithren, worin die endgiiltigen Ordinaten der Ein-
fluBlinie unmittelbar durch Summieren der nacheinander folgenden Zeilen-
gruppet bestimmt sind.

Tab. IX. Angeniherte Berechnung fiir den Triger nach Fig. 28. — Calcul
approché de la poutre de la Fig. 28. — Approximate calculation for the
girder in fig. 28.

7] l \ N ! |
) . a ) L
- E 5} “JA 0,819 | 3,257 | 10,3521 26,667 40,00 | 3,253 1 6,699 | 15,279, 33,333| y n
£EE 4 N | m
| | | |
1 | 4=3 0O 0, 0y’ o,/ (oX u, | U U, U," 139,67 0,375
2 | dy=2 — O, o, o,/ o, — U,y U, Us' | 275,260,738
3 4= — —~— o, o/ O;' - - U,/ U,' | 400,89 1,075
4 (a3 — | — | — o/ | oy I il U, | 500,80 1,344
|
5 |d4=31 — — — — o, ! —_ —_ — — 1540,89] 1,451
‘ | 5 o
X8%s = 372,75 m

Aus der durchgefiihrten Untersuchung geht hervor, da das neue Diffe-
renzenverfahren eine wesentliche Vereinfachung im Vergleich mit den bisher
bekannten Methoden darstellt. Es moége besonders hervorgehoben werden,
daB dieses Verfahren auch bei verhiltnismiBig komplizierten Fachwerk-
systemen eine kurze und iibersichtliche Losung bietet, die sich auf der Grund-
lage der entsprechenden EinfluBlinien fiir die Stabkrifte gestalten 1aBt.

Zusammenfassung.

Die in der vorliegenden Abhandlung entwickelte Methode zur Ermitt-
lung der Biegelinie von Fachwerken ist auf dem allgemeinen Gesetze der
virtuellen Verschiebungen begriindet; sie beschiftigt sich aber nicht mit den
Biegungsordinaten (wie es iiblich ist), sondern mit ihren Differenzen in
zwel benachbarten Fachwerksknoten. Da diese Differenzen in einer auBerst
einfachen Form dargestellt werden konnen, gestaltet sich die ganze Losung
iibersichtlich und kurz. Die Ergebnisse lassen sich mit expliziten Formeln
ausdriicken, wodurch die Moglichkeit gegeben ist, die Verformungseigen-
schaften verschiedener Fachwerktriager, bzw. der einzelnen konstruktiven Ele-
mente in einer ganz allgemeinen Weise zu bewerten. In dieser Hinsicht bietet
das neue Verfahren einen Vorteil besonders im Vergleich mit der Methode
der gedachten Krifte, die in der bisherigen Praxis groBtenteils angewendet
wurde.
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Résumaé.

La méthode développée dans ce mémoire pour déterminer la ligne de
flexion des poutres a treillis est basée sur la théorie générale des déplace-
ments virtuels; contrairement a I’habitude, elle ne considere pas les fleches-
mémes de la ligne de flexion, mais leur différence en deux noeuds voisins
du treillis. Ces différences pouvant étre exprimées treés simplement, la so-
lution du probleme prend une forme claire et simple. Les résultats peu-
vent étre exprimés sous forme explicite, ce qui donne la possibilité de
porter un jugement tres général sur les propriétés de déformation des dif-
férentes poutres a treillis, respectivement de leurs éléments de construction.
Vue sous cet angle, la nouvelle méthode présente de sérieux avantages, en
particulier si on la compare a la méthode des forces fictives utilisées jus-
qw’ici dans la pratique.

Summary.

The method developed in this paper for determining the curve of deflec-
tion in lattice-work girders is based on the general theory of virtual dis-
placements; but it does not deal, as has hitherto been customary, with the
bending ordinates, but with their differences in two neighbouring assem-
blage points of the lattice work. Since these differences can be expressed
in an extremely simple form, the whole solution becomes clear and rapid.
The results can be expressed in an explicit form, and this makes it pos~
sible to form a quite general opinion on the properties of deformation of
various lattice-work girders or of the separate structural elements. In this
respect the new method offers great advantages, particularly in comparison
with the method of imaginary forces which has hitherto been greatly
adopted in practice.
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