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Séance du 21 novembre 1895

RECHERCHES
sur le calcul des forces perturbatrices dans la

théorie des perturbations séculaires

P\R lb D» Louis ARNDT

Dans ses recherches intitulées : Determinatio attraction

is quam in punctum, etc., Gauss a établi un
théorème qui permet de déterminer les perturbations
séculaires des éléments de l'orbite d'un corps céleste,
si l'on ne considère que la première puissance des

masses. Il suppose que la masse du corps produisant
la perturbation est distribuée sur son orbite de telle
manière que chaque élément d'arc reçoit une partie
de la masse proportionnelle au temps pendant lequel
la planète reste dans cet élément. L'expression de

l'attraction de cette masse, exercée sur un autre corps
céleste, représente la partie séculaire des perturbations.

Si ds désigne un élément d'arc, mi la masse du

corps perturbateur, L\ la durée de révolution, rt le

rayon vecteur et vi la vitesse instantanée, le potentiel
de cette distribution de masse peut être représenté
par l'expression suivante :

5rfs m./ r{ UK »,



dans laquelle l'intégrale doit être étendue à tout le
tour de l'ellipse. Les dérivées partielles de ce potentiel

représentent les composantes de l'attraction. En
remplaçant l'anomalie excentrique par une autre
variable d'intégration, on peut donner à ces composantes
une forme complètement intégrable. Pour obtenir ces
expressions, on a besoin chaque fois de résoudre une
équation du troisième degré. La résolution n'est pas
difficile, mais devient très incommode si l'on doit
calculer les composantes un grand nombre de fois

pour les différentes parties de l'orbite. Les recherches
suivantes montrent qu'on peut éviter la résolution de

cette équation et représenter les composantes de la

force perturbatrice par l'expression :

Au> -+- Br,,

où A et B sont des fonctions rationnelles des coefficients

de l'équation du troisième degré, et où w et i
sont les périodes des fonctions elliptiques de la
première et de la deuxième espèce. Les périodes peuvent
être exprimées par des séries hypergéométriques, dans

lesquelles la variable est l'invariant absolu des fonctions

elliptiques. Pour faciliter le calcul numérique
des forces perturbatrices, j'ai ajouté à ces recherches
une table assez étendue qui donne ces séries hyper-
géométriques pour toutes les valeurs de variables
entre 0,000 et 1,000.

Soient R, U, Z les composantes de la force
perturbatrice; R agissant dans la direction du rayon vecteur
r du corps perturbateur, positive si r est augmenté;
U perpendiculaire au rayon vecteur, positive dans la

direction du mouvement; Z perpendiculaire au plan
de l'orbite. <Q, désigne la longueur du nœud, i l'indi-



naison de l'orbite sur une écliptique fixe, a le demi-
grand axe, e l'excentricité, n le mouvement moyen
diurne, to la distance angulaire du périhélie du nœud
ascendant et tt io-j-v; v, E, M l'anomalie vraie,
excentrique et moyenne.

D'après la méthode de la variation des constantes,
on trouve les équations suivantes :

• ^ / civ. sec tp „sin %. (8.0 )' — i- r sin u. Z

a\x sec 9
Uiy rcosu.Z

_
a-licose jsin v R + ^b + cos £) J

1 -+- m

- 'esinv..H -i- — £n

ei'Sto.V — -U- cosw.ü ¦+• (1 -+ —1 suivi J-

(Sa>)' (Sto,)' — cos« (8,0,)'

v |; (1 +m)cos<p |

2 a v- P
UM)' — »-.fi-r- / (8,1)'tf/

1 ¦+• »n J

Dans ces formules, les composantes de la force
perturbatrice contiennent la masse mi du corps
perturbateur, mais non multipliée par k* (constante du
système solaire).

On voit que ces équations différentielles sont de la
forme :

(Sc.y-^ÄH-V- -*3Z,

où les quantités * ne dépendent pas des éléments du

corps perturbateur.
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Les trois composantes R, U, Z sont fonctions de
l'anomalie moyenne et peuvent être développées,
d'après la théorie des séries de Fourier, en séries des
sinus et cosinus des multiples de .1/ et M,. Les termes
de ces séries, qui sont indépendants de M et M{,
donnent la partie séculaire des perturbations, de sorte
qu'on a pour la variation séculaire de chaque
élément :

2t: -lr.

e< -±-r f /*(*, R + *j U t- *3 Z) d.M. âMK'>,

Si l'on désigne par ./ l'inclinaison des deux orbites
et par K et Kt la distance entre leur point d'intersection

et l'écliptique, on a les équations :

sin 7^ J. sin j (K - K,) sin i (^ - ß). sin | (f, h- Q

sin 1 J. cos | (K + *,) - cos i- (ß, -ß). sin j ft - /)

cos 1 /. sin I (K-Kt) sin | (&, -ß). cos | ft + 0

cosI J. COS i-(Z -h JT.) cos L (ß, -&). cos i- ft - 0

Soient Z-i et R, la longitude et la latitude du corps
perturbateur par rapport au plan de l'orbite de l'autre
corps, on a, en posant n + v l :

S-, /¦,#, cos(L,— /), T), >'| cosi?, sin(L, —/), »¦, sin/?,.

puis :

cosa, cosZr, cos(n, -r- vt)
cos ß,. sin /,, — sin (n, ¦+¦ r,) cos /

sin B, sin (il, -+- r,) sin .7



Pour simplifier les formules, nous poserons :

— sin n, .cos J= A. sin A'; — sin n, ß sin B'
cosn, A cos A'; cosn, .cos J — ßcosß'

A a, cos (A ' -t- n -+- v) Ac

- Aa, sin (A' -t- n -t- 0) 5,.

«, sinn, sinJ= G

ßa, cos », sin (ß' -t- n •+- v) As

Ba, cos », cos (ß' ¦+¦ n -t- e) B*

a, cos-p, cosn, sin J= G

Ensuite des équations :

?•, cos v, a, (cos ß, — e,). #", sin v, a, cos <p, sin ß,

les trois coordonnées peuvent être représentées par
les expressions suivantes :

ç, Ac (cos E, — e,) -t- As sin ß,

q, ß, (cos ß, — e,) ¦+- ß,- sin ß,
ç, G (cos E, — e,) + Cs sin ß,

et le carré de la distance des deux corps célestes :

tf-fc-rp + nj-t-c;

prend la forme :

a2 A„ — t ß„ cos (e — ß,) -4- Co cos2 E,

où l'on a posé :

a,2 -i- r2 ¦+¦ 2 e, r A, A», e(«i2 ¦*¦ rA, B„cof,z

r. As ß» sin e a,2 e,2 G.

Après avoir remplacé l'anomalie moyenne par l'anomalie

excentrique, les composantes de la force
perturbatrice sont de la forme :

B.U.Z J\E{)
\-'
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Comme on l'a déjà mentionné plus haut, l'intégration

par rapport à l'anomalie excentrique du corps
perturbateur peut être exécutée. Après l'avoir effectuée,

c'est-à-dire après avoir formé les expressions :

2lt

Ro==^fR(~l-e<CO*E<idE<
o

2t.

17 — fill — e, cos E.) dE.
2itm, J ' ' 1

o

2t
Z0 _L_ fz (l — e, cos E.) dE.

2itm, J

les variations des éléments :

2t.

S C,
—l— I (*, ßo -r- <f2 Go + t-zZo)clE

s'obtiennent par la quadrature mécanique.

Il s'agit maintenant de former les expressions des

quantités R0, V0, Z0. D'après Gauss, nous introduisons

T comme nouvelle variable d'intégration par les

équations :

Acos ß, a -t- a, sin T + a2 cos T

Asin ß, ß + p, sin T -t- p2 cos T

A= y + y, sin T -+- Yj cos T

Les neuf quantités a, ß, i doivent être des cofficients
réels, si l'on donne à la variable T des valeurs réelles;
on a donc l'équation suivante :



(a + a, sin T + a, COS 2')2 -+- (S + ß, sin f + [i., cos T)2

- (Y + fi sin T -t- y2 cos ?')2 0

Comme cette expression doit être indépendante de la
valeur de T, il faut qu'elle soit identique avec
l'expression :

k (cos2 T + sin2 T—l).

Cette condition sera remplie si les coefficients a, ß, y

satisfont aux relations suivantes, en posant k i :

a2 + ß2 _ .,« 1 ; aai + ^ _ ni 0

«f3* Pi* —Yia 1; «t + Pfc —ÏT.-O ¦ • 1

a22 + ?2* -V - * «l«î + Ì3. h — Ï1Ï2 °

D'autre part, il faut que l'expression :

(a cos ß, ¦+• ß sin ß, — y)2 — (ai cos E\ + ßi sin ^i — Yi)2

— (a2 cos ß, •+• ß2 sin ß, — Yj)2 0

soit identique avec l'expression :

Ä(cos2ß, -i- sin2ß, — 1).

de sorte qu'on trouve les relations :

»ï—<4 °= — * ; »P—ai?i — *->?;> o

Pî — Pi =— * ; «T-'iï.-^ïî^o
Y?-y2=+1: PY—Mi—PSÏ2 0

Pour obtenir encore d'autres relations, on dispose
des neuf coefficients de telle manière que le carré de
la distance entre les deux corps célestes soit donné

par l'expression suivante :

vV2A2 G — G sin2 2'+ G9 cos2 T.
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Par suite de cette équation,

Ga- — G, aj -t- G2 aj G ; Gaß — G, a, ß, -+- G2a2 ß2 0

Gf- — G,ß2-G,ß2=0; ßa/ —e,a,Y, +G,a2Y2=ßoCOSE ;,

#Ya — <?, Y? -*" G-i'(l=A»; GßY — Gß,Y, + G2 ß2 T3 ßo sin e

Si l'on ordonne ces six équations en trois groupes
de la manière suivante :

a. Ga. — a, G, a, -r- a2 G2 a2 G

P.C-P, ¦G.«, + Pa .(9aa2 0

-{.Ga — y. .G, a, + y,> G2 a2 ßo COS E

a.Gß —a. .G, p, - a. .G.S2 0

p.ep-p, G, p, H- ß„ .G2ß2 0 - -

Y-ßp-Ti •ÖiTi+Y* • ö* Pa -^o sin e

J..G-} — a, .G, Y, + x2 G2 Y2 — ßo cos E

p.^Y-Pi •fflïi + Pi 6'2Y2 ßoSinE • • • •

Y-Gy —Yi • G, Yi +¦ Ya ¦ G3 Ya y^°

et si l'on multiplie les équations de chaque groupe
respectivement par -fa, -f p, -f y, on tire de chaque

groupe les équations :

Ga — G>a -+¦ y ßo COS e

Gp»=YÄ«sin6 • • ¦ 7

Gy — a ßo cos e — ßß0 sin e ¦+¦ y Ao

de même
G, a. a, G Y, ßo COS E

G, ß, y, ßo sin e

G, y i — a, ßo cos — ß, ß0 sin E •*¦ Y, Ao

et
— G.>a.> — aj Co -+¦ Y2^° L'°S e

— G._,ß., Y2ßosine
— G.2Y-2 — ajßu COS e — ßjßo sill I Y-iAci



— 11 —

En combinant ces trois systèmes d'équations, on
obtient une équation du troisième degré, savoir :

x \(x - Ao) (x -t- G0) + ß2, + ßf, Cosinäe 0

ou :

xi — Pix + Pìx-P.t
en posant :

p, A0 — Co, P, Bl-Ao Co, - P3 - Coß„ sin2ß.

Les racines G, G,, G., de cette équation sont réelles
(G et Gi positives, et G.2 négative).

Pour les composantes de la force perturbatrice,
nous avions trouvé les expressions :

a«;

m{. R„ J- f j Ac (cos ß, - e{) * A, sin ß, - /• | (1 - e, cos ß,) ~'-

an
rfß,

'1—3G„ -L f j &, (cos ß, - e{) + Bs sin ß, - r (1 - e, cos ß,)
o

cosß,)-~-»i, Zo ^- I C,- (cos ß, - e,) -t- C sin ß, — »• [ (1 — e. c

<>

En remplaçant la variable A', par la nouvelle
variable T, chacune de ces expressions se présente sous
la forme :

2«

y= i Ç r-t-r,sin3 y/-i-r2cos2 T
SitJ ^G^G^sin2 7'+ eâcos« f)1"^" "

0

où l'on a posé :

f =/. y2 + b. a.-/ + A Py — </. aß - /. a2

r)=/.Y(- + 6-a,Y, -t- A.p,Y,— d.ai^i — Z.a,2

r2 —/.y28 ¦+¦ Ô.a2Ys * A. p8Y2 — rf. a2ß2 — Z. a,2



— P2 —

les coefficients f, b, etc., prennent les valeurs :

pour Ro [To Z»

/= — A, Ci—r. — ß,e,. — Ce,
b Ac (1 •+- efl + re,. ß, 1 + e,2). G (1 + e,2)

h A». Bs. G
d A,e,. Bset, Ce,
£ A,e,. ß,^,. Gre,

Si l'on pose :

2 rfî1

J y\g - G, sin2 T + G.2 cos2 T '

on a :

dw i r"2" rfî'
dG V Y(g—Gisi"2 T* G*('os2 T?

ÔW i r? sin27'.d7'kfdG{ V Y(G — G, sin2 T + G., cos2 Tf

dW i G2" cos27'.tf7'
dG. 2./*' y (G — G, sin2 7V G.2 cos2 r)3

et l'expression V se réduit à :

^{ dG ' dG,
2

dG,

Il s'agit maintenant d'exprimer ces dérivées
partielles par les intégrales elliptiques complètes.

Dans ce but, je pose :

sin2 7' / et 4d +> - ' k- (module) ;
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il en résulte pour les limites de l'intégrale :

l o pour 7'=o

/= + 1 pour 7'=-^-

et comme : i dt

~/t(i-l)
on a :

i
dw i t r dt
dG 2 ifl + Gtfhj\

0
1

dG, 2 (G + G2)VJ

j Yt(\-t)(ï-my
i

(9W i 1 P l.dt
- (C + frj) /y /i([ _ q (i _ Ä2Q3

dw j_ i g (i-
<?G2

H »{G+GtfhJ YKT=i)\([ — my

Afin de pouvoir effectuer l'intégration à l'aide des

fonctions de Weierstrass, je pose :

m(a — G)i — kn
t

1 — A2*

1 — t
1 - A21

m{ (s — G,)

- »h (s -+¦ G.,)

où la quantité s désigne une nouvelle variable et les
coefficients m, m,, m2 représentent des constantes
arbitraires dont je puis disposer.

Par differentiation de ces équations, on obtient :

k*dt dt jmds; T jj-r— — niids;(\—k3-tf ' (1— kHf
(k°-—l)dt
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Il résulte de ces équations que :

G + G., G, — G
nii =m- ^. ~ t m., m

Gi ¦+- G2 G, -f- G2

I
(jr -H 6a 6* &n

Gi + G2 s — G

et l'on obtient pour les limites de l'intégrale :

/ ....s Gi

t=Hh\ 8 —G»

Si je fais maintenant :

m -gZTg ' (G * G*] {G~ Gi) {Gi + G-] C

et:

on a :

/i (s - G) (s - Gi) (s + G2) VS

— G.
d>Y G. + G» P d*

-c,

d]Y G + G, G ds

dGi
f- G, G <fe

<91V G, —G P ds

ÖG^~+~ C~J^f^9*0^

En introduisant l'intégrale elliptique de la première
espèce :

ds.f-=
«/ V4(*-
pM

l/4(* — e1)(s — e2) (s — e:i)

comme nouvelle variable et en considérant les
formules :
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s — G çu — e,. * — G, pu — e2. s -r-G.2 çu — e:)

et s tfu. ^)(o e,, ^>(to-i-<o')==e2, jpti>'=e3

on obtient
tO -4- O)'

C d\V G, / a', ff', ,v\

to'

to -i- to'

_c ^If
G,-G dG*

to

O) -H to'

TP /a' ff' \—— I (pw - e3) d« - ^e:t to -t- — (<o + to') - — (to') J

où ip et ff désignent les fonctions weierstrassiennes, et

to, to', r, et 7)' les périodes des fonctions elliptiques.
D'après la théorie des fonctions ff, on a les relations :

o" », t f"
tO -t- (O T. -1-T, — OJ 7)'

ff v ' ff

de sorte qu'on obtient finalement pour les trois
dérivées :

dW Gi + G,, t

<?ir e+flL,
"dGi + ~C -(e^ + v)

àW Gi-G

et pour les composantes de la force perturbatrice :

v 2 j (7,-r-G., G-h G.,f ny q
- (é, to + r,) + r, - - (e.,.» -r- r,)

Gt — Gì v

-r2 1r (e3ü. + T,)
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Les trois quantités e doivent remplir la condition
suivante :

e, •+• ej ¦+• e3 — 0
et si l'on pose :

Gi ¦+¦ G, — G2 - P,
on a :

ei-G-\Pi, e.2 Gi-~Pi, cs=-(?ä-{P,

Pour simplifier la formule, je pose encore :

a (G, h- G2) r + (G + G.,) r, -t- (G, - G) r0
et

e (G, + G,)Gr-.-(G-t-G,)Glrl-(G,-G)G.2r2,
de sorte qu'on a :

v 2 i a / P, \ e {r — : — i in — w —f I -4- w — V.«|cl 3/ Cj

Les quantités e et A contiennent encore les racines
de l'équation cubique, qui doivent être exprimées
par les coefficients de cette équation. Dans ce but,
on forme les expressions suivantes :

A, — r -t- r, ¦+¦ r2
B{ Gr — G, r, ¦+¦ G2 r2

r r rq _ _i h ±z_.
G Gi Ga

G ¦+¦ Gi — G2 ß,
GG| — GGa — G, G2 P*

GG, G2 ß:)

D'après les formules de la page 11, on a :

^i =f(-f + lì ¦*• 'ti) ¦*¦ ° (-"¦'! + «i Yi ¦+• «2Y2)

+ * (- Py + Pi Yi + P2Y2) - « (- «P + «, Pi - «jßj)

-/(-a-^ + aJ + a2),
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expression qui se réduit à :

A, -/-/
si l'on prend en considération les formules de la

page 12; on obtient pour les trois composantes :

A,= + r. 0. 0.

Les mêmes formules donnent pour la seconde quantité

Bi l'expression suivante :

ß1=/(^Y2-(?1Y2-*-^2YD-ö(G=tY-G1a1Y1+G2a2Y2)

+ A(GPY-G,p,Y1-G2ß2Y2)-^(Gap-G,«1ß, + G2aäß2)

-Z(Ga2-G,a2 + G2a2);

qui se réduit à :

ß, —/.Ao ¦+- Ö.ßoCOSs + /tßosine — G Co.

Cette équation paraît la plus commode pour le calcul

numérique des quantités Bx et B\ ; pour calculer
la troisième quantité B", il est préférable d'introduire
les valeurs primitives, de sorte qu'on obtient :

B" -- \ r. a\ cos2 », sin2 J. sin 2 (n *• v) - r- e, Bc.

Il nous reste encore à transformer l'expression de
la quantité C,, savoir :

\ G Gi G2 ' \ G Gi G., 1

-r h (tL - ËllL + Mi) - Cl (^- - hli. + hh\
\G Gi Ga I \G Gi G2 /

(a
2 2 \Ê—ÏLh**.)

G G, Gol

BUI.L. SOC. SO. NAT. T. XXIV
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Dans ce but, je multiplie la première des équations,
page 10 :

oa2 — G,a* -f- G2a2=C„

par l'équation :

G + G,-G2 P,

puis l'équation :

n.\ -t- a" — a2 -f- 1

par :

GGi — GG2 - GjGj, P2

On obtient par l'addition des produits l'équation
suivante :

a2 G,<?2 - a2 GGc, ¦+¦ ot| GG, -H />2 + Pi Co + a2 G\ + a2 G2 — a2 G2

Les trois termes au carré du second membre de

cette équation peuvent être remplacés par des quantités

connues, en multipliant les équations :

Ga —Coa -t-ßoCOSE.Y par —Ga

Gja, — Coaj -+- ß0 cos e.y, par G, a,

Gaaâ -»- Coa2 — ß0 cos E-Y2 par G2a„

et en additionnant les produits :

G2 4 h- G2 «2 - G2 a2 Cl - Bl cos2 e

et après avoir divisé cette expression par :

GG{G% — P:i

on obtient l'équation finale :

a* 4- -v -I 4-(P, * P. Ce + C2 _ ß* cos* 0 - Ä'SÌnÌ E

G Gì G* P:i ' -P..
D'une manière analogue, on déduit les expressions

suivantes :
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J-^-| -^(-ß2-AAo*ß2-A2) (»

^_^i+3l2 _Lr..52sinEC0SE
(t Cr, tra —r-i

^_^+a|^=Ä^l(P1 + Co-Ao)==0
G Gì Gì —^
il P1Y1 ^ Mi _ A> »'" b rp _ -, _ — CoßosinE
G "" G, G2

"
— P, l ' ' -P-,

Les trois termes quadratiques dans l'expression G,

se présentent sous la forme :

T Y2 f «Y !% j. «P «2

ir, fcr, tr, tr, tr, tr,

r2 - Ï2 f ^. "2Ï2 A P2Y2 r. «2P2 _ a2

tr2 lr2 tr2 tr2 tr2 fcr»

En additionnant ces trois équations, on obtient
l'expression générale :

— P3 Cd ß0 sin e (d. ßo cos e — /. ß0 sin e — h. C0) ;

après avoir remplacé les coefficients d, h, l par leurs
valeurs page 12, cette expression, pour les trois
composantes, se présente sous la forme :

-ß:!C1ü A,v-2e,(A,ßJ-A,ß,) AJr2e4A.ß.ö?costp1cos(A'-ß')

- P3 Cî As^et (AcCs - As Ce).

A l'aide des valeurs obtenues pour les quantités
Ai, ß,, Ci, on peut développer les coefficients :
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A (G, + G2) r + (G + G2)r, +¦ (G, — G)r2

e (G{ + G2) Gr + (G + G2) G,r, + (G — G2) G2r2.

D'après Halphen l, on tire de l'identité :

-r r, r2

G G, — G2

1 1 1

1 i 1

1

G
i

G,
i

t; G, -Ga

A, — G, — ß,

P, .1 P,2-2P2
-P,
-P, 3

l'expression suivante :

- -^ C2 A, (3P<P, - P?P2 + 2P2) - ß, (P,P2 - 9P3

-2C,P3(P?-3P2).
Si l'on pose :

on obtient donc :

P,P2-9P3 p

P,2—,'{P, X

¦"\v=->l.\Par + ?(BÏ + ^P{.,)

^.C8 2XPS.C? + P5Ï

^rC* 2XP3Cf-.-Pß?.
t-T

Le calcul du coefficient G2 se fait de la manière
suivante :

Si g, et g3 représentent les invariants de l'équation
cubique, dont les quantités G sont les racines,
l'expression gl — jTïgl sera le discriminant de cette équation,

et on aura :

1 Halphen, Théorie des /onctions elliptiques.
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6'2 (G + G2)2. (G - Gif. (Gi + G2)2 y(. (^ - 27 </2).

En désignant par gi l'invariant absolu, on obtient:

G^^.tjKg-ï)
où les invariants ont les valeurs respectives :

ft T*

ri
27^

L'autre coefficient e s'obtiendra à. l'aide de l'identité :

iGr

G

1

G,r, G2r,

G, -G2

1 1

1 1 1 ß, -A, A
i

G
i 1_

G, G2 A :î 1)

Gs-r-Gi
G

G2 + G G, —G
G, G2

3 -P5 -c.

sous la forme :

e.2(p2-3P2) A(P,P2-.iPt) + C(PiA{ +3ß,)
ou :

R 1 / AR 1 \

e'

C 2X 3 ßj

r p t- 3 B\

Pour effectuer le calcul de l'expression :
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il nous reste encore à calculer les intégrales elliptiques

w et »i. Ce calcul se fait d'après les recherches
de M. Bruns1.

Si <72 et j73 désignent les coefficients de l'équation
cubique :'

is3 — g.2s — &, <)

et g l'invariant absolu, M. Bruns pose :

_ j_ j_ j_
to 12g,, e gr, s et 7) Hgs 6

et trouve pour les quantités 12 et n les équations
différentielles suivantes :

d2a /7 4\ da 00

ces équations correspondent à l'équation différentielle
de la série hypergéométrique de Gauss, savoir :

on pourrait donc poser :

où G et C' représentent deux constantes.
En prenant en considération les relations :

1 Bruns, Ueber die Perioden der elliptischen Integrale erster
und zweiter Gattung.
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ß(«,p,Y,^)

'Cl-*)' r.^l—«,T—«,ï—«-P-

on obtient pour les deux quantités a et h les expressions

suivantes :

H^C'27~^g/*F(jr-^-i^±^j
Pour déterminer les constantes C et G', on pose :

g e= i, 93 1 donc ,<,2 3 ;

dans ce cas, on aura :

et l,ei e* —lrV %=^ 0,

-

tO : —C- É?!f

o
et comme :

r2 6,10-1-7)
d<B\/l — A2 sin2» i

• v ' ye. — e.
o

on obtient : •*

Les intégrales elliptiques se calculent donc d'après
les formules:

«... -Tjp/ 5
I *-* Ì
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Pour faciliter la détermination de ces quantités «o

et ï), j'ai calculé une table qui donne pour l'argument
q—\5 — x les deux séries hvpergéométriques :

Si l'argument de ces séries est > —, leur convergence

est petite; pour ce cas, j'ai effectué le calcul
de la table de la manière suivante :

La somme de la série hypergéométrique dont
l'argument est 1, se représente par l'expression :

F(8'M'1)==r(Y-*).r(Y-p)
ou d'après Gauss :

h(y—l)n(Y—a—p—1)
- n(v — a_i)n(Y— ß — i) '

dans ces formules r et n ont la signification connue.
Pour quelques valeurs spéciales on a :

n(o) l,n(— -§-)«=¦/«¦ el n(|*) jt.n(|i— 1)

de sorte qu'on obtient :

U 12 j «.H(i).n(^)
Les logarithmes des fonctions n se trouvent dans

une table calculée par Gauss1.

1 Gauss, Disquisitiones generates circa seriem, etc. Werke III.



— 25 —

En introduisant au lieu de x l'argument 1 —x, on
a la relation générale :

ß(a,p,Y,#) A.P(a,a +¦ $ —y — i, i—X)

+ B.(\-x)y~ ~~!3.ß(Y-a,Y-ß,Y-3-ß +VI--'O,
OÙ

A n(7- i)n(Y- «—P—i)
n(Y-a-4)n(Y—p-i)

B n(Y-l)n(a^-ß-Y-t)
n(a—i)n(ß —i)

On aura donc, pour les séries hypergéométriques dont
nous avons besoin, les expressions suivantes :

^(i'^-l.^) A,.G(^-^-|-l-.r)

+ ß2(1-a!)i.F(^>l|.f.i-a;)
et

ß,= - ; a, ä^-^a,
log A, 0,040 77266. log A2 9.9.'«) 19972 — 10 ;

Pour des valeurs de l'argument qui dépassent
0,980, l'interpolation devient inexacte pour un calcul
de sept décimales, à cause des différences
supérieures; il sera donc plus opportun pour un cas spécial

de calculer directement les séries, où l'on n'a
besoin que de quelques termes. Pour faciliter ce
calcul, voici les coefficients de ces quatres séries :



26

F(*, ß, y, • —x) i * c, (1 —.e) ¦* e2(i—.r)2 -+- ^(I-—«)'

F(_L.A.J_,(1_^

4/ c, 8.8416375

c2 8.5505460

c3 8.377 4002

Cs 8.2539553
c5 8.157 8823

c6 8.079 2491

c7 8.0126888

c8 7.954 9840

c9 7.904 0532

c10 7.858 4720

\12 12 2 ' '/
9.478 4596

9.249 5160

9.1005639
8.989 9089
8.901 8194
8.828 6286
8.766 0164
8.711 3067

8.662 7260

8.019 0380

V 12 12 2 v ' \l! 12 ' '

lg Ci 8.987 7(5.55 n
Ce. 8.672 4280«

c3 8.267 0553 m

c., 8.492 0937«

c.; 8..3651397«

cs 8.187 1057»

e7 8.119 6172»
cR 8.061 2230 »
6',, 8.009 7599»

10 7.963 7554»

9.478 4596

9.249 5160
8.901 8194
9.100 5639
8.989 9089
8.828 6286
8.7(H) 0164
8.7H3067
8.662 7200
8.619 0380
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Résumé des Formules.

sin -i-«/sin -j (K ¦*¦ Ki) sin ^ (ß, - ß) sin ^- ft + 0

sin i- /cos y (# + ß,) cos -i (ß, — ft) sin -| (*, — *)

— sinn, cos J= Asin A', — sin n, S sin B'
cos n, A cos A', cos n, cos .7= jBcos B'

A. ai cos (A' -t- n •+¦ v) A,

— A. a, sin (A' ¦+¦ n ¦+¦ v) Ä
a, sin il, sin J C,

jß. öj cos o, sin (£' ¦*¦ n •+¦ v) A«

jß. a, cos œd cos (B' •+- n -+- ») Bsa, cos œ, cos (B' ¦+¦ n h

a, cosa, cosn,. cos/

«2 + r* + Ze.r.Ac — A„

e, a2 -i- >•. A, -ß, cos e ; rA,- jB„ sin e ; a\ e\ C„

P, A„ — C, ; P2 Bl- A„ C„ ; — P3 C„ j?2 sin2 «

P2 —3P2 X, P,P2—GP3 p

4% T*- ^=4.(2P,X-3p). 0 -^27- j7?

« _ * 1t J.

\/12 y/ 1728 '

log r^r 0.22735456, log «: 9.68776394 -10
V'12 y 1728
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On prend de la table les valeurs de Fw et F- avec

l'argument :

q — 1

11

ARt=r. A\ o, A\=o

Bi — Ao (A, e, -+- r) -+¦ B„ cos3(e,?- ->- A, (i -t- e,)) -+- A., ü, sin e

— Ac Co eK

B( — -y r a? cos2 o, sin2 J sin 2 (n + r) — r2 e, Ä

^ — A„ G e, + Ä, cos e C (1 + e\) + C, A sin e — Cc G, e,

— P.,CR1= 0

— P3 G? A, r2 e,Aßfl? cos2 <?, cos (A' — A)
— P3Ci As ?'2 e, (A,. Cs — As Cc)

^.C2 |.XP^-Hp(Br-)-|P1r)
C

C2=2XP3C? + p^ï
C

AZ

„
C2 2).P3Cf + P5Ï

(^-H^n^))^_ _L/A
C

" 2X \ C

c 2X \ c
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P, \ e"
3 J C J

2(au/ P,\ eu[

2|az/ P,\ ez{

Pour contrôler ces formules, j'ai calculé les composantes

de la force perturbatrice exercée par la planète
Vénus sur Mercure et j'ai obtenu les mêmes valeurs
que M. Hill ' a trouvées.

Après avoir évalué les forces perturbatrices, le calcul

des perturbations séculaires se fait de la manière
suivante : on divise en douze parties l'orbite du corps
céleste qui subit les perturbations, et on calcule pour
chaque point de division, donc pour £' 00,30°,
...330°, les expressions suivantes:

H
f-. Z„r>\\\ u

Hi Z„ rcos u
H, ß„ sin v ¦+¦ Uo (cos v ¦+¦ cos ß)

ßfio — ß„ cos v •*¦ U„ | 1 -t- 1 sin v
1>

BJb -r.Bo.
Soient les valeurs trouvées H°, IP, H'2 ...IP1.
Si l'on pose :

(H) jj {B> + //' + + //H)

on obtient :

1 On Gauss' Method of computing secular perturbations. Astron.
Papers, vol. I, part. V.
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sin i. (8&)' y~%- a (» sec?. (//«)

W I~^-«^eco.(ßO

^^Y^-.oVcosç.îA)

(Sto)' ¦== Sui, — cos i. 3^
(8*)'= 8u>, n-2sin2-f «fò

(Sß)' ZMi + 2 sin21.. Sto, + 2 sin2 y 5£

où L désigne la longitude moyenne et * la longitude
du périhélie mesurée d'un équinoxe fixe.



TABLES DES SÉRIES HYPERGÉOMÉTRIQUES

'fai***»)-**

pour évaluer les périodes des intégrales elliptiques
de la première et de la deuxième espèce,

d'après les formules :

T. L. „ T.

-.ga i Fo>; log 0.227 35456
y/12 " y/12

*i ït^= ffi T. F ¦ log r-l_ 9,687 7639 4-10
y/1728 y/1728

gt et g% représentant les invariants et

QÌ g-lg x -
27. g\ 9
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