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Détermination
des moments d'inertie polaires d'un corps de

révolution à laide de l'intégrateur.
(Méthode Amsler.)

La détermination de certains moments d'inertie polaires

de corps de révolution conduit à des intégrales dans

lesquelles la fonction à intégrer dépend de deux variables

et qui ne sont pas directement déterminables à l'aide
de l'intégrateur. L'extension de l'idée fondamentale de

la méthode décrite dans le cas de la détermination du

moment centrifuge1 d'une surface à l'aide de l'intégrateur

permet également de calculer les moments cherchés

dans le cas d'un corps de révolution.

Principe de la méthode :

Soit un corps de révolution rapporté à trois axes de

coordonnées Ox, Oy et Oz, l'axe Oz étant l'axe de

révolution du corps et les axes Ox et Oy, rectangulaires entre

eux, étanrasperpendiculaires à ce dernier. Soit à

déterminer le moment d'inertie polaire du corps par rapport
à un axe Gx ou un axe Gy parallèle au précédent et
passant par le centre de gravité du corps. Ce problème peut
se présenter dans un certain nombre de cas pratiques :

par exemple dans l'étude du mouvement d'un régulateur
à boules, où le bras pendulaire a la forme d'un corps
de révolution de configuration compliquée, ou encore
dans l'étude de la pendulation conique (mouvement
gyroscopique) d'un projectile autour de la tangente à

sa trajectoire etc. et d'autres cas semblables, où, outre
le moment d'inertie polaire par rapport à l'axe de rotation

principal Oz, on a besoin des moments d'inertie du

corps par rapport à deux autres axes perpendiculaires
à celui-ci et passant par le centre de gravité. La
détermination se subdivise en deux parties distinctes :

1° Détermination du centre de gravité du corps de

révolution. — La distance du centre de gravité G du corps de

révolution par rapport au plan Oxy est donnée par la
formule connue (Fig. 1).

r
Fig. 1.
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où de représente la différentielle du volume, 1 le rayon
vecteur

,• s/x2 + y2

et <p l'angle au centre, et les intégrales étant étendues à

tout le volume du corps. Sous cette dernière forme on
voit apparaître sous les signes8||les différentielles

2dz

qui ne sont de nouveau autre chose que les moments
statiques par rapport à l'axe de révolution d'une bande
élémentaire de surface de la courbe méridienne comprise

entre : deux rayons disianls de dz, la portion de la
courbe méridienne intemëptée par ces rayons et l'axe oz.
Si donc on désignt||bar M le moment statique par
rapport à l'axe de révolu1a|h de la surface de la portion de

courbe méridienne comprise entre le plan Oxy et le

rayon d'abscisse z, on aura simplement :

2nïzdM
Position du centre de gravité : s S

2jrfdAf

1 Voir Bulletin technique du 27 février 1926, pi
moment centrifuge d'une surface aU moyen de l'ii

Déterminait

Cette expression est susceptible d une interprétation
géométrique simple. Si l'on construit la courbe ayant pour
ordonnée le moment statique M par rapport à l'axe de

révolution de la portion de courbe méridienne comprise
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dM
Couirbc
des M

Fig. 2.

entre : l'axe de révolution, le plan origine, la courbe
méridienne et le rayon d'abscisse z, cette valeur M étant
portée en fonction de l'abscisse z, l'intégrale ÇzdM du
numérateur n'est autre que la portion de surface comprise

entre l'axe des ordonnées, la courbe des M et
l'horizontale passant par le point extrême de cette courbe.

(Fig- 2.)

L'intégrale §dM M total, figurant au dénominateur,

n'est autre que le moment statique total de la
courbe méridienne entière par rapport à l'axe de

révolution, autrement dit l'ordonnée maximum de la courbe
des M. {Fig. 1 et 2.)

Toutes les déterminations de moments statiques et de

surfaces ci-dessus sont maintenant eiïectuables à l'aide de

l'intégrateur.
2° Détermination du moment d'inertie polaire du corps

de révolution par rapport aux axes Gx Gy passant par le

centre de gravité et perpendiculaires à l'axe de rotation.
Les moments d'inertie cherchés sont :

Ix S(y2 + z2)dv

Ir }(x2 + z*)dv

dv étant la différentielle du volume et les intégrales
étant étendues à tout le corps de révolution. (Fig. 3.)

Additionnant ces deux équations et prenant la demi-

somme, on obtient, en remarquant que

*2 + 2/2=,2

H
\r s

¦=i

Vis. 3.

h Iy=-2(Ix m*+2z2)dv

{p2 + 2z2)pd^.dp.dz

c, étant le ravon vecteur et m étant l'angle au centre. Effec-
tuant d'abord les intégrations par rapport à o et à m,

on trouve

¦¦•••—" /, /r |.2,[^dz + 2^^^^H
La première des deux intégrales contenues dans la

f r4
parenthèse \-y-dz est determinable directement par

parcours du périmètre de la eœirbe méridienne entre
ses ordonnées extrêmes et l'axe des z, au moyen du grand
intégrateur Amsler N° 4. Généralement on n'a pas cet -

intégrateur à disposition, mais seulement l'intégrateur
plus petit N° 2. On arrive cependant au but aussi à l'aide
de cet intégrateur en écrivant identiquement :

h H\m^\m]
forme de nouveau susceptible d'une interprétation géo-

En effet, différentielle dz est demétrique. *.

veau le moment statique de la bande élémentaire de

largeur dz de la surface limitée par la courbe méridienne,
c'est-à-dire donc dM, M étant comme toujours le moment
statique par rapport à l'axe de révolution de la portion
de surface de la courbe méridienne arrêtée au rayon
d'abscisse z. On a donc en fin de compte

il /z i z'
T^dM

Comme on le voit immédiatement, les deux dernières

intégrales dans la parenthèse se traduisent par des

moments statiques de courbes des M. La première
r» r2
\ -fr dM est le moment statique par rapport à 1 axe
*j
des M de la surface limitée à ses deux ordonnées extrêmes
d'une courbe, dont une des coordonnées serait le rayon r et
l'autre coordonnée la fonction M de z (moment statique
de la courbe méridienne de l'origine à z déterminé

précédemment). (Fig. 4.) L'autre intégrale \-^dM est le

Coourbe de&M

dM

Fig. t.
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moment statique par rapport à l'axe des M de la
surface limitée à l'horizontale extrême et l'axe des M d'une
courbe ayant comme abscisse z et comme ordonnée la
même fonction M que ci-dessus. (Fig. 5).

a m

ouHse

*-J

Fit

Le calcul des moments d'inertie polaires Ix et Iy
du corps de révolution par rapport aux axes Gx Gy se

ramène donc à des planimétrages et des déterminations
de moments statiques de diverses surfaces, opérations

toutes efîectuables à l'aide de l'intégrateur.

Exemple numérique.
(Voir remarque de la Fig. 6, page suivante.)

Soit à déterminer les moments d'inertie polaires par
rapport à deux axes passant par le centre de gravité et

perpendiculaires à l'axe principal de rotation du pendule
à boule d'un régulateur de Trenck (corps de révolution).

1° Détermination du centre de gravité du corps de

révolution. — Dans la portion en haut et à gauche du dessin,

on a représenté la courbe méridienne du pendule à boule

du régulateur en grandeur naturelle.
Pour la détermination du centre de gravité à l'aide de

la formule

_
2v:SzdM

S ~ 2izjdM

il faut tout d'abord calculer la fonction M, c'est-à-dire
le moment statique par rapport à l'axe de révolution de

la portion de surface comprise entre l'axe des z, l'axe des

ordonnées, la courbe méridienne et l'ordonnée d'abscisse

z, en fonction de la variable z. A cet effet on divise

l'abscisse z par un certain nombre de verticales 1, 2, 3... 13.

On suit alors avec la pointe de l'intégrateur le contour de

la surface hachurée en quadrillé en suivant le sens des

flèches et en revenant au point de départ O. On obtient
à l'intégrateur le moment statique 3,8 cm8 relatif à la

verticale 1 ; on recommence la même opération en

suivant maintenant le contour jusqu'à la verticale 2 et en

revenant au point de départ O dans le sens des flèches

(portion hachurée simplement). La lecture à intégrateur
donne le moment statique 7,3 cm8 correspondant à la

verticale 2 et ainsi de suite.
Pour obtenir l'intégrale ÇzdM du numérateur, on

portera en ordonnées (figure au milieu et à gauche du

dessin) à partir d'un axe des abscisses oz et sur les mêmes

verticales de division i, 2, 3 13, les valeurs du
moment M obtenues précédemment à une certaine
échelle. Sur le dessin, l'échelle des ordonnées est de
1 cm. 5 cm3. On portera donc sur la verticale 1, exemple

pour M 3,8 cm3 la longueur 7,6 mm ; sur la verticale 2

pour le moment M 7,3 cm3, la longueur 14,6 mm etc.
et on obtient ainsi par points la courbe des M rapportée
au point O et à la variable Z.

Pour le planimétrage de la surface limitée par cette
courbe des M l'échelle des surfaces est :

1 cm X 5 cm3 5 cm*. En évaluant l'aire
comprise entre la courbe des M, l'axe des ordonnées OM
et l'horizontale extrême, on trouve (surface hachurée).

S 256,5 cm2 256,5 cm2 X 5 cm*/cm2 1282,5 cm*.

L'intégrale en dénominateur fdM est égale à

l'ordonnée maximum de la courbe des M dont il vient d'être
question, soit 76,2 cm3 (c'est aussi le moment statique
de la surface totale limitée par la courbe méridienne,
surface hachurée dans la moitié inférieure du pendule
à boule, figure en haut à gauche du dessin).

Portant ces valeurs dans la formule, on obtient pour
l'abscisse du centre de gravité :

Ze
2tt X 1282,5 cm*
2tt X 76,2 cm8

16,7

2° Détermination des moments d'inertie polaires Ix, Iy
du corps de révolution par rapport à deux axes rectangulaires

passant par le cenÊe de gravité et perpendiculaires à

l'axe de rotation.
Pour cette détermination il faut transporter l'origine

des coordonnées au centre de gravité G. Pour plus de

simplicité, nous supposerons que ce centre de gravité
tombe sur la vertiïale de division 8, ce qui est à peu
près le cas.

Les deux moments d'inertie polaires cherchés Ix et
/,. sont donnés par la formule :

h Ë
i

l^dM + ^dM]
Pour évaluer mécafflguement les deux intégrales

contenues dans la parenthèse, il faudra commencer par
calculer les valeurs de la fonction M à partir de. la
nouvelle origine G pour les différentes verticales de division.
Il faudra donc de nouveau suivre avec la pointe de

l'intégrateur, en partant et en revenant au point G,

les parcours indiqués par les flèches dans la partie
supérieure et à droite de la courbe méridienne du corps de

révolution (ligure en haut, à gauche du dessin). Par exemple

: pour la verticale 9 (portion couverte de hachures

quadrilles) lecture à l'intégrateur M 1,7 cm3 ; pour
la verticale 10 (pcJÜton hachurée simplement) lecture à

l'intégrattojfr M ¦¦ I 1.7 cm8 et ainsi de suite, et cela

tout aussi bien pour la partie du corps située à droite

que celle située à gauche du centre de gravité. Pour la

détermination de l'intégrale \ I dM on portera dans

un système d axes (figure en dessous du milieu à gauche



Pendule à boules d'un régulateur de Trcnck.
Echelle 1 : 1.

Détermination du centre de gravité
du corps de révolution.

Formule :

Echelle des moments statiques
1 cm 1 cm X 1 cm2 1 cm8

j
U G

Jt SEchelVnscisse t
1Z§

£60

fzdv m&m lirjzdM

f-dz '-irfdM
où M moment statique de O à Z de la
surface méridienne par rapport à l'axe Oz.

Calcul de la courbe des M rapportée à O.

m

e

I
II

1 f^ Echelle des surfaces : >^^^ 1 cm2 1 cm X 5 cm* 5 cm*. o^V

«
1 ^S S 256,5 cm2 s^y

m

o

V 256,5 cm2 X 5 cm'/cm2 1282,5 cm».

V COURBE. DES f». (M3PPORTÏ.E .VVO^

mm
HU POINT O CT A O UPRiRBLE.2. nX\\

Drdonn

•&ÊÈ0*
fcA^

w^
D 1 I i 1r i < ir < >0 t1 t 1

Absc Echelle 1 cm 1 cm.

MOMSTOT: L%2-*.tr?
s i

L J
O „J fcs

6 ?G
\>5

S^FS
COURBE DES f*> RRPPOnTLL x

HU POINT 6 ETÀifl URRIRDLE. \r

^^\\\\\\\\t\\\\\\^

flûrn .STflT. 2,81,6o"s

Fig. 6.

Détermination
du moment d'Inertie d'un corps de

révolution à l'aide de l'Intégrateur
(méthode Amsler).

[Toutes les échelles mentionnées dans le
dessin, indications numériques de la figure,
et les calculs contenus dans le texte, se
rapportent aux échelles réelles du dessin original.
Ces échelles onl été altérées par la reproduction

photographique.)

s M. Echi 1 cm

Kelu-'le des moments de la surface M
par rapport à l'axe GM:

m3 (ordonnée)2 X abscissse
(0,5 cm)2 x 5 cm3 =1,25 cm8

Echelle des moments de. la surface M par rapport à l'axe GM
1 cm3 — (abscisses)2 x ordonnée — (1 cm)2 X 5 cm1

COUABt 0&.S W WPPOHTU
BU POIMT 6 8J B Ift OflFURBLX z.

Us. Xù.

f»0<n STOT. 155,(. on*
• Ill,»4mVte^.n>* 4ft,s cm*

MOM.STBT. 161 Aero»

cm ï a

o

S
ÂbsciBBes z.

K. lulle : 1 cm I

Horn, depuis O Mom. depuis O
à l'ordonnée â 1 ordonnée

K" M (cm») Mtm'i
0 0 7 20,3
1 3,8 3 22,7
2 7,3 9 24,1
3 10,5 10 34,4
1 13,4 11 52,4
5 16,0 12 68,8
6 18,3 13 76,2

Planimétrage de la surface des M (au plani-
nimètre)

5 256,5 cm* — 1282,5 cm4.
Moment statique total par rapport à Oz de

la courbe méridienne (à l'intégrateur)
M L 76,2 cm8.

Abscisse du centre de gravité

Zr.
ïjt !282,5 cm4 8055 cm*

Détermination du moment d'inertie polaire
du corps de révolution

par rapport à un axe passant par le centre de
gravité et perpendiculaire à l'axe de rotation.
Ix Ç[,/- + z')dv Iy Ç{x*z*)dv

Formule :

/, + /.. 1

JJJlr -d dz

WMm^m
Cale il d- j —dM.

Portion de gauche Portion de droite
Cs

V •î'fi'*"
g^ 5.- e s-i -

o.™

0 2 22,7
1 1,9 18,9
2 1,8 15,4
3 1,7 12,2
4 1.6 9,3
5 1,5 6,7
6 1,45 4,4
7 1,4 2,4
s 1,35 0

n*

%- ~ ^
EL g Ê

e""
8 1,35 0
9 2,0 1.7

10 3,9 11,7
11 4,3 29,7
12 3,6 46,1
13 0

; 53,5

Moment statique par rapport à l'axe GM
c la surface des M rapportée à la variable r
x l'intégrateur) :

Portion de gauche 25,2 cm8 31,5 cm5
Portion de droite 289,8 cm* 362 cm*

S r*
Somme / -dm 315,0 cm* 393,5 cm*

Calcul de f~ dM.
Portion de droitePortion de gauche

Mon. depuis G
i l'ordonnée

M (cm:l)

0 22,7
1 18,9
2 15,4
3 12,2
4 9,3
5 6,7
6 4,4
7 2,4
8 0

Men. depuis G
IP i 1 ordonnée

Af ((¦*)
8 0
9 1,7

10 U.T
11 29,7
12 46,1
13 53,5

Moment statique par rapport à l'axe GM
de la surface des M rapportée à la variables
(à l'intégrateur) :

Portion de gauche 255,6 cm* 1278 cm*
Portion de droite 161,4 cm* 807 cm*

/ dM ,0 cm'

Mommt d'inertie pol,me lx tt /„
I

dM

[393,5

dM
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du dessin) en ordonnées les valeurs du rayon r
correspondant aux différentes verticales de division à l'échelle
1 cm. 0,5 cm. par exemple, et en abscisses les valeurs
correspondantes de M à l'échelle 1 cm. 5 cm3 par
exemple. On obtiendra ainsi par points la courbe des M
en fonction de la variable r rapportée à l'origine G,

séparément pour la portion de droite et la portion de

gauche du corps de révolution. Pour l'évaluation de

f r2
\-^rdM moment statique de la courbe des M par

rapport à l'axe GM, l'échelle des indications de

l'intégrateur sera : 1 cm3 (ordonnée)2 X abscisse

(0,5 cm)2 X 5 cm3 1.2E

En suivant les périphéries avec le traçoir de

l'intégrateur on trouve :

9,5 •?. rm3 31,5 cm5
Portion de gauche : moment par

rapport à GM — Ai>,A cm"
» » droite : moment par

rapport à GM 289,8 cm3 362,0 cm5

Somme i IM 315,0 cm3 593,5

Pour le calcul de la seconde intégrale de la paren-

ihcse \ -rrdM on utilisera les valeurs de M rapportées à

l'origine G calculée précédemment, mais on tracera la
courbe des M cette fois en fonction de la variable z

(figure en bas et à gauche du dessin). On portera en
abscisses les valeurs de z, par exemple en vraie grandeur
1 cm. 1 cm. et en ordonnées sur les verticales de division

les valeurs de M à l'échelle 1 cm. 5 cm3 par
exemple. Dans cette représentation l'échelle des

moments statiques des surfaces par rapport à l'axe GM
aura la dimension :

1 cm3 (abscisse)2 X ordonnée (1 cm)2 X 5 cm3 5 cm5.

L'intégrale cherchée est le moment statique par
rapport à l'axe GM de la portion de surface comprise entre
cette axe, la courbe des M en fonction de z et les horizontales

des points extrêmes. On trouvera à l'intégrateur :

Portion de gauche : moment sta¬

tique par rapport à GM 255,6 cm3 1278 cm5

Portion de droite : moment sta¬
tique par rapport à GM 161,4 cm3 807

Soi 1 dM 417,0 2085

Finalement on aura pour les moments d'inertie polaires
Ix Ir cherchés

Ix=Ir l^^dM + ^dM
r. [393,5 + 4 X 2085J 27400 cm5

La méthode Gibson

pour la mesure du débit d'une conduite forcée,
par F. SALGAT, ingénieur aux Ateliers des Charmilles S.A., à Genève.

(Suite et fin1.)

Essais de Muscle Shoals. — En complément à ce qui
précède il nous paraît intéressant de citer ces essais, car
ils ont porté sur des groupes importants alimentés par de

courtes conduites et ils ont été faits parallèlement à

des essais par déversoir. De plus — et surtout — nous
avons ici une application du graphique différentiel.

Nous n'avons pas parlé de ce genre de graphique car
nous n'avions pas l'occasion d'en donner une application.
On verra celle-ci plus loin.

Le graphique différentiel donne la différence des

surpressions en deux sections de la même conduite. A cet
effet la branche P du manomètre B (fig. 4) est reliée à la
conduite, en amont de la prise C. Comme alors on
mesure la différence des impulsions dans les deux sections
considérées, on obtiendra la vitesse V„ en introduisant
dans la formule 1 la distance séparant ces sections et non
la longueur de la conduite ; pour st on prend la surface
du graphique différentiel.

Cette façon de faire peut simplifier considérablement le
travail car elle permet delimiter à une partie de la
conduite la détermination des caractéristiques physiques
(longueur et section), de s'affranchir des variations de
section en choisissant un tronçon de conduite de section
constante et enfin d'éviter les difficultés dues à une trop
grande pression (voir paragraphe 22).

L'usine de Muscle Shoals (Barrage Wilson sur le

Tennessee-Alabama) comprend actuellement huit groupes
verticaux dont quatre de 30 000 HP et quatre de 35 000

HP, l'usine est prévue pourSastallation ultérieure de dix
autres groupes. La chute varie de 68 pieds à 91 pieds et la
vitesse des turbines est de 100 tours/minute. Les essais 2

dont nous parlons sont ceux d'une unité de 30 000 HP
contruite par /. P.ÏÈMorris et Westinghouse.

Le déversoir devant être très long, fut divisé en quinze
éléments de 30 pieds de longueur chacun. L'épaisseur
d'eau sur la crête était de deux pieds environ pour le
débit de pleine charge. Elle étarÇsf|iesurée en deux endroits

pour chaque déversoir partiï||||>,
L'appareil Gibson fut 1 ns 1 alle comme l'indique la fig. 20.

Entre les prises supéri&pe et inférieure la section de la
conduite est sensiblement constante. Cette conduite est
divisée en trois pari ics par des parois, aussi des essais ont
été faits soit en installant un appareil sur chaque partie,
soit en reliant le même appareil aux trois parties ; les
résultats furent pratiquement les mêmes.

Comme pourMmjet de notre étude c'est la comparaison
des deux méthodes qui est intéressante, nous traduisons

':^2|ljément celle qu'en fait M. F. H. Kohloss :
« L'exactitude des mesures par déversoir dépend de la
1 Voir Bulletin technique du 9 octobre 1926, pi
2 F. H. Kohloss : Tests ut Wilson Dam P.

Engineer», mai-juin 1926.
-house. «The Milita
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