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SOLUTION AMELIOREE DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DE
LA LIGNE ELASTIQUE D’UNE POUTRE SOUMISE A LA FLEXION

par PAUL ROSSIER, professeur, Genéve

[in résistance des matériaux, on montre que la ligne

é¢lastique d’une poutre soumise a la flexion satisfait a
I'équation

(1) MR = K,

ou M est le moment fléchissant.
R le rayon de courbure et
K une constante égale au produit du module d’élas-
ticité par un certain moment d'inertie de la section.
Le rayon I est

/ 2\3
r_V (l.j”!/ i

Eliminons la racine par élévation au carré ; 'équation
(1) prend la forme

(2) K2y"2 = M2(1 +y"2)3.

Pour intégrer cette équation différentielle, les ingé-
nieurs opérent comme suit : ils placent I'origine en un
point invariable de la ligne élastique et 'axe des @ tan-
gent & celle-ci. Comme la courbe cherchée est peu incli-
née sur l'axe des 2, ils négligent 32 devant l'unité ;
y" reste seul et I'intégration se rameéne a deux quadra-
tures. Comme dans les cas de la pratique, M est un
polynéme, ces opérations conduisent & un y qui est lui
aussi un polynome dont le degré dépasse celui de M de
deux unités. Le probleme est ainsi résolu sans difliculté.

Proposons-nous d’examiner I'erreur faite en posant
y'? = 0. Pour fixer les idées, traitons le cas de la poutre
encastrée a4 une extrémité et soumise aux divers cas de
charge suivants :

I. Moment fléchissant constant (flexion circulaire) ;

[1. Force unique a lextrémité; le moment varie
linéairement ;

[1I. Charge uniformément répartie ; le moment est
une fonction quadratique ;

IV. Charge décroissant linéairement de Dencastre-
ment A Pextrémité libre et s’annulant en ce
point ; le moment est donné par une fonction
cubique.

De fagon générale, nous pouvons poser :

M = my + myx + mya® + mga®.

Sauf mg, certains de ces coellicients sont nuls dans les
cas I a III.

Pour alléger les caleuls, posons encore :

M
k=P + qx + ra® + tad.

[équation (2) devient

(3) y'? = (p -+ qv + ra® + 1a%)% (1 + y'?)3

Le choix fait plus haut des axes permet de poser, en
nous limitant aux termes en a9

+ agab,

2 _|

Yy = ax® + az2® + at 4 a

avec ay positif.
ol P 2 ’ " - A
Cela fait, calculons y" et y”; ce sont des polynomes
de degrés b et 4 et substituons dans I'équation (3), en
allant jusqu’aux @', et comparons les coellicients des
mémes puissances de @ dans les deux membres. 11 vient
ainsi successivement :

p m, q 1,y
= = — U = == ===y
29 K 376 GA
o +,3P3 B 2m, K% + 3/11({3
“="T T T %Ks

t+3p%q  myK% A+ 3mmy
(45—— _)0* = 2(”'(3. )
15p5 — 2p%r + 15pg?
@y = - —— =
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Les deux premiers coellicients a, et a; sont ceux de
la théorie des ingénieurs. Pour les derniers, cette théorie
donne :

i r my - l mg r 0
(14* <18 ] 115*:2“—270[*\,) “64 5

12— 42K

Ainsi, la théorie des ingénieurs donne correctement
les coellicients des deux premiers termes du développe-
ment en série de y. Pour les termes suivants, elle est en
faute.

Cela est tres frappant dans le cas de la flexion circu-
laire. L’équation (1) montre que la courbe élastique est
un cercle. La théorie simplifiée donne une parabole. La
théorie plus compléte fournit les termes suivants :

3 5
yo T e M g M

YZOAK T T RKE T T 6K

Ce sont les premiers rermes du développement d’un

K _r .
cercle de rayon = - La théorie simplifiée ne donne que
le premier terme.

Pour nous rendre compte de l'ordre de grandeur de
la différence entre les deux théories, examinons le cas
suivant, ot les efforts et les déformations sont consi-
dérables :

Module d’élasticité  2.107 tm—2 (acier),

Moment d’inertie  5.10—7 m* = 50 cm?* (cela cor-
respond & peu prés a une section rectangulaire de
5 em de hauteur et de 4

N — 10 tm?2.

8 ¢em de base). Il vient
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\
my 1 ‘ 1
my 0 -1
m, 0 0
ny 0 0
a, = a’y 5.10—2 5.10—2
ay=a'y 0
ay 1,25.10—1
@y 0 0
a® 0 -1
a’s 0 \ 0
ag 6,25.10—7 ;
f(mm) 50,13 33,18
//(mm) 50 ‘ 33.33
Af(mm) | 0,13 | -0,15
%’ (%) 1' 0,26 ‘ 0,45
!

-1,67.10—2
1,25.10—4

;0. 10—t

6,31.10—¢
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In1 | v

0,5 0,33333
1 1
0.5 ‘ 1
0 1 -0,33333
2,5.10—2 ‘ 1,6667.10—2
1,67.10—2 ‘ 1,6667.10—2

‘ 4,23.10—3 } 8,3333.10—3
4,17.10—3 ‘ 8,3333.10—3
-3,75.10—5 ~1,6833.10—3
0 - 1,6667.10—3
3,02.10—5 218.10—5
12,55 6,672
12,40 { 6,667
0,15 1 0,005

‘ 1,2 0,08

|

Poutre de 1 métre de long soumise :

I. & un moment constant de 1 tonne-métre,
II. & une charge de 1 tonne en lextrémité,
ITI. & une charge uniformément répartie de 1 tonne,
IV. & une charge de 1 tonne, répartie linéairement,
nulle a Pextrémité libre.

Le tableau donne les valeurs des coellicients « de la
théorie compléte et des coellicients ¢’ de la théorie des
ingénieurs, les fleches en Pextrémité libre [ et [ (des

: : ; ; . Af
ingénieurs), la différence Af et sa valeur relative 7

Ainsi que 'on pouvait s’y attendre (sinon la réalité
aurait brutalement prouvé aux ingénieurs U'insullisance
de leurs hypothéses et de leurs caleuls), les différences
entre les deux théories sont petites, généralement infé-
rieures & 1 9. Or, il est diflicile de connaitre les modules

d’élasticité avec cette précision. Ainsi la théorie des
ingénieurs est satisfaisante. Elle 'est d’autant plus que
dans le développement en série de puissances de la
déformation y, les deux premiers coeflicients sont cor-
rectement déterminés par la théorie simplifide.

Dans toute théorie, il faut soigneusement distinguer
les hypothéses de caractére physique faites pour sim-
plifier un probléeme de celles qui sont ajoutées pour
rendre moins pénible la solution des probléemes mathé-
matiques ainsi posés. Les hypothéses de la résistance
des matériaux, par exemple le fait de négliger les con-
tractions et dilatations transversales, la continuité et
I'homogénéité de la matiére, sont des hypotheses de
caractére physique. Mais le fait de négliger un terme
parce qu'il géne le développement mathématique est
une sorte de défaite du mathématicien, chose que celui-
ci n’aime pas, méme si les corrections qu’il apporte sont
pratiquement négligeables aux yeux du praticien.

ECOLE POLYTECHNIQUE DE L'UNIVERSITE
DE LAUSANNE

Hommage au professeur A. Stucky a l'occasion du
trentiéme anniversaire de son enseignement dans notre
Ecole polytechnique

Les anciens éléves du professeur Alfred Stucky ont
appris il y a quelques jours, par le «Bulletin n® 1 de
A3 E2P. L. », lanniversaire de sa trentiéme année
d’enseignement.

Cest en 1926 en effet que M. Landry, alors directeur
de ’'Ecole d’ingénieurs de Lausanne, qui s’y connaissait
en hommes et avait pu apprécier les capacités techni-
ques, le jugement rapide, 'audace réfléchie et la clarté
d’esprit de M. Stucky, le fit appeler au poste de profes-
seur extraordinaire d’hydrométrie et de travaux hydrau-
liques.

M. Stucky nous permettra de rappeler, & I'occasion
de cet anniversaire, quelques traits de sa brillante
carriére :

Né en 1892 a La Chaux-de-Fonds, M. Stucky fit ses
études a I'Ecole polytechnique fédérale, dont il obtint
le diplome d’ingénieur civil en 1915, et le doctorat és
sciences techniques en 1921 par une thése fort remar-

quée sur le calcul des barrages arqués. En 1915 dé¢ja,
a 23 ans, 1l fut chargé d’une mission scientifique au
Portugal. Entré ensuite au bureau d’études Gruner de
Béle, il en devient bientot I'associé et y élabore entre
autres le projet de barrage de la Jogne, dont le type,
a I’époque, constituait pour I'Europe une audacieuse
nouveauté.

Dés sa nomination a notre Ecole, M. Stucky s’établit
a Lausanne et va mener de front son enseignement et
son propre bureau technique. Il est immédiatement
appelé a collaborer a des travaux importants. D’emblée,
il s'impose comme constructeur de barrages. Son acti-
vité, loin de se borner a la Suisse, s’étend rapidement
dans tous les pays voisins et hors d’Europe, en Afrique
du Nord, au Katanga, au Pérou, au Venezuela par
exemple. Jusqu’a ce jour, il a participé a I’édification
de trente-quatre barrages.

Dans chacune de ses entreprises, le professeur Stucky
apporte sa note personnelle, innovant constamment,
perfectionnant sans cesse les techniques de construction
et les méthodes de calcul. Ses deux activités de profes-
seur et d’ingénieur-conseil se développent paralléle-
ment et s’enrichissent ['une lautre: ses étudiants
récoltent les fruits de ses expériences pratiques, tandis
que ses collaborateurs bénéficient des études théoriques
destinées a4 son enseignement.



	Solution améliorée de l'équation différentielle de la ligne élastique d'une poutre soumise à la flexion

