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LE CALCUL A LA RUPTURE DES POUTRES

EN BÉTON PRÉCONTRAINT SOLLICITÉES EN FLEXION SIMPLE

par PAULIN COURTOT, ingénieur EPUL - SIA, Paris.

Introduction

Le but de cette étude est de montrer que le calcul à la

rupture repose sur des notions simples, qu'il est d'une
utilisation aisée, qu'il donne des résultats sûrs.

Mais il est utile de dire quelques mots, en guise
d'introduction, sur les techniques de dimensionnement en

général, afin de faire mieux apparaître l'intérêt du
calcul en rupture.

Le principe de base de toute méthode logique de

dimensionnement peut être défini de la manière
suivante : dans une première démarche, l'art de l'ingénieur
consiste à décrire avec précision la circonstance que l'on
veut empêcher de se produire. La démarche
complémentaire consiste dans le choix d'un facteur de sécurité

vis-à-vis de cette éventualité.
Les circonstances à éviter sont diverses, que ce soit

fissuration, excès de fluage, écoulement d'acier, excès

de flèche, rupture, et à chacune de ces circonstances

correspond une méthode de dimensionnement.

La méthode de calcul à la rupture n'est donc certes

pas la seule qui doive retenir notre attention. Si elle

occupe néanmoins une place prééminente, c'est qu'elle
se réfère à la circonstance la plus extrême qu'il importe
d'éviter pour un ouvrage : sa rupture, sa destruction.

Dans la pratique, on devra considérer que le calcul en

rupture n'est pas une panacée, qu'il ne dispense pas
d'autres formes de calcul relatives à des circonstances
différentes de la rupture, mais qu'il constitue cependant
la donnée de base dans le dimensionnement d'un

ouvrage : pour situer son importance en deux mots,
disons qu'il est nécessaire mais non suffisant.

Difficulté inhérente an calcul en rupture

Les considérations qui suivent porteront sur une
section de poutre en béton précontraint, dans laquelle
on suppose, pour simplifier le problème, que la table
de compression est de forme rectangulaire et que
l'armature tendue se trouve concentrée sur'un seul niveau.
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Cette section est soumise à un effort de flexion simple.
Etant donné cette section, on sait que son comportement

à rupture n'en est pas moins un phénomène
complexe, puisqu'il fait intervenir les résistances de
plusieurs matériaux dans des domaines où les courbes
tensions-allongements ne sont ni linéaires ni même
d'allures comparables entre elles.

Pour faciliter l'abord d'un tel problème, il convient
de commencer par poser les hypothèses que voici :

1. Les sections déformées restent planes.
2. Il n'y a pas de glissements entre l'acier et le béton.
Ces deux hypothèses permettent de s'assurer la

linéarité absolue des déformations des différentes fibres
en fonction de leur distance à l'axe neutre, quel que
soit le degré de sollicitation de la section.

L'existence d'une loi de distribution simple et exacte
concernant les allongements nous donne à penser que
l'examen d'un processus de rupture doit se faire plus
facilement en considérant avant toute chose les allongements

plutôt que les contraintes.
Aussi allons-nous chercher à introduire simultanément

toute l'information possible sur les allongements
des différentes parties d'une section dans une
représentation graphique unique.

Pour ce faire, considérons donc un diagramme constitué

par un système de coordonnées rectangulaires,
sur lequel nous portons les allongements de l'acier en
abscisse et les déformations du béton en ordonnées.

Eb
limine £T]

Eo
imire Ea

£a
Fig. 1.

Eo allongement initial de l'acier du fait de la

précontrainte.
On remarquera sur ce diagramme un décalage d'abscisse

e0 correspondant à l'allongement initial de l'acier
du fait de la précontrainte. Ce décalage est effectué
dans le but de faire coïncider l'état initial de la section
avec l'origine du système de coordonnées. De ce fait, la
limite d'allongement de l'acier £0 est à compter à partir
du point P (allongement initial de précontrainte).

Modalités de la rupture

Ce diagramme, une fois complété par les valeurs
limite propres à chacun des deux matériaux, se

présente sous forme de rectangle.
Avant même d'aller plus loin, il nous montre

immédiatement qu'il y a deux modalités de rupture prin-

El)

Eo

8a

cipales : le point A représente une rupture par l'acier
et le point ß une rupture par le béton.

Cette observation constitue la base nécessaire d'une
bonne compréhension du phénomène de la rupture ;

elle montre en particulier la fausseté de la méthode qui
consiste à supposer que les matériaux acier et béton
entrent toujours simultanément en rupture.

Uniformité des caractéristiques de déformation dn
béton

On sait, en particulier grâce aux travaux de M. Cham-
baud, que la courbe contrainte-déformation du béton"
présente deux caractéristiques intéressantes : une
constance de forme et une constance de la valeur
absolue de la déformation à rupture (pratiquement
3,6 à 3,8 °/oo).

Ce fait remarquable nous conduit à introduire d'une
manière ou d'une autre ces caractéristiques dans notre
diagramme £j — ea puisqu'elles pourront ainsi y figurer
« ne varietur ».

A l'opposé d'une telle uniformité, la variété sans
cesse croissante des nuances d'aciers, les nombreux
paramètres qui régissent leurs courbes tension-allongement,

font qu'il est impossible d'exprimer l'acier
dans un diagramme présentant quelque degré de
généralité. Dans notre représentation de la rupture, nous
chercherons donc à laisser à l'utilisateur la possibilité
d'exprimer dans nos diagrammes l'acier de son choix.

Mais revenons au diagramme déformation-allongement
du béton.

Si l'on représente le diagramme complet jusqu'à
rupture, la constance de forme permet de définir deux
grandeurs relatives qui sont indépendantes de la qualité
du béton. Ce sont les valeurs

5
Êr

Aire OBDEi Er X n0

du diagramme ci-après : (fig."3)

m

Ho

- Eo

Fig. 3.

De plus, la constance de forme permet d'introduire
des valeurs Ss et vy& qui sont fonction de £$ seul lorsque
le diagramme wj — e» est limité à une valeur plus petite
que la valeur maximum e, : (fig. 4)

On a ici :

e» Aire OBD'E'
Ob — 4>&=

£& Er X n<>

Fig. 2.

Pratiquement, 5& et vj/6 varient de la manière
suivante :

e6 =0 5 10 15 20 25 30 35 38
86 0,66 0,65 0,64 0,63 0,61 0,59 0,58 0,57 0,57
uv6 0 0,22 0,42 0,56 0,67 0,75 0,78 0,80 0,81
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Tl
B D' C

6-

V

ï-o
Eg

Eo

Er

£o

Fig. 4.

Relations entre e acier et e béton

Pour le moment, notre diagramme e0 — e0 est encore
un rectangle vide, et il s'agit d'y introduire sous forme
de courbes paramétriques tous les renseignements
complémentaires dont nous pourrions avoir besoin.

NouSallons donc rechercher quelles sont les équations

qui relient les grandeurs e„ et ej en fonction des

caractéristiques d'une section de béton précontraint.
Pour simplifier, on supposera qu'il n'y a pas d'armature

comprimée.

£b
£b*<5b

£ 0

Ea

En se référant au croquis du paragraphe précédent,
il saute aux yeux que

——^ IIa Fb
< 1 î

y HpF

Fa»
z h,

SfcEft

K Eo + Es
(1)

Une deuxième équation de liaison s'obtient en
écrivant l'équilibre des forces acier et béton :

Fb b n0 y y*,
Fa co n'a

y=hi £»

Eo e&

d'où finalement

V)V&

Ei

Eo ¦+¦ £6

co n'a Q n'a

brighr^ n0
(2)

en posant £i
bhi

Ayant ainsi obtenu les familles (1) et (2) de courbes
paramétriques fonction de ea et Ej, il ne reste qu'à les

tracer sur le système de coordonnées ea — £&. Le résultat
de cette opération est donné sur l'abaque général figurant

en annexe (système Ea — ej) page 153.

Critique dn diagramme complet e« — €6

L'intérêt du diagramme muni de ses deux familles de

courbes, c'est qu'il informe l'ingénieur d'une manière
exhaustive en ce qui concerne les états de déformation
d'une section déterminée : toutes les relations possibles
entre les allongements, d'une part, les taux de travail,
pourcentage d'acier et bras de levier en rupture,
d'autre part, sont exprimées au moyen d un seul

diagramme.
On peut entrer dans ce diagramme avec les données

de la section, pour en déduire immédiatement le
moment de rupture et le genre de cette rupture (béton
ou acier).

Certes, on ne peut pas entrer directement dans l'abaque

avec un moment de rupture, pour en déduire les

caractéristiques d'une section : pour pouvoir le faire,
il faudrait faire apparaître une famille de courbes de

paramètre Mr au lieu de la famille de paramètre zfh.
Cela est effectivement possible, car en mélangeant les
équations (1) et (2) on obtient l'équation suivante :

MR
b n0h-f \\lb X E(, X

Eo 86 Ej)

Eo E»
(3)

Mais nous nous contenterons de signaler cette possibilité

sans la pousser plus loin, car en fait la pratique du
dimensionnement d'un ouvrage consiste à choisir des
sections pour en déduire la résistance et non l'inverse.
Et dans ce cas, l'introduction d'un paramètre assez peu
variable comme zfh se révèle plus pratique et plus

éloquente que l'introduction de t r~â "

o no n-.

Détermination exacte de la contrainte dans l'acier
Le seul fait qui limite la généralité de notre

diagramme Eo — E6 (outre les hypothèses restrictives
exposées au début de cet article), c'est que l'usage de

ce diagramme oblige à faire une hypothèse sur la
tension de l'acier au moment de la rupture de la section.

Cela n'est pas gênant dans le cas général, car
habituellement l'acier arrive à rupture avec un allongement
suffisant pour qu'on puisse considérer qu'il a atteint un
palier de rupture, même dans les cas de rupture par le
béton.

Il n'en est pas moins souhaitable de pouvoir utiliser
aussi le diagramme £a — e& dans les cas inhabituels qui
se rencontrent parfois : on va voir que ce diagramme
peut effectivement être complété dans ce but.

Du moment que nous disposons déjà de l'axe des

allongements E acier sur notre diagramme, nous allons
l'utiliser pour tracer la courbe tension-allongement de
l'acier en reportant un axe des tensions n'a perpendiculaire

à l'axe Eo.

Dans le champ ainsi défini nous inscrivons, pour
prendre un exemple, une courbe tension-allongement
de l'acier.

Il faut bien entendu prendre garde au décalage de
l'axe des abscisses sous l'effet de la précontrainte, ainsi
qu'il a été indiqué au début de cette étude. Ce décalage
doit être égal à l'allongement initial de l'acier par
rapport à un béton infiniment rigide, ou encore à la somme
des valeurs absolues de l'allongement de l'acier et du
raccourcissement éventuel du béton.
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Pour connaître la tension dans l'acier à Tupture de la
section, nous allons introduire, dans ce système de
coordonnées n'a — Ea, une famille de courbes liée aux
caractéristiques des sections de poutres, ainsi que nous
l'avons déjà fait pour le diagramme e0 — Es.

Nous utiliserons la formule (2) :

H>6
E» ß n'a

Ea -T E6

dans laquelle nous ferons

E» =|p rupture u/j

Il vient :

no V}/r£,
na tt X

iy rupture.

a Eo + Er
(4)

L'équation (4) représente une famille de courbes à
inscrire dans le système de référence n'a — Eo et de

paramètre — C selon diagramme.

Il est facile, dès lors, de déterminer la tension de
l'acier à ruwture de la section : il suffit de former le

rapport — et de repérer la courbe ayant cette valeur

comme paramètre. L'ordonnée de son intersection avec
la courbe n'a — eœ donne la contrainte dans l'acier à la

rupture de la section.
L'abaque général n'a — Eo — Es forme donc un tout,

qui comporte tous les renseignements possibles sur le

comportement de la section à la rupture.

Intérêt de l'abaque n'a — Ea — es

Les avantages de cet abaque tiennent à deux raisons
principales :

La première, c'est que la courbe tension-allongement
de l'acier et sa limite de déformation sont explicités.
On a donc la possibilité d'introduire en un seul trait de

crayon toutes les caractéristiques de l'acier de son
choix. Il est également avantageux de pçffljvoir introduire

dans le calcul graphique un taux de précontrainte

déterminé.
La deuxième raison, c'est la mise en évidence des

taux de déformation de l'acier et du béton : l'abaque
montre immédiatement, dans un cas donné, si l'écrasement

du béton est atteint ; et s'il ne l'est pas, quel est
alors son taux de déformation au moment de la rupture

de l'acier.
On a donc la possibilité de dimensionner une section

en fonction d'un état-limite de déformation fixée à

l'avance, qui ne soit pas nécessairement l'état de
rupture (sous réserve de ne pas utiliser dans ce cas les
courbes rtofû,).

On a aussi la possibilité d'évaluer, d'une manière
approchée mais rapide, la compression ou la chute de

précontrainte d'une armature située en table de
compression (intérêt par exemple pour les pièces
précontraintes symétriquement armées, telles que les poteaux).

D'une façon générale, il est intéressant de noter que
tous les raisonnements faits dans la méthode de calcul
en rupture sont indépendants du choix d un coefficient
d'équivalence acier-béton, dont on sait que, malgré les

règlements, il peut varier entre les limites de 3 et de 15

Justification d'une méthode de calcul simplifiée

On a vu que l'on peut écrire :

z
—

e" M ^b £i

K Eo + E»

A l'aide de l'équation (2)

Es

(1)

(2)

On obtient

*i
1

1 — 5j\ A n'a

H>b

En remplaçant les coefficients S et u; par leur valeur
numérique à rupture du béton on obtient :

1—Ss

y*
0,53

d'où l'équation :

t- 1 — 0,53 Q —
Ax rio

(6)

On peut montrer que cette équation est pratiquement
valable dans tous les cas habituels de rupture, avec une
erreur possible inférieure à 1 %.

En cas de rupture par le béton, la formule(6) est
théoriquement exacte, puisqu'elle contient implicitement
les valeurs S et y correspondant à la rupture du béton.

En cas de rupture par l'acier, il est facile de constater
l'exactitude de cette formule en se promenant' sur
l'abaque le long de la droite e acier limite (pour autant
que l'on ait e acier limite > 15 °/00 environ).

Le domaine de validité de cette formule n'est limité
que par les cas suivants :

— limitation de 1 allongement de l'acier à une valeur
très petite, inférieure à 15 °/00 environ ;

— pourcentage d'acier si important, que celui-ci ne
travaille pas à sa contrainte de rupture.

Dans ces deux cas, il conviendra d'utiliser l'abaque ;
dans les autres cas, on pourra se contenter de la méthode
simplifiée, l'abaque restant toutefois pratique pour
« visualiser » le phénomène de rupture.

Pratique dn dimensionnement

Ce paragraphe a pour but de résumer de façon
concrète la suite des opérations qu'il y a lieu de faire pour
dimensionner une section, compte tenu de toutes les
considérations qui précèdent.

Etant donné une section, il convient de calculer tout

d'abord le coefficient c — > car c'est lui qui nous

permettra de savoir si notre acier travaille à son taux
de rupture ou non.

n,,
Connaissant ce c :

n nous en déduirons le taux

de travail n'a de l'acier à la rupture de la section, en
utilisant la partie n'a — £o de l'abaque général.

Connaissant cette valeur n'a, nous l'introduisons dans
l'équation
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z
1 — 0,53 n —

n0

d'où le moment de rupture

Mr co n'a hx X
A,

(7)

Bien entendu, dans les cas habituels de pourcentage
d'acier, la première partie de ce calcul est inutile, et
il suffira d'introduire n'a n'a (rupture) dans l'équation

(7).
Cette suite d'opérations permet de calculer tous les

cas dans lesquels on accepte que l'acier subisse un
allongement normal de 15 à 20 °/oo ou davantage.

Si, par contre, l'acier présente un allongement à rupture

très réduit, ou si pour une raison quelconque on
désire limiter cet allongement, alors on cherchera la
valeur zfn\ sur l'abaque e0 — Es, après avoir calculé le

nr ¦ Â n'a
coemcient y U — ¦

rio

Concordance de l'abaque avec des résultats d'essais
Les résultats de divers essais ne peuvent pas être

comparés entre eux sans précautions, la plus importante

étant de bien s'entendre sur la manière dont on a
obtenu le taux d'écrasement du béton sur cube ou sur
prisme. Car on sait que le taux d'écrasement est influencé

par la forme de l'éprouvette jpjson surfaçage.

Abaque :

\ C--H2. kg/mma

200
W acier kg/fr>m2 1

\ \ N, \ 1500
N \ 1.400\v\ *

s
N, 1.300

I50 's 1200
— — N 1100

/ 1.000

/\ 900
I00 / 800T
PJ 700

r 600
/ 500
50 400

— 300
200

100
0 5 10 15 20 c acier r-^

•A. ^
> *%

^O ^ Js ^. 0.01

-r-o.02
~°98

1 iU \s Jn; ^vte 5jiSKsS X*

^ ~"—o.o4
2 ^v\ *S

SÄösm8 fll\\ ^ N^
¦*^.

v
Y xl » "'S °%

L \ '

^S N s^
'v\

3 BS \\V \ v
i ^ '\ S v^ ^ *sBö \ L\ \\ \ N> \S w N X 0*1 r* \\ .4 \ N m%ß

Limite Cb.3.8 t 11 k L U \ \ No ^O
N

^s-

W* —b-
fil 11 \T <

cloio \o ¦

Ci40lcn \o
V'V-v—^\-^—r^v—v^X",o o \ o\ o X A X. 0 ^v\'a> a> \ <j> \ «. X *W\. X. "•%> X

~°% §11
ip=n-ni po o o O O 0 c?, o, o,

no

ï
c béton %o

r

La fgforbe tension-allongement
de l'acier dur est laissée

au choix de l'utilisateur, ainsi
que le point de départ P de
cette courbe.

Ce point P représente l'état
de l'acier pour l'ouvrage en
service à vide, et ses coordonnées

n'p et 8p ont les valeurs
suivantes :

n'p — contrainte dans l'acier dur
pour l'ouvrage en service à

vide, compte tenu de toutes
les pertes de tension.

E„ raccourcissement élastique
du béton au niveau de l'acier
dur pour l'ouvrage en ser-
vice à vide.

153



Nous donnons ici quelques résultats répondant à ces

conditions ; ils sont relevés dans l'ouvrage Béton
précontraint, de M. Guyon, dont les recherches sur la rupture

font autorité. Nous y ajoutons un cas théorique
calculé par MM. Birkenmaier et Jacobsohn dans la
Schweiz. Bauzeitung du 9 avril 1959, afin de montrer
que la concordance est intéressante.

Essais I : Voir Béton précontraint, de M. Guyon,
tome 1.

Essais II : Voir Béton précontraint, de M. Guyon,
tome 2.

Essai 6 cm h cm cm' % Abaque Essai Ecar

I 1 7 14,4 0,98 0,97 1780 1856 0,04

I 4 8 12,9 0,38 0,37 640 647 0,01

I 7 15 26,6 1,96 0,49 8 000 (min) 8 090 0,01

I 10 21,2 26,6 1,96 0,35 6 900 7 300 0,06

I 11 13,5 34,4 3,92 0,84 16 420 18 900 0,15

I 16 10 18,6 0,56 0,30 1640 1620 0,05

I 19 10 19,6 1,12 0,57 3 010 3 260 0,08

n 12 10,2 10,65 1,62 1,50 1420 1430 0,01

ïï it 10,2 8,64 1,62 1,84 1000 1060 0,06

n 16 10,2 4,82 1,62 3,30 365 400 0,09

n le 10,2 5,60 1,62 2,84 430 430 0,00

n 20 10,2 10,90 1,62 1,46 1670 1710
calcul BetJ

0,02

B. et J 160 80 25 0,20 308 307 0,00

Conclusions

La comparaison des résultats de calculs et d'essais

montre que la méthode proposée possède un degré de

précision assez constant quel que soit le pourcentage
d'acier tendu, qui varie ici entre 0,3 % et 3,0 %.

Cette étude est nécessairement sommaire ; en
particulier, elle ne tient pas compte d'un certain nombre de

phénomènes, tels que :

- résistance du béton tendu ;

- effets de « frettage » au sein de la table de

compression ;

- dispersion plus ou moins grande des résistances
suivant les dimensions absolues de la table ;

mais l'omission de ces phénomènes va dans le sens de la
sécurité, tout au moins pour les deux premiers.

Quoi qu'il en soit, étant donné la dispersion des

résistances sur éprouvettes de béton soumises à

l'écrasement, il semble absolument inutile de chercher à

obtenir une précision supérieure, qui serait illusoire.
On n'a pas abordé ici les cas tels que flexion composée

ou armature en zone comprimée, mais les coefficients
utilisés dans ces calculs ont une signification physique
suffisamment claire pour que l'on puisse étendre à ces

cas parÏKuliers la méthode générale sans difficulté.
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