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BULLETIN TECHNIQUE DE LA SUISSE ROMANDE

98 année 13 mai 1972 N° 10

COMMUNICATION DE LA CHAIRE DE STATIQUE ET DE RESISTANCE DES MATERIAUX DE L'EPFL

Calcul des ponts biais a poutres multiples sans entretoises par

la méthode des éléments finis

par J. JIROUSEK, Dr sc. techn., ing. SIA"

Dotée pendant trés longtemps de moyens relativement modestes, la Chaire de statique et
de résistance des matériaux de I’Ecole polytechnique de Lausanne s’est consacrée essentielle-
ment a sa tdche prioritaire, [’enseignement, laissant par la force des choses la recherche au
second plan. Bénéficiant maintenant de possibilités plus étendues, elle a eu le bonheur de pou-
voir s’attacher M. J. JirouSek qui, apreés avoir enseigné dans plusieurs universités étrangéres,
lui apporte le concours de ses connaissances et de sa compétence, qui sont grandes.

Nous sommes heureux de présenter ici cette publication ; si elle représente pour son auteur
la suite d’un travail commencé ailleurs, elle est pour notre chaire le témoignage d’une activité
que nous espérons promise a de nouveaux développements.

Introduction

Le pont a poutres multiples sans entretoises est formé
par un systétme de poutres préfabriquées placées I'une a
coté de I'autre et liées le long de la portée (voir, par exemple,
fig. 1). L’obliquité de ’ouvrage en plan peut étre obtenue
par un décalage des extrémités des poutres. La liaison
entre les poutres est réalisée par le remplissage des loge-
ments (shear key) aménagés le plus souvent dans la partie
supérieure des joints (fig. 2). De plus, dans certains cas,
I'ouvrage peut étre aussi précontraint latéralement. Si la
continuité ainsi obtenue est suffisante, on peut calculer
approximativement 1’ouvrage comme une dalle ortho-
trope. Par contre, si la précontrainte latérale est faible ou
inexistante, les déformations de I’ouvrage et le retrait peu-
vent entrainer un décollement des clavettes de remplissage
des joints. La rigidité transversale, et par conséquent aussi
la possibilité de transmission des moments transversaux
disparaissent. On peut alors considérer que les poutrcs
sont liées le long de la portée par des charniéres longitudi-
nales sans frottement. Cette hypothése, trés généralement
admise en pratique, a été adoptée par exemple aux Etats-
Unis par le « Highway Research Bord » (voir le récent
rapport n° 83 2). Cest également ce que nous ferons dans
I’étude qui va suivre.

T <
oo ———
——— R
Fig. 1. — Pont biais a poutres multiples.

Professeur M.-H. DERRON.

Les méthodes de calcul des ponts multiples a charniéres
longitudinales sans frottement peuvent étre réparties en
trois catégories principales. La premiére, la plus fréquente,
est la théorie de la plaque articulée (voir par exemple [20],
[25] ... 3); elle comprend toutes les méthodes qui ana-
lysent l'ouvrage approximativement comme un conti-
nuum sans rigidité transversale de flexion. La seconde
catégorie comprend les méthodes des déformations compa-
tibles (voir par exemple [1], [4], [12], [14] ...); elles ana-
lysent le systéme des poutres en se basant sur les principes
généraux de la méthode des forces. La troisiéme catégorie,
celle des méthodes d’équilibre des joints (voir [9], [10] ...),
adopte au contraire les principes généraux de la méthode
des déformations.

1 Chargé de cours, premier assistant a la chaire de statique et
de résistance des matériaux de 'EPFL.

2 National Cooperative Highway Research program Report 83
(1970).

3 Les chiffres entre crochets renvoient a la bibliographie en
fin de Particle.

Niveau theorique
des charniéres

Remplissage
(Shear key)

b b
G = centre de gravite de la section
S = centre de cisaillement de la section
Fig. 2. — Géométrie de la section ; charnieres fictives formées

par le remplissage des joints.
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A cause des complications mathématiques, les méthodes
connues se limitent presque en totalité & des ponts rectan-
gulaires. De plus, on suppose aussi presque toujours que
toutes les poutres ont la méme section. D’aprés ce que nous
savons, les travaux concernant les ponts biais se limitent a
ceux (voir [9], [10] et [16]) qui ne traitent que le cas ol les
charniéres entre les poutres sont au niveau des centres de
cisaillement des sections. Ils ont, néanmoins, clairement
démontré I’effet non négligeable du biais sur I’interaction
des poutres du pont.

Le but de la présente étude est de montrer les possibilités
d’application de la méthode des éléments finis au calcul
des ponts biais a poutres multiples. Vu ’utilisation crois-
sante des ordinateurs dans la pratique, on peut envisager
que 1’élaboration d’un programme standard de calcul des
ponts biais (en général avec des poutres de sections
inégales) permettrait de résoudre la majorité des pro-
blemes.

Afin d’obtenir une solution suffisamment simple, il a
fallu formuler certaines hypothéses simplificatrices. Celles-
ci sont en I'occurrence toujours trés bien satisfaites pour
les poutres-caissons, mais le sont en général beaucoup
moins pour les poutres a section ouverte. La méthode de
calcul développée dans ce travail s’applique donc essen-
tiellement aux ponts a4 poutres de section fermée.

La technique de calcul par éléments finis utilisée ici se
base sur la subdivision en plan de chaque poutre en une
série de macro-éléments trapézoidaux et sur les fonctions
de déplacement de ces éléments. Ces fonctions, exprimées
par rapport aux paramétres nodaux des angles de I’élé-
ment, assurent aussi bien la compatibilité des déformations
des éléments de la méme poutre, que celle des poutres elles-
mémes aux joints. Partant du théoréme du minimum de
Iénergie potentielle, on développe la matrice de rigidité de
I’élément liant les forces nodales aux déplacements nodaux.
Ceux-ci sont ensuite calculés a partir des conditions d’équi-
libre aux nceuds de ’assemblage.

1re partie : Théorie

1. Formulation du probléme et hypothéses de base

Considérons un pont biais a poutres multiples sans
entretoises (fig. 1). Les poutres peuvent étre de section
différente mais constante le long de la portée. L’ouvrage
n’est pas précontraint latéralement, ou cette précontrainte
est négligeable. Il s’agit d’étudier Iinteraction des poutres
sous l'effet des charges verticales et du tassement des
appuis, et de développer une méthode pratique de calcul.

Hypothéses de base :

a) les sections transversales des poutres possédent un
axe vertical de symétrie ;

b) les liaisons entre les poutres sont équivalentes a des
charnieres longitudinales travaillant sans frottement ;

¢) toutes les charniéres liant les poutres entre elles se
trouvent dans le méme plan horizontal (fig. 2) ;

d) T’obliquité en plan de I'ouvrage n’est pas excessive,
de sorte que les dimensions des sections biaises des
poutres, parallelement aux lignes d’appui, sont
petites vis-a-vis de la longueur des poutres ;

e) la section transversale des poutres est indéformable
dans son plan ;
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f) les appuis sont constitués de fagon a ne pas entraver
le gauchissement des sections d’appui.

D’autres hypothéses auxiliaires seront formulées au
cours du développement de la méthode de calcul.

2. Efforts internes des poutres et énergie potentielle
de déformation

Considérons une poutre de I'ouvrage (voir par exemple
la figure 3, ol G désigne le centre de gravité de la section
et § son centre de torsion). Dans le cas particulier ou S
se confond avec G et ou les charniéres entre les poutres se
trouvent au niveau des centres de torsion et si les sections
ne se gauchissent pas, les charges verticales appliquées sur
I’ouvrage n’engendrent qu’une flexion verticale et une tor-
sion des poutres autour de S. Alors, les points du plan
horizontal passant par les charniéres ne se déplacent pas
dans ce plan (# = v = 0) et les forces d’interaction d’une
poutre sur 'autre, par I'intermédiaire des charniéres, sont
toutes verticales. Par contre, dans le cas général ou ces
conditions simplificatrices ne sont pas réalisées, les points
du plan passant par les charniéres subissent des déplace-
ments horizontaux et les forces d’interaction ont, en plus
des composantes verticales, des composantes horizontales
latérales et longitudinales (respectivement perpendicu-
laires et paralléles aux axes des poutres). Ainsi, les poutres
sont en général soumises non seulement a la flexion verti-
cale et a la torsion, mais aussi a la flexion horizontale et
aux efforts normaux.

La figure 3 montre les efforts internes de la section
transversale d’une poutre dans ce cas général. On désigne
par M, M, les moments fléchissants, par 7 le moment de
torsion, par Q,, Q, les efforts tranchants et par N I'effort
normal. Les composantes des déplacements selon les direc-
tions du systeme global d’axes x, y, z sont respectivement
u, vetw (fig. 3). De plus, y désigne la rotation autour de
I’axe de la poutre.

s of
Qy

yv
z ’W
X
y
Y
74
Fig. 3. — Composantes des déplacements (u, v, w, y) et efforts

internes d’une poutre du pont,



Avec les conventions de la figure 3, les moments de
flexion, le moment de torsion et I’effort normal s’expriment
en fonction des déformations par

dWS
My = —Ely 5> (la)
d?vg
MZ: *EIZ ‘@’ (lb)
dy d3y
T=GJ] ——EC—>» 1
dx dx’ (1c)
N — g4 Y. (1d)
dx

D’autre part, le bimoment dii aux contraintes normales
de torsion non uniforme (torsion fléchie) vaut

d2y

B= —EC Y.
dx?

(le)

Dans ces relations,

1,, I, = moment d’inertie de la section par rapport a
I’axe principal paralléle respectivement a y et z
et passant par G [cm‘];

J = moment de rigidit¢ de torsion wuniforme
(Saint-Venant) [cm?4] ;

C = moment d’inertie sectorielle [cm®];
A = aire de la section [cm?];

wgs, Vs = déplacements latéraux w et v du centre de
torsion de la section ;

ug = déplacement longitudinal «# du centre de gra-
vité de la section.

En négligeant l’effet des contraintes tangentielles dues
a la flexion, ainsi que celles dues a la torsion fléchie, I’éner-
gie potentielle des efforts internes (énergie potentielle de
déformation) de la poutre s’écrit :

!
1 & dzws dzys

U = - My | —— Sl —

' 2/[’( dx2>+M”< dx2>+
0
dy d2y du(;>

- 7 B|—— —

+ S<dx>+ < dx2>+N<dx/}d

!

1 /' 5 d2wg 2+ o d?vg\?
T2 4 dx? . dx?

©
0

dy\? d2y\2 dug\?
ot 4 Rl QT 7 i .
+ GJ <dx> +EC< dx2> + B <dX”dx )

d
Dans cette expression, Tg = GJ (TW est la partie du
X

X =
4=

moment de torsion selon Saint-Venant, tandis que la tor-
sion fléchie s’exprime en fonction du bimoment B.

3. Hypothéses simplificatrices

Avant de développer notre méthode de calcul, nous for-
mulerons encore deux hypothéses simplificatrices, tirées de
I’analyse détaillée des propriétés des ouvrages en question :

1. On a vu au paragraphe précédent que, dans le cas
général, les charges verticales engendrent aussi une flexion

horizontale des poutres. Cette flexion provoque le long des
poutres des déplacements horizontaux vg = vg (x), diffé-
rents d’'une poutre a ['autre. Mais, puisqu’on suppose en
méme temps que les sections transversales des poutres
restent indéformables dans leur plan (les éléments de ’ou-
vrage travaillent comme des poutres et non pas a la maniére
d’une ossature plissée), on doit admettre que dans le plan
horizontal passant par les axes des charniéres, les déplace-
ments v de toutes les poutres doivent étre égaux. Puisque
I’assemblage des poutres est toujours trés rigide dans ce
plan, il est logique d’admettre que les déplacements v au
niveau des charniéres sont négligeables vis-a-vis des déplace-
ments verticaux w. Il en résulte (voir la figure 4) que le
déplacement horizontal vg du centre de rotation de n’importe
quelle poutre est dii uniquement a sa distorsion y et s’ex-
prime simplement sous la forme

V= —zZgy- 3)

Vs =-ZsY

Fig. 4. — Relation entre le déplacement latéral vs et la rota-
tion y de la section.

2. La solution se simplifie considérablement si 1’on
admet que les charniéres n’empéchent pas les fibres adja-
centes de deux poutres voisines de glisser longitudinalement
l’une par rapport a I'autre. (Ce glissement correspond a la
différence de déformations dues a l'effet simultané de la
flexion et du gauchissement). Ceci implique que 1’on peut
supprimer le dernier terme de 1’équation (2), puisque les
efforts normaux des poutres seront dorénavant nuls. La diffé-
rence des déplacements longitudinaux des fibres adjacentes,
due a la flexion, est trés petite, et tant qu’il ne s’agit pas
de sections ouvertes, il en est de méme pour I'effet du gau-
chissement. La confrontation des résultats numériques
donnés plus loin (2¢ partie, probleme 3) montre que la
possibilité de glissement longitudinal ne se manifeste pra-
tiquement pas et que cette hypothese simplificatrice peut
étre adoptée avec confiance pour I’analyse des ouvrages a
partir de poutres a section pleine ou fermée auxquelles est
consacrée cette étude. Elle serait, en revanche, beaucoup
moins satisfaisante pour les systémes de poutres a section
ouverte, dont le gauchissement est beaucoup plus impor-
tant.

4. Subdivision de I'ouvrage en macro-éléments et
introduction des fonctions de déplacements

Pour analyser I'ouvrage par la méthode des éléments
finis, on le remplace par un assemblage de macro-éléments
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Fig. 5. — Assemblage d’éléments finis.

selon la figure 5. Chaque poutre est, en général, subdivisée
dans le plan en une série de M macro-éléments trapézoi-
daux de longueur

I
A:—‘
M

On utilisera deux systémes d’axes dans le plan (voir
fig. 5 et 6) : le systéme dit « global » formé des axes x, y
orthogonaux, et le systéme dit «local » formé par les axes
biais X, #, liés a un élément particulier. Le plan des deux
systémes correspond a celui des axes des charniéres liant
les poutres (voir la figure 2).

D’aprés la figure 6, les relations entre les coordonnées
globales du systéme et les coordonnées locales d’un élé-
ment s’expriment par

x=x0+ x + by.tga,
y=yo+ bn.

On admettra que le déplacement vertical au niveau des
charniéres (z = 0) s’exprime :

w(x, n) = (1= wi(x) + nwa (%), @

ou w; (x), ws (x) sont les déplacements verticaux des char-
niéres entre les nceuds A4;, B; respectivement Ay, Bs. Pour
exprimer les dérivées de w (x, #) par rapport a x et y, on

écrit :
X, w
ot fead e
v <§,77>

S e Y

T R
X, N X, n

ou J (...) sont les jacobiens de transformation. En dési-
gnant pour simplifier

X=0 X X=4
Fig. 6. — Systéme d’axes « global » et systéme « local ».
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on trouve

= = (1—n) W} + 7w, (4a)
1 , .
o = 5w —tgalU—mwi+ nwl. @b)

Pour # = 1/2 on en tire

—

ws=W),_L=_-(w+w), (5a)

(8]
(8]

% Ly
g = <9—:> _%=5(w1+w2), (5b)

_[ow Sl 1 , - s
Y= & n=§__B(WI—WZ)—Etg“(Wl_i_WZ)’ (5¢)
et avec (3) on a encore

z 1 i X
Vs = ZS (wi—ws) + 5 %s tg o (wy + wp) . (5d)

Soit maintenant pour i = 1, 2 les fonctions de déplace-
ment des charniéres pour un élément

w; = w; (x) = Bw;, ()
ou

B=[A(k) f£&) A& fK)] (62)

est la matrice de quatre fonctions

e e
fo(x) = e (x4%—2 x4 + X%,

) (6b)
fa(x) = Ve B x24—2Xx%,
fix) = Alz (— x4 + X%,
et
Wa,
P4,
i (60)
2}

est le sous-vecteur de quatre déplacements nodaux généra-
lisés.

Les fonctions f(x) ont été choisies afin de satisfaire aux
conditions

HO) =1 f0) =0 f0=0 f0 =0
f10 —0  f,0 =1 f30) =0 f;(0) =0
AW=0 fHW)=0 fdh=1 [fi(dH=0
f[1id)=0 fo(hH=0 [fs(H=0 [fi(DH=1

En méme temps, les parameétres du nceud (égaux respec-
tivement au déplacement w et a la rotation ¢ de la char-
niére en ce point) seront toujours communs a tous les
éléments autour du méme nceud. Ainsi, les fonctions de
déplacement (6) assureront automatiquement, aussi bien
la continuité des déplacements wg, vs et des pentes v, ¢
entre les macro-éléments de la méme poutre, que la compa-
tibilité des déplacements w entre les poutres de 1'ouvrage.




Notons toutefois (voir (5d)) qu’on ne peut pas assurer auto-

. e dv fig

matiquement la continuité des pentes —d—s entre les élé-
x

ments dés que le pont n’est plus rectangulaire (tg « 52 0).
La conséquence de cette imperfection, qui d’ailleurs ne
peut intervenir que si zg 2% 0, est toutefois minime. Dans
la deuxiéme partie (probléme 5), nous démontrerons que
I’interaction des poutres n’est que trés peu influencée par
la position zg des charniéres et par conséquent aussi par
la flexion horizontale des poutres, de sorte qu’il n’est pas
nécessaire de rechercher une trés grande précision.

5. Matrice de rigidité du macro-élément

Soient S le vecteur des forces nodales généralisées
(figure 7) et w le vecteur des déplacements nodaux asso-
ciés d’un élément :

Zay Way

My, P4y

ZBl WBy
Si= {Sl} = MBI , W= {wl} = (DBl . (7a,b)

Sy ZA2 Wy Wa,

]VIA2 P4,

ZB2 Wg,

M32 (032

On cherche la relation

S =kw, (8)

ou k est la matrice de rigidité d’ordre 8 < 8.

Soit U; I’énergie potentielle de déformation de I’élément
correspondant aux déformations données par les équations
4), (5) et (6). Soit U, I’énergie potentielle des efforts
externes concentrés aux angles du méme €lément et repré-
sentés par le vecteur des forces nodales. La somme

U=U;+ U,

représente 1’énergie potentielle totale de I’élément. Si I’élé-
ment est en équilibre, on sait que, selon le théoréme du
minimum de 1’énergie potentielle, la variation d’énergie
potentielle totale correspondant a une variation infinitési-
male de ses déformations compatible avec les liaisons est
nulle

oUu=0U; + U,)=0.

Pour une série de fonctions de déplacement approchées
(voir (4)-(6)) et caractérisées par un vecteur w de dépla-
cements nodaux, la meilleure solution sera celle qui donne
le minimum de U par rapport a ces déplacements consi-
dérés comme variables. On doit, par conséquent, poser

U 0
Q—W:%(Ui+Ua):0, (9)

ou la dérivation partielle s’opére par rapport au vecteur
défini par (7b).

Pour exprimer I’énergie potentielle de déformation (voir
(2), ou selon les hypothéses adoptées on néglige I'effet de
N), on introduira le vecteur

' M, I El, — W,

Ls GJ 74

= = = De¢ . (10

M= M, El, —V G0
B EC || -y

Fig. 7. — Elément fini et ses efforts nodaux.

En utilisant les équations (5), (6) et (7b)

_wll
o
CcC = =
Vs
_W”
[ 1 : 1 7
__B// E __B/I
2 : 2
1 1 L4 1
—~=B—_tggB’l “B'— - tgaB’
RIS bl i {wl} h
Zg Zg m; Zg Zs m Wo
g s BY R taaB
POl b T
1 1 ) 1
“B’+ —tgaB” | ——~B”+ —tgaB”
i b Gl= 3 g |3 + 3 ga b
= Cw, (11)

de sorte que

4 4
1 u 1 -
U; = Echm dx = EWT /CTDCdx-w
s 3

0

(Pindice T signifie que la matrice doit étre transposée).
L’énergie potentielle des efforts extérieurs étant
U,= —wlS,

I’énergie potentielle totale vaut
4

1 . _
U=U+ U, = EWT/ CTDCdx-w—wTS.
0
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Par dérivation (voir (9)),

Q—U: /CTDCd)_c-w—Szo,
aw .
0
d’ou
4

S :fCTDCdX'-w.

0

Compte tenu de (8), la matrice de rigidité de 1’élément

est donc
4

k= /CTDCdi. (12)
0
La matrice de rigidité k obtenue selon (12) est donnée

dans les tableaux 1 et 2. Pour des raisons pratiques, on
I’exprime sous la forme

k=k + 4k, (13)

ou k (tableau 1) est la matrice fondamentale représentant
uniquement I’effet de la flexion verticale et de la torsion de
Saint-Venant et Ak (tableau 2) est la matrice complémen-
taire représentant la correction due a 1’effet de la flexion
horizontale et de la torsion fléchie.

6. Matrice de rigidité de I'assemblage

Une fois connue la matrice de rigidité d’un macro-
élément, 1’établissement de la matrice de rigidité de I’as-
semblage n’est plus qu'une question de routine. Toutefois,
pour que méme un lecteur moins au courant de la méthode
des éléments finis puisse suivre le texte sans difficulté, il
parait opportun de décrire briévement le procédé.

Avant d’établir la matrice de rigidité de I’assemblage
d’éléments finis, il faut passer (fig. 5) de la notation locale
des nceuds (A, By, As, By) a la notation globale (1,2 ...
n) et numéroter également les éléments (), @... (m)). En
remplacant pour chaque élément la notation locale par la no-
tation globale (c’est-a-dire en remplagant par exemple pour
I’élément (D de la figure 5 les déplacements locaux w, =

(pAI, wg, ... par les déplacements w;, @;, wiyq ... de
I’assemblage) on établit automatiquement la continuité
entre les éléments.

Définissons sur I’assemblage deux vecteurs

P]_ Iy
Pg Iy
P = II et r= : S (14a, b)
| |
Pn rn

qui soient respectivement le vecteur des forces nodales
et le vecteur des déplacements nodaux. Leurs éléments
sont les sous-vecteurs

P,-:JPi } et ri——{wi},
lMi ?i

ou P; et M; sont les forces nodales équivalentes. Elles
remplacent dans le calcul les véritables forces extérieures,
qui peuvent étre par exemple réparties. Les nceuds d’ap-
pui mis a part, on peut les obtenir au moyen des fonc-
tions de déplacement (4) et (6) en exprimant I’égalité de
leur travail virtuel et celui de la charge donnée.

(14c, d)
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On cherche maintenant la relation
P=Kr, (15)

ol K est la matrice de rigidité de I’assemblage ; on 1’ob-
tiendra en assemblant les matrices de rigidité (k); = k des
éléments. A cet effet, on écrira pour un élément (7) quel-
conque (voir la figure 5) la relation (8) sous la forme

S ki1 k1o Kig kyy r;
Sit1 Koo Koz Koy | |Tisa
Sy =®;wW;=18;, = kgs kay | ) 15 (> (16)
Symétrie
Ski1 )j Kag j(res1

ou les éléments ky;, kyp ... de la matrice de rigidité (k);
sont des sous-matrices d’ordre 2x2. Pour l’assemblage
d’éléments, la relation (15) s’écrira par analogie :

Py Ki Kio—— =Ky, r
P, Koo — — — Ko, Iy
| N I |
I (= 4 ! I 17)
| e N | [
, Symétrie N |

ou les éléments K;;, K;5 ... de la matrice de rigidité de
I’assemblage sont de nouveau des sous-matrices d’ordre
2x 2. On obtiendra la matrice K en considérant a tour de
role la contribution K; de chaque élément (Z). Ainsi la
contribution de I’élément (Z) de la figure 5 est par exemple

2———irifl——k kt+l= =0

[0 0———0 0——-—0 0 ———07] 1

0———0 0———0 0 ———0| 2

X |l [ I I

Rl | | I | |

N [ [ [

kiy' - ko= = =kyg Jaa- e =00
Kop— — ~Kog kog———0 | i+1

K; = AN [ | |

X | |

N | 1

K3 Kgq— 0] k
Symétrie ky———0 | k+1

SN | l

I |

ol |

[ 0| n

et la matrice de rigidité totale est par conséquent

K:ixj. (18)

j=1

Notons que cette fagon de former la matrice K revient a
satisfaire a chaque nceud de I’assemblage la condition

statique
Y s = P,
j

ol la somme concerne les quatre éléments autour du
nceud /.



TABLEAU 1

Matrice de rigidité fondamentale — Effet de la flexion verticale et de la torsion pure

ai+as as-+ay —ay—ag as+ag a;—ag as—ap+ag —ai+ag as—ay—ag
ag—ag+2ag | —as—ay —ag—as as—ap—dyg —az+2ag | —astar;+ag | —as+ag+as
ay+asg —as—ay —a;+as —as+ay—ag a;—as —as+ay+ag
as+ay+2ag as—ay+ag ag+agtag | —as+az—ag —az+2ag
k = EI,
a;+ag as—+an —a;—as as+an
Symétrie a2+a4+2ag —as—ag —ag+ag
ai+asg —as—ag
ag—ay+2ag
3 GJ 1 GJ 1 GJ
2 Y 402 4., o = SAEL
A= <1+51y '8 “) =25 El, B 9= 1042 EI,
24 GJ 3 GJ o GJZ)
® 7 1502 EI, =3, \! T g, “) “8_2A<1+E1;tg“
oo 6 GI oo AT 16
= 524 EI, 5= 3082 EI, = P4 EL ©
TABLEAU 2
Matrice de rigidité complémentaire — Effet de la flexion horizontale et de la rorsion fléchie
b1+b3 bs—by+by —b1—b3 bs+by+bg —bi+bz | —bs+br+bg by —bs —bs—by+by
bo+by—2bg | —bs+by—byg bs+bs —bs—by+bg| —batby bs+by—by | ba—bg—2bg
bi1+bg —bs—by;—bg b1 —bg bs—by—byg —b1+b3 bs+by—bg
bo+by+2bg | —bs+by+bg | by—bg+2bg | bs—by—bg —bo+by
dk =
E(Lz2+ C)
by +bs bs+b7+bgy —b1—b3 bs—by+bg
Symdtiie bo+by+2bg | —bs—by—bg ba+bg
bi1+bg —bs+by—bg
bo+bg—2bg
12 9 6
by = WL by = bE tg2 o by = bAB tg o
4 3
b2 = b b = b = b B
36 2 18 .
by = 7 tg2 o bg - 524 by = ~i g2 o
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La matrice de rigidité donnée par (18) est singuliére et
comme telle ne posséde pas de matrice inverse. Ceci est dii
au fait qu’il est impossible de résoudre le systéme d’équa-
tions (15) sans prescrire un nombre minimum de déplace-
ments empéchant I’assemblage de se déplacer a la fagon de
solides rigides, puisque les déplacements w; et les rotations
¢; ne peuvent pas &tre uniquement déterminés par les condi-
tions d’équilibre. Le systéme d’équations (15) doit, par
conséquent, étre encore modifié conformément aux condi-
tions d’appui. Sur un nceud d’appui simple /, on peut poser
par exemple

Wy = W,

ol w; est soit nul, soit égal au tassement d’appui donné. En
cas d’encastrement, on aurait de maniére analogue

Lt =15 )

= = su .

2] 14

Les valeurs ci-dessus peuvent étre introduites dans le sys-
téme (15), tout en éliminant les équations correspondantes
devenues superflues, ce qui revient a réduire I'ordre de la
matrice K et des vecteurs P et r.

Pour éviter de devoir procéder a la réorganisation com-
pléte de la matrice K et des vecteurs P et r dans la mémoire
de T'ordinateur, la pratique courante consiste & multiplier
sur la diagonale de K le coefficient correspondant a w;
ou @; par un trés grand nombre (mettons 10'2) tout en
remplagant en (15) ’élément correspondant du vecteur P
par le méme grand nombre multiplié par w; ou ¢, prescrit.
Cette opération a pour conséquence de remplacer dans (15)
I’équation superflue par une autre exprimant pratiquement
'égalité w; = w;, ou ¢, = p;. La résolution du systéme
d’équations ainsi modifié

r=K?.P 19
est le vecteur r complet des déplacements nodaux, y com-

pris les déplacements et (ou) les rotations prescrits aux
appuis.

7. Calcul des efforts internes

Soit n le vecteur des efforts internes aux extrémités
x=0c¢et x =4 de I’élément :

M, 4 —EL, w; (0)
M4 —EL vy (0)
By —EC y” (0)
Tsa GJ y (0)
Tra —EC y" (0)
Q4 —Z4,—Za,
n=¢——-' =) - ___ X (20)

Myp ElL, wg (4)
Mg —EL vy (4)
Bp —EC y” (4)
Tsg GJ y' (4)
TfB —EC l//w (A)
0.8 ZBI == ZBZ

ou 7 et T} sont respectivement les parties du moment de
torsion 7 dues a la torsion de Saint-Venant et 4 la torsion
fléchie.
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Pour exprimer les déformations w;, vs, ¥ et leurs déri-
vées par rapport a x on utilisera les relations (5) et (6).
Pour les forces nodales Z, compte tenu des équations (7)
et (8), on se servira directement des lignes correspondantes
de la matrice de rigidité k = k + Ak donnée aux tableaux 1
et 2. On exprimera ainsi le vecteur n en fonction des para-
metres nodaux aux angles de I’élément sous la forme

n = Fw, 1)

ou F est la matrice de coefficients d’ordre 12x 8 (voir
tableau 3) et w le vecteur de huit déplacements nodaux
défini par I’équation (7b).

En examinant I’équation (20), on se rend compte que le
vecteur n ne contient pas I’effort tranchant Q,,. Son absence
est due au fait que les hypothéses simplificatrices adoptées
au paragraphe 3 rendent impossible la détermination des
réactions horizontales entre les poutres au niveau des char-
niéres de liaison. De fagon générale, on a

_dM,

O dx

_st

ol m, = my, (x) représente une charge répartie, constituée
par des couples horizontaux [tm/m] qui s’obtiennent
comme une des composantes de I’effet de la transmission
des interactions des poutres sur 1’axe de torsion. Notons
que les valeurs de Q, sont trés faibles et pratiquement
sans importance.

En appliquant a tour de réle la relation (21) aux éléments
d’une poutre du pont, on constate, en général, une légére
oscillation des efforts obtenus respectivement a I’extrémité
droite de I’élément (Z) et a 'extrémité gauche de I’élément
(E) (et ceci méme en I'absence des charges isolées qui
pourraient justifier une certaine discontinuité). Cette petite
imperfection est propre a la méthode habituelle des élé-
ments finis, et pratiquement peu importante. Notons
qu’une meilleure approximation serait obtenue en prenant
les moyennes arithmétiques des valeurs de gauche et de
droite.

[P =25 dig
! l 0 ‘777____'_
I I
Q) | 8 X\‘ 1 | a1
I i
| —— L8
| a | 3 LIS
[ ‘ I
N
| . | L
| v
| ‘ 5 RE SR ¢
L 15cm | 15cm | =
te ote L _2OLEl=G6Y
125d
I 2 3 250 15 ‘e 6 7 8 3
b) ‘10 1" 12 13 14 15 16 17 18
he e looibe % |25 |6 l2r El €
| K
28 20 Bo |3 32 33 (s 35 [ &
I I
i37 38 39 40 41 42 43 L4 45 =
[ .
6 o7 lea Jao  [s0 |st sz |s3 [sa
L 8x375cm |
~ St

Fig. 8. — a) Modele du pont rectangulaire de I'essai de
Kopecky [14].
b) Assemblage d’éléments finis (M = 8) pour I'ana-
lyse numérique du méme ouvrage.



Deuxiéme partie: Analyse numérique et applica-
tions

Pour faciliter le calcul pratique des ponts biais a poutres
multiples sans entretoises, nous avons élaboré un pro-
gramme standard en langage FORTRAN pour l’ordina-
teur (programme PBPMSE). Ce programme, basé sur la
théorie développée dans la premiére partie de ce travail,
calcule pour le pont donné, avec les charges et les tasse-
ments d’appui choisis, les déplacements (w, @) et les
efforts internes (M, M,, B, Ts, Ty, Q,) dans les poutres
de I'ouvrage. Le nombre d’éléments par poutre M = [: A
peut étre choisi en fonction de la précision voulue. Nous

n’entrerons pas dans les détails, puisque ce programme,
qui sera mis plus tard a la disposition des clients du centre
de calcul de ’EPFL, fera 1’objet d’une publication ulté-
rieure.

Dans le texte qui suit, on donne les résultats de quelques-
uns des nombreux problémes résolus a I’aide du programme
PBPMSE. Les trois premiers ont été choisis pour vérifier
la théorie, en confrontant nos résultats avec ceux de la
littérature connue. Les autres exemples nous ont permis
d’étudier quelques questions intéressant la pratique.

TABLEAU 3

Matrice ¥ pour le calcul des efforts internes aux extrémités des éléments

1 2 3 4 S 6 7 8

c1 2¢ce —c co c1 2ce —c1 co 1
—z, fois la ligne 3 2
—dy1+ds —2da+dy di—ds —dy+dy di+ds 2dy+dy —d—d3 dy+dy 3
e1 2e9—eg —ey [2) e1 2e0+e3 —ey es 4
f fo —fi fo —/1 —fa A —/3 5
o —2ay—2bg _:;;f;gg 2a1+2bg __221)"75:2"1;’9 —2a;—2bg __22[,"75__;;9 2a14-2bg ;22:75 j‘z‘lgg 6
—c1 —cg c1 —2co —c1 —cy c —2¢9 7
—z; fois la ligne 9 8
d+-ds dy+dy —dy —d3 2d>+dy —dy+d3 —ds+dy d1—ds —2dy+dy 9
—ey —ey ey —2eg—eg —ey —ey e1 —2es+e3 10
comme la ligne 5 11
comme la ligne 6 12

Coefficients ay, as, ag, ... voir tableau 1

Coefficients b3, by, bg, ... voir tableau 2

o3 25211, s %
dl*—%ljéz Ty ZbE;ilz = 6;}’( dl= JAEZIZt
3G GJ GJ
els—A—ztgo{ egzjtga 83—7
e f=S5C
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MOMENTS FLECHISSANTS My [kgcm]  MOMENTS DE TORSIONT [kgem) Probléme 1: Confrontation des calculs avec I'expé-
Poutre I rience

(338)

Pour la premiére vérification de la théorie, nous avons
choisi le modele d’un pont rectangulaire & cinq poutres
(figure 8a) qui a fait I'objet d’une étude expérimentale de
J. Kopecky [14]. Le modéle était réalisé en résine polyester
durcie (extroplex) et les charniéres étaient représentées par
des encoches minces, fraisées dans la plaque compacte du
matériau.

588 (62,9)

106 (106)

/205 (214

337

111

I éiﬁ 7 Pour les dimensions de la section transversale des poutres
M E N et les qualités physiques du matériau (E, G), la réfé-
al | @ =
=15

rence [14] donne EI, = GJ. Les charniéres étant & mi-
hauteur des sections, on a zg = 0 et les inerties 7, n’inter-
viennent pas (voir le tableau 2). De plus, si ’on néglige
pour les sections pleines le petit effet de la torsion non
uniforme (C = 0), la matrice de rigidité supplémen-
taire 4k est nulle. Ainsi, pour le cas envisagé, la matrice
de rigidité k des éléments sera représentée uniquement par
la matrice fondamentale k du tableau 1.

Le calcul du modéle a été exécuté pour deux réseaux
différents d’éléments finis : celui de la figure 8b (M = 8),
et le réseau deux fois plus fin (M = 16). Excepté dans la
région voisine de la charge concentrée P (fig. 8a), les deux
calculs conduisent a des résultats peu différents. La

312 (306)
43 (62,3)

320 (327

278 (282

234 (235 /21.,3 (269 / 277 (283) /

v + figure 9 montre que les résultats du second calcul (M = 16)
] 32 @ g N concordent bien avec les valeurs expérimentales.
= Eﬁ‘—‘;r%\ v On remarquera, sur la figure 9, que sous la charge
4 R -t concentrée P, le diagramme des moments fléchissants pré-

sente une pointe trés aigué qui, probablement, influence

. . considérablement la répartition des moments entre les
Fig. 9. — Confrontation des résultats du calcul du pont de la trasi d t. Ce f ’tpd it &t - ‘dirati
figure 8 avec les résultats expérimentaux obtenus sur le modele poutres du pon’. & 1a1 ,evral‘ CUS prils S onsC Sty
(valeurs entre parenthéses et diagrammes en traitillg). dans le calcul d’un pont réel, ou de vraies charges concen-
trées n’existent pas. Remplacer une charge répartie par des
charges isolées pourrait conduire a des résultats assez
différents.

&M Probléme 2: Confrontation avec d'autres méthodes

de calcul
Iy = 3,444,10'2,.,,‘- Comme seconde vérification de notre méthode, nous
avons choisi le pont biais de la figure 11a, formé de sept
J = 5900 107 m? poutres-caissons préfabriquées de type KL 61-18 (fig. 10a),
soumis a une charge uniformément répartie p = 1 t/m?2.
a) [\ T 0——“1
£ I R
o I AN
BIV-36 B T : N 7im
e v s N 1
L 0 R
Iy = 0,1587.10° in* N w , N |
6 \ St 19m \_\
I =0,1163.10°tn* ‘
b) ‘1\\0 2 " 3 2 s 3 R % R 15 S 16 R 17 R o o I
- 6. 4 ! ! \ L !
J =0,1979.10"{n \{ 20 21 2 \23 \x 25 \2% \< ‘
\ X 28 29 0 \u 32 3\ 3s 36 |
. ke =0,3114 . 106Ln4 37 N\38 \39 \w \A\|7i\:.z N\ & 5 [7x1m
t 2 8 N7 AV’ 9 \s0  \s! \sz_ \s 5%
5,,]_ 222,, l 5 55 \\ 56 \57 58 \59 60 \§_ \&2 63 l
= .5 (13 65 66 67 68 63 70 7 \72_1
36i N
= N 8x2,375m
Ell‘lgu]égs LRl es eRcpies eele = RoR e calsson s e ok Fig. 11. — a) Pont biais formé de sept poutres-caissons
o . e KL 61-18.
a) KL 61-18 (Tchécoslovaquie) pour les portées jusqu'a 20 m; b) Assemblage d’éléments finis (M = 8) pour I'ana-
b) B 1V-36 (Etats-Unis) pour les portées jusqu’a 88 ft. lyse numérique de I'ouvrage.
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TABLEAU 4

Pont biais constitué par sept poutres-caissons KL 61-18

Confrontation des résultats de différentes méthodes de calcul pour la charge répartic p = 1 t/m?

Fleches w [cm] au milieu des poutres

R
I
m 1 11 v \% VI Vil
Kop. [16] 1,51 1,55 1,57 1,58 1,57 1,55 1,51
El. finis 1,509 1,548 1,568 1,574 1,568 1,548 1,509
Moments fléchissants M, [tm] aux quarts de la portée des poutres
= 0 0,25 0.50 0,75 1,00
R Jir. [9] Kop. [16] El. finis Jir. [9] Kop. [16] El. finis Jir. [9] Kop. [16] El. finis Jir. [9] Kop. [16] El. finis Jir. [9] Kop. [16] El. finis
v
I —7,08 —8,48 —8,45 15,37 15,59 15,23 31,41 31,64 31::55 29,57 29,02 29,56 —4.91 —17,67 —4,28
11 —5,37 —6,30 —5,78 18,32 18,10 18,25 32,53 32,30 32,69 27,07 26,77 27,19 —2,94 —4,79 —2,73
111 —3,81 —5,00 —3,89 20,59 20,44 20,60 33,13 32,96 33,29 24,52 24,39 24,84 —2,30 —4,05 —2,06
1A% —2,76 —4,23 —2,96 22,50 2239 22,68 33,33 33,20 33,48 22,50 22,39 22,68 —2,76 —4,23 —2,96
v —2,30 —4,05 —2,06 24,52 24,39 24,84 33,13 32,96 33:29 20,59 20,44 20,60 —3,81 —5,00 —3,89
VI —2,94 —4,79 —2,73 27,07 26,77 27,19 32,53 32,30 32,69 18,32 18,10 18,25 —5,37 —6,30 —5,78
VII —4.,91 —17,67 —4,28 29,57 29,02 29,56 31,41 31,64 31,55 15,37 15,59 15,23 —17,08 —8,48 —8,45
>3] —29,17 —40,52 —30,15 157,94 156,70 158,35 227,47 227,00 228,54 157,94 156,70 158,35 —29,17 —40,52 —30,15




Ce probléme a déja été résolu par d’autres méthodes appro-
chées (voir [9] et [16]), dont les résultats sont confrontés
avec les nétres dans le tableau 4 (pour M = 16). On
remarquera que nos résultats concordent, en général, trés
bien avec les deux autres solutions approchées.

Notons que les deux méthodes [9] et [16] considérent,
a priori, que les charniéres entre les poutres se trouvent au
niveau des centres de rotation S (ce qui est approximative-
ment vrai pour les poutres-caissons KL 61-18) et négligent
le petit effet de la torsion fléchie. Dans Iapplication de
notre méthode, qui est plus générale, nous avons par
conséquent posé zg =0 et C= 0. On verra plus loin
I'influence de ces approximations.

Probléme 3: Vérification des hypothéses simplifi-
catrices

Les deux problémes précédents concernaient des ponts
avec charniéres au niveau des centres de rotation. Dans
ces cas, l'influence des hypothéses simplificatrices, énon-
cées au paragraphe 3 de la premiére partie de ce travail,
n’apparaissait pas, puisque les poutres ne fléchissaient que
dans le plan vertical et le fait que leurs sections étaient
pratiquement symétriques par rapport au plan z = Zy
imposait des déplacements longitudinaux u automati-
quement nuls au niveau des charniéres.

Pour vérifier la validité de ces hypothéses simplifica-
trices, nous avons étudié le pont rectangulaire de la
figure 12a, constitué par dix poutres-caissons américaines
de type B IV-36. Selon la figure 10b, la position théorique
des charniéres se trouve a peu prés a douze pouces au-
dessus des centres de rotation. Les inerties 1, I, et le
moment d’inertie sectorielle C sont donnés dans la méme
figure. Etant donné que la conversion des unités améri-
caines en cm (1”7 = 1 in = 2,54001 cm) donnerait des chif-
fres peu commodes pour le calcul, nous avons conservé les
unités originales, les pouces.

Comme charge du pont, nous avons considéré la charge

W 3 X oy .
linéaire p = p;sinn 7 appliquée successivement :

a) sur la bordure extérieure (indice 0) de la poutre I;

b) au milieu de la largeur de la poutre 1.

La raison de ce choix est que pour une charge sinusoidale,
on trouve relativement facilement la solution exacte du
probleme (voir [12]). Les équations sont applicables uni-
quement pour des ponts rectangulaires a poutres de méme
section. Pour faciliter leur application, nous les avons pro-
grammées.

Le tableau 5 résume les résultats des deux calculs, la
solution exacte et le calcul approché par notre méthode
(M = 16). En accord avec les hypothéses simplificatrices
du paragraphe 3, les résultats du calcul exact confirment
que les déplacements latéraux v des charniéres sont vrai-
ment trés petits vis-a-vis des déplacements verticaux w.
Sous premier cas de charge, ce rapport est par exemple
19 : 10888 pour la premiére poutre, et 19 : 4477 pour la
derniére poutre du pont. D’autre part, le calcul des con-
traintes normales confirme la trés faible influence des efforts
normaux. Ainsi, par exemple, alors que dans la poutre I
le moment fléchissant M,, . engendre la contrainte

_ Mymach 15950 p,

0; = el
My max I, 2 158700

21 =2.111 py ,

180

la contribution de I’effort normal est

Nmax L 13 P1

ON max = ¥ 710

= 0,018 p; ,

ce qui ne représente que 0,85 % de oy, P Ajoutons

que les résultats de notre méthode (déformations, efforts
internes) concordent trés bien avec les résultats du calcul
exact. Ainsi, les hypothéses simplificatrices adoptées se
trouvent pleinement justifiées.

Notons encore au sujet des contraintes normales que,
en plus de celles dues aux moments M,, et aux efforts nor-
maux N, d’autres contraintes normales viendront s’ajouter,
qui seront dues aux moments M, et aux bimoments B. Par
notre méthode, on trouve (toujours pour la méme section
et le méme cas de charge)

g _ Mim b _ 540
Mz max I, 2 116300

18 = 0,084 p; .

Avec | B| max = 45 p1 et | @[ max = 36 in? (ol [0l max
est la valeur absolue de la coordonnée sectorielle aux
angles de la section)

| 8] smax 45

0|B|max =" C ICO lmax = 311400 36 = 0,005 p;

Les contraintes ¢ dues aux bimoments B sont donc prati-
quement sans importance.

Probléme 4: Influence de la position des charniéres

Dans le cas d’un véritable pont & poutres-caissons pré-
fabriquées et assemblées par le remplissage des joints
(« shear key »), il régnera probablement toujours une cer-
taine imprécision quant a la position exacte des charniéres
par lesquelles on remplace approximativement I’effet d’une
telle jonction. Il est intéressant de savoir dans quelle
mesure la position des charniéres influence I’interaction des
poutres.

Nous avons examiné les deux ponts (rectangulaire et
biais) de la figure 12 et avons exécuté le calcul de chacun
d’eux pour deux positions zg différentes des charniéres :

Q) L V {7
: ! { |
¥ : ]|
&4
v i g
3 pe ‘ !10x35
6
bl 7 +
v 8 |
b 9 — 4
L 10 ‘—{
LR e i . A SES F |
b) 0 -
) lu 1 ‘(
I ! ‘
] 3
AN ‘ |
(AT ¥ 5 10x36"
hid 6
N\ wlm 2
X o \ |
: X s Nt
L e
Fig. 12. — Pont rectangulaire et pont biais formés de dix

poutres-caissons B 1V-36. Dimensions en pouces (1” = 1 pouce
= 2,54 cm).
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TABLEAU 5

Confrontation des résultats — pont rectangulaire formé de dix poutres-caissons B-IV 36

Ew:p1
x =1/2)

Exact El finis

OV UNPEWN—O

—

10 888 10 890
9 485 9 489
8 307 8 311
7 326 7 329
6518 6521
5 864 5 866
5349 5351
4961 4963
4 690 4 691
4530 4531
4477 4478

Ew:p1
x=12)

Exact El finis

SN ULMPWLWND=O

—

10 187 10 190
9542 9 545
8357 8 360
7 369 1372
6 557 6559
5899 5901
5381 5383
4991 4992
4717 41719
4 556 4558
4503 4505

Charge linéaire p = py sinzn ; sur le bord extérieur de la poutre I

Ev:py 10°My : p1l? 10°M: : pal? 100 ml® 103Q:z : p1l 10N : pil
x=12,z=0 (x =1/2) (x =1/2) x=1D (x =10) (x =1/2)
R
Exact ELl. finis Exact El. finis Exact El. finis Exact El. finis Exact El. finis Exact El. finis
1 1595 1 601 56 54 1054 1052 51 51 13
11 1393 1398 47 45 885 885 44 43 6
111 1224 1228 40 38 738 737 38 38 0
v 1084 1088 33 31 607 607 34 34 -3
19 0 % 969 973 27 25 491 491 30 30 -5 0
VI 878 881 22 20 387 387 27 27 —6
VII 807 810 17 15 292 292 25 25 —5
VIII 756 758 13 10 204 204 24 24 )
X 722 724 8 6 120 120 23 23 0
X 705 707 4 2 40 40 22 22 4
Charge linéaire p = p; sinn )—[( sur 'axe de la poutre I
Ev:p 10°My : p1l? 10°M: : pal® 10°T : p1l* 10°Q: : p1l 10°N : pil
x=12,z=0) x =1/2) x =1/2) x =10 x =0 x =1/2)
R
Exact ELl. finis Exact El finis Exact El. finis Exact El. finis Exact El. finis Exact EL. finis
I 1 544 1550 27 25 485 484 49 50 10
II 1401 1 406 48 46 890 890 44 44 6
11T 1:231 1236 40 38 742 742 39 38 1
v 1 090 1 094 33 31 611 611 34 34 —3
19 0 v 975 979 27 25 494 494 30 30 -5 0
VI 883 886 22 20 389 389 28 28 —3
VII 812 815 17 15 294 294 25 25 -5
VIIL 760 763 13 10 205 205 24 24 —3
IX 726 729 8 6 121 121 23 23 0
X 709 712 4 2 40 40 22 22 3




a) zg = 12 in (charniéres prés de la surface supérieure
des poutres d’aprés la figure 10b) ;

b) zg = 0 (charniéres au niveau du centre de torsion
des poutres).

La poutre I a été soumise & un groupe de trois charges
concentrées : Py = 0,250, P, = 0,50 Q et P3 = 0,25 (0]
appliquées respectivement aux 7/14, 8/14 et 9/14 de la portée.
(Leur effet correspond approximativement a une charge Q
uniformément répartie sur un trongon central de l/g de la
portée. Notons toutefois que les charges nodales équiva-
lentes a une telle charge répartie, au sens des travaux vir-
tuels, comprendraient encore des couples nodaux de forces.
Mais la différence pratique n’est pas trés grande.)

Les résultats du calcul pour les deux positions des char-

niéres sont résumés dans le tableau 6. ( Le calcul a été exé-

l
cuté avec les éléments finis de longueur 4 = TR Pour le

niveau inférieur des charniéres, les fleches de la poutre
chargée et des poutres voisines accusent une légére aug-
mentation, tandis que pour les poutres situées pres de
l'autre bord du pont, les fleches ont une légére tendance a
diminuer. Les différences ne sont pas toujours apparentes
avec le nombre de décimales choisi. En ce qui concerne les
efforts internes, on constate sur la poutre chargée (respec-
tivement sur la poutre voisine) une légére augmentation des
moments fléchissants, ceci au profit des poutres plus éloi-
gnées ou la différence reste toutefois trop petite pour étre
mise en évidence avec le nombre de décimales utilisé. Les
moments de torsion 7 restent pratiquement inchangés. Il
est, par contre, naturel que la position des charniéres
influence fortement les moments de flexion M,. Mais,
comme on I’a déja vu dans le probléme 3, vis-a-vis des
moments M, leur contribution aux contraintes normales ¢
n’est pas trés importante.

Probléme 5: Influence du biais sur I'interaction des
poutres

Une opinion assez répandue en pratique admet que
leffet du biais sur I'interaction des poutres du pont est
négligeable. Ceci dit, on applique les mémes coefficients de
répartition transversale pour un pont biais que pour un
ouvrage rectangulaire. Pour vérifier dans quelle mesure se
justifie cette simplification, nous avons considéré les deux
ponts de la figure 12a, b qui correspondent respectivement
aux angles d’obliquité o = 0° et or = 40°.

Dans un premier cas, nous avons supposé une charge
uniforme p appliquée simultanément sur toutes les poutres
du pont. Dans un pont rectangulaire, elle provoque dans
toutes les poutres les mémes moments fléchissants avec
maximum M, . = 0,125 p/2. Les moments de tor-
sion 7 sont nuls. Dans un pont biais, les moments de
flexion M, engendrés par la méme charge sont plus petits,
mais il apparait des moments de torsion 7. En analysant
les diagrammes de M, de la figure 13, ol nous avons porté

/
les résultats de notre calcul <pour M = b = 16), on cons-

tate que les valeurs maxima des moments fléchissants ont
diminué d’environ 21 %.

En pratique, la charge uniforme qui pourra étre prise en
considération pour la répartition transversale des effets dus
a Dinteraction des poutres sera le plus souvent le poids
propre du tablier. Par contre, le poids propre des poutres
sera porté indépendamment par chacune d’elles, étant
donné que le remplissage des joints ne s’effectue qu’apres
la mise en place des poutres. Notons toutefois que chaque
poutre isolée bénéficiera de I’effet favorable du biais, qui
se manifestera par une certaine diminution des moments
fléchissants (a peu prés 18 % dans le cas envisagé). Ceci
est dii au fait que I'effet du biais des appuis équivaut,
dans une certaine mesure, & un encastrement partiel. Pour
ce qui est des surcharges, notons, par exemple, que les

-0025
0 0.125 0,250 0375 0625 0,750 0875 / 1,000 X
0025
%
0,050
I I=I
/™~
0,075 I A ; I
7
7 II
, v
0,100
‘) P y
7z
7
e
0,125 |—
My o
Fig. 13. — Diagrammes des moments fléchissants M, et les valeurs maxima

des moments de torsion 7" pour les cinq premiéres poutres du pont biais de la
figure 12 b. Poutres-caissons B 1V-36, charge uniformément répartie p par
unité de longueur de chaque poutre. En traitillé : effet de la méme charge sur

un pont rectangulaire.
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TABLEAU 6

Influence de la position z; des charniéres sur interaction des poutres. Pont rectangulaire

et pont biais de la figure 12. Poutre I chargée par un groupe de trois forces concentrées :

P=1,0, P,="1/,0Q et Py=1/,0, appliquées respectivement & "1, 815 et °/15 de
la portée

Pont rectangulaire (¢ = 0)

10°Elwara : Q Myae : Ql Mz : QI Tmax : QI
R

zs = 127 ze =0 2= 127 z=0 Zal = 127 2z =0 z=12" z2=0
1 0,2014 0,2016 0,0442 0,0444 0,0015 0 0,0080 0,0080
1I 0,1815 0,1816 0,0365 0,0365 0,0023 0 0,0149 0,0149
IIT 0,1583 0,1584 0,0290 0,0289 0,0014 0 0,0128 0,0128
v 0,1395 0,1395 0,0242 0,0242 0,0010 0 0,0109 0,0109
A\ 0,1244 0,1244 0,0209 0,0209 0,0007 0 0,0090 0,0090
VI 0,1124 0,1123 0,0185 0,0184 0,0005 0 0,0072 0,0072
VII 0,1032 0,1031 0,0167 0,0167 0,0004 0 0,0055 0,0055
VIII 0,0964 0,0964 0,0155 0,0155 0,0002 0 0,0039 0,0039
IX 0,0921 0,0920 0,0147 0,0147 0,0001 0 0,0023 0,0023
X 0,0899 0,0898 0,0143 0,0143 0,0000 0 0,0008 0,0008

Pont biais (o = 40°)
10°Elwaa : Q Mya @ Ql Mz : Ql Tmax : QI
R

Z =12 ze =10 Z =127 zs =0 zs = 12 z=0 ze = 12" zz2=0
1 0,1802 0,1804 0,0408 0,0410 0,0012 0 0,0146 0,0146
11 0,1576 0,1577 0,0325 0,0326 0,0021 0 0,0200 0,0200
111 0,1309 0,1310 0,0241 0,0241 0,0010 0 0,0165 0,0166
v 0,1086 0,1087 0,0187 0,0188 0,0007 0 0,0134 0,0135
\% 0,0905 0,0905 0,0150 0,0150 0,0004 0 0,0108 0,0108
VI 0,0760 0,0760 0,0123 0,0123 0,0003 0 0,0086 0,0087
VII 0,0646 0,0646 0,0102 0,0102 0,0002 0 0,0067 0,0067
VIII 0,0559 0,0559 0,0087 0,0087 0,0001 0 0,0052 0,0052
IX 0,0494 0,0494 0,0075 0,0075 0,0001 0 0,0038 0,0038
X 0,0446 0,0446 0,0066 0,0066 0,0000 0 0,0026 0,0026

normes frangaises pour les ponts routiers prévoient comme
surcharge du type 4 une charge uniformément répartie.
Vis-a-vis d’un ouvrage rectangulaire, celle-ci bénéficierait
donc pleinement de la réduction des moments de flexion M,
(21 % dans notre cas).

Un second cas de charge a été envisagé sous la forme de
charges Q constituées par des charges linéaires p = Q : Al
réparties uniformément sur les petits trongons A/ = [: 16.
Nous les avons appliquées a tour de role au milieu des
jointsr = 0, 1,2, 3, 4 et 5. Notons que par la combinaison
de telles charges, nous pouvons exprimer par exemple
’effet des roues d’un véhicule roulant sur le pont. Les
résultats du calcul, qui a été exécuté avec des éléments
finis de longueur 4 = [: 16, sont résumés dans le tableau 7.
En plus des moments fléchissants au milieu de la portée,
nous avons confronté les valeurs approchées des moments
maxima M, ., et les maxima des valeurs absolues des
moments de torsion | 7’| max. On constate que, vis-a-vis
du pont rectangulaire, les moments fléchissants du pont
biais sont beaucoup plus petits et les moments de torsion
plus grands.

Notons encore que sur un pont biais, la position longi-
tudinale la plus défavorable d’une charge Q (pour engen-
drer les plus grands moments possibles M, max max) NE
se trouve, en général, pas au milieu de la portée. En procé-
dant par titonnements, nous avons trouvé par exemple que,

si la charge Q se déplace le long du bord extérieur (indice 0)
de la poutre I, le moment My max max apparait quand la
charge se trouve a peu prés a 1/;4/ a gauche du centre. Le
moment M), max max @insi obtenu vaut 488.107* Q/ (contre
484.107* O/ pour la charge au milieu de portée). La diffé-
rence n’est donc pas trés importante.

Probléme 6: Effet du tassement des appuis

Comme derniére application, nous avons étudié 'effet
du tassement d’appui sur le pont biais de la figure 12b.
Nous avons supposé que I'angle gauche de I'extrémité
gauche du pont (x = 0, y = 0) a subi une dénivellation
égale a //1000. Ainsi, I’extrémité gauche du bord extérieur
de la poutre I est descendue de /: 1000, tandis que ’extré-
mité gauche du bord intérieur (attachée par le joint 1 a la
poutre II) est restée en place. Pour obtenir I'effet de ce
tassement, il suffit de substituer au déplacement nodal du
neeud 1 la valeur wy; = /: 1000.

Le calcul a été exécuté avec des éléments finis de lon-
gueur 4 = /:16. Les résultats (moments de flexion M, et
moments de torsion 7°) sont représentés dans les figures 14
et 15. Quant aux moments fléchissants, on remarquera que
le tassement affecte essentiellement la région autour du
neeud 1, tandis qu’ailleurs ces moments restent relative-
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Influence du biais sur I’interaction des poutres
Dix poutres-caissons B IV-36 de portée | = 1000 in. Charge Q = p-Al répartie sur /g

TABLEAU 7

de la portée et appliquée au centre du joint r =0, 1, 2. ..

10%- My, : Ql au centre de la potrée

Charge Q appliquée sur le joint r
[
*g‘ 1 2 3
= a =0° 40° 0° 40° 0° 40° 0° 40° 02 40° 0° 40°
| 525 484 443 406 326 277 266 212 225 169 197 137
1I 362 308 407 371 384 345 285 239 237 187 204 151
111 290 229 302 255 367 328 355 315 264 218 222 172
v 242 180 249 197 273 221 346 305 340 299 254 208
Vv 209 144 213 158 228 177 258 212 336 295 334 293
VI 184 117 188 129 198 145 218 168 252 206 334 293
VII 167 98 170 108 178 121 192 140 216 166 254 208
VIII 155 83 157 92 164 104 176 120 194 142 222 172
IX 147 71 149 80 155 91 166 106 182 125 204 151
X 143 62 145 70 151 81 161 94 176 113 197 137
104- My max : Q!
1 525 484 443 406 326 299 266 234 225 193 197 163
I 362 341 407 371 384 345 285 256 237 205 204 171
111 290 263 302 276 367 328 355 315 264 234 222 189
v 242 204 249 219 273 244 346 305 340 299 254 224
\' 209 177 213 182 228 196 258 228 336 295 334 293
VI 184 150 188 154 198 165 218 185 252 222 334 293
VII 167 130 170 133 178 143 192 158 216 183 254 224
VIII 155 116 157 120 164 127 176 141 194 160 222 189
X 147 106 149 110 155 118 166 129 182 147 204 171
X 143 102 145 106 151 113 161 125 176 140 197 163
104:| T'| max : O
I 170 240 24 111 15 71 11 59 10 50 9 43
1I 149 199 149 202 46 112 34 82 29 70 27 61
111 128 164 129 168 130 175 60 119 48 92 45 81
v 109 133 109 138 110 145 112 154 69 126 63 102
v 90 107 90 111 92 118 94 127 96 143 81 134
VI 12 85 72 89 74 95 76 104 78 114 81 134
VII 55 69 55 70 56 75 58 82 60 92 63 102
VIII 39 53 39 53 40 58 41 64 43 71 45 81
X 23 39 23 39 24 43 24 47 26 54 27 61
X 8 25 8 27 8 29 8 33 9 38 9 43

ment faibles. Par contre, les moments de torsion sont
assez ¢€levés et presque constants sur la totalit¢ de la
poutre I. La torsion des autres poutres est peu importante.

Conclusion

Le présent travail propose une solution approchée du
calcul des ponts biais a poutres multiples sans entretoises.
Il se base sur quelques hypothéses simplificatrices qui sont,
en regle générale, bien remplies pour les ponts a poutres de
section pleine ou fermée (poutres-caissons). Le calcul par
éléments finis se fonde sur le théoréme du minimum de
I’énergie potentielle et sur la méthode des déformations.

Les fonctions de déplacement choisies pour les éléments
finis comprennent tous les modes rigides de déplacement
et sont susceptibles de donner toutes les déformations cor-
respondant a une valeur constante des efforts internes.
Elles assurent aussi automatiquement la continuité des
déplacements entre les poutres et la continuité des dépla-
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cements et des rotations entre les éléments de la méme
poutre. Dans le cas d’un pont biais, cette continuité n’est
toutefois pas compléte pour les dérivées des déplacements
horizontaux v. Cette petite imperfection n’intervient
d’ailleurs que si les charniéres entre les poutres se trouvent
au-deld du niveau des centres de rotation des sections.
Etant donné la faible influence du niveau des charnieres
sur les résultats, son effet est minime.

Mis & part cette petite imperfection, notre modele est
donc du type «conforme». Comme I'a montré De
Veubeke !, un tel modéle est plus rigide et son énergie de
déformation est plus petite que la valeur exacte. Partant
dans le cas d’un ouvrage rectangulaire (ou la continuité
est parfaite), notre solution converge vers la solution exacte
de la construction idéalisée, qui obéit aux hypotheses sim-
plificatrices admises.

1 Voir, par exemple, « Displacement and Equilibrium Models
in the Finite Element Methods. Stress Analysis », J. Wiley and
Sons Ltd, Londres 1965.
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Fig. 14. — Effet du tassement w; = 1000 [ de 'angle supérieur

gauche du pont biais de la figure 12 (dix poutres-caissons
B IV-36 de portée / = 1000 in). Diagrammes des moments
fléchissants.

Dans le cas d’un ouvrage biais, le probléme de la conver-
gence est plus compliqué. On peut montrer que, dans la
mesure ou I’on diminue la longueur des éléments et ou
chaque élément s’approche de I’état de contrainte cons-
tant, la petite discontinuité des dérivées des déplacements
horizontaux v diminue et disparait a la limite. Par consé-
quent, la solution converge. Notons toutefois que le
calcul d’un ouvrage biais ne converge vraisemblablement
que vers des valeurs treés proches de la solution exacte, et
ceci pour la raison suivante: I’adoption de la fonction de
déplacement sous la forme donnée par I’équation (4)
signifie que dans la bande limitée par les bords longitudi-
naux d’une poutre, le déplacement vertical w est linéaire
le long des droites paralléles aux lignes d’appui. Dans le
cas d’un pont biais, ceci revient a I’hypothése des « sec-
tions biaises rigides ». Or, cette hypothése n’est exacte
qu’au droit des appuis. Ailleurs elle n’est valable qu’ap-
proximativement, & moins que les poutres-caissons ne
soient dotées de diaphragmes rigides paralléles aux lignes
d’appui.

Nous prévoyons d’étudier encore expérimentalement sur
modeles réduits toutes nos hypothéses de travail ; nous
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Fig. 15. — Effet du tassement w; = — 7 de I'angle supérieur

1000
gauche du pont biais de la figure 125 (dix poutres-caissons
B 1V-36 de portée / = 1000 in). Diagrammes des moments de
torsion.

avons de bonnes raisons de penser que ce controle confir-
mera la validité de la méthode proposée.
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The science of rock mechanics. Part 1: The strength
properties of rocks, par W. Dreyer, D'-Ing. Professeur
a I’Université technique de Clausthal. « Series on Rock and
Soil Mechanics », Volume 1 (1972), No 2, janvier 1972.
Trans. Tech. Publications. P.O. Box 9787, Bay Village,
Ohio 44140 (USA); D-3392 Clausthal — Zellerfeld, Adolf-
Ey-Str. 5 (Germany). — Un volume 15x21 cm, VIII -
501 pages, 137 figures, 86 tableaux, 200 références. Prix :
relié, 25 dollars US. (International Standard Book Number
(ISBN) : 0-87849-002-7.) (Library of Congress Catalog
Card Number : 78-149276.)

Ce volume est le premier d’une série de cinq consacrée
a la «Science de la mécanique des roches ». 1l traite plus
particuliérement des propriétés de résistance des roches.

Apres avoir exposé quelques généralités sur les carac-
téristiques mécaniques des minéraux (déformations, cons-
tantes élastiques), I'auteur aborde la mécanique des roches
proprement dite, aux points de vue a la fois théorique et
pratique.

Il montre en particulier quels sont les procédés de déter-
mination des caractéristiques des roches sur échantillons
et donne des valeurs numériques de ces caractéristiques
pour différents types de roches. Il décrit également les
méthodes d’essai in situ, en tenant compte des progrés
les plus récents réalisés dans ce domaine. Quelques cha-
pitres de son livre sont aussi consacrés aux essais sur
modele en mécanique des roches.

Signalons, pour les lecteurs que la question intéresse,
les titres des quatre autres volumes formant ce traité :
Bins and Bunkers for Handling Bulk Materials. — Engi-
neering Geology and its Application in Civil Engineering
Projects. — State-of-Stress Measurements in Rock Masses.
— Slope Stability in Soil and Loose Rock.
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Conférences

L’Institut de la construction métallique nous prie d’an-
noncer les conférences suivantes :

Le mercredi 17 mai 1972, a 14 h. 15, a la salle de confé-
rence de I'Institut de la technique des transports, 9, ch.
des Délices, Lausanne : Behavior of Steel Frames Under
Cyclically Applied Lateral Loads, par le professeur
Le-Wu Lu, de I’Université Lehigh a Bethlehem (Penn-
sylvanie).

Le lundi 5 juin 1972, a 10 h. 15, en salle B 304 : Accidents
constatés sur les ponts existants, par M. ED. REy,
adjoint du Service fédéral des routes et des digues.

Le mercredi 7 juin 1972, a 10 h. 15, a la salle de conférence
I'ITEP, 9, ch. des Délices: Probléemes relatifs a la
construction en bois et en particulier en bois collé, par
M. G. KaempF, Holzbau AG, a Rupperswil.

Congreés
XXVe Congrés international CEBEDEAU
Liége et Gand, 16-19 mai 1972

Le programme comprend des conférences, discussions
et visites d’étude, sous les thémes EAU - AIR - CORROSION,
entre autres :
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