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Invariante Herleitung der Differential-
gleichungen fur 3-fache Orthogonalsysteme

Von Hans Bieri, Herzogenbuchsee

Nach dem Satze von Dupin schneiden sich die Flâchen eines dreifachen
Orthogonalsystems paarweise in Krùmmungslinien. Die Differential-
gleichungen, denen der Ortsvektor des Systems zu genugen hat, wird man
also zweckmàBig durch invariante Ableitung gewinnen kônnen.

1. Bezeichnungen (vergleiche Figur 1).

Die Durchfûhrung unserer Idée erfordert ausgiebige Verwendung der
Indexrechnung. Von groBem Vorteil wird sich die Abmachung erweisen,
da8 ohne gegenteilige Vorschrift tiber doppelt auftretende Indizes
summiert wird.

ïïg.l

Bedenkt man ferner, daB in den dreifachen Orthogonalsystemen keine
der Flâchenscharen irgendwie ausgezeichnet ist, so erscheint die
Verwendung von Indizespermutationen selbstverstândlich. Ich benutze die

Bezeichnungen der Differentialgeometrie nach Blaschke, Vorlesungen
iiber Differentialgeometrie (Dritte Auflage). AuBerdem bedeuten:
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1. Obère eingeklammerte Indizes : Markierung1)
Untere Indizes : Ableitung
Untere deutsche Indizes : Ableitung nach den Bogenlângen der

Krummungslinien
2. ul9 u2, uz : Flâehenparameter u, v, w

3. i9 k,l: Grappe der aus 1,2,3 durch zyklische
Vertauschung2) hervorgehenden
Permutationen

i, l, k: Ùbrige Permutationen

4. Z-Linien : Schnittlinien der Flâchen ut konst.
uk konst.

5. A{lk) : Hauptkrummung der Flâehen ux konst. lângs der Ar-Linien

6. B{ki) : Greodâtische Kriimmung der Parameterlinien i auf den Flâehen

uk konst.
7. K(l) : GauBsche Kriimmung der Flâchen ux konst.

2. Formelapjxirat der invarianten Ableitung.

Die invariante Ableitung bezweckt, aus Invarianten J einer Flâche
durch Differentiation neue Invarianten zu gewinnen. Zunàchst ist er-
forderlich, die Flâchen auf Kurvennetze von invarianter Bedeutung zu
beziehen. Ganz allgemein eignen sich dazu die Krummungslinien am
besten, da sie immer reell sind. Wegen des Satzes von Dupin drângen sie

sich fur unsere Zwecke geradezu auf. Bedeuten nun u, v Krummungslinien-
parameter, so sind die Ableitungen Ju bzw. Jv doch nicht invariant
gegenûber Parametertransformationen von der Form

du dv

denn man erhâlt:

du du dv dv

In der Kurventheorie beniitzt man mit Erfolg die Bogenlânge als
Parameter. Will man dièses Verfahren auf die Flâchentheorie ûbertragen,

x) Dièse Bezeichnung wird jedoch nur dann systematisch angewendet, wenn Mifi-
verstândnisse zu befûrchten sind.

•) Vertauschung wird ausdriicklich vorgeschrieben.
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so ist zu bedenken, daB u und v im allgemeinen auf den Krûmmungs-
linien nicht die Bogenlânge messen. Durch eine Skalentransformation
kann man nur erreiehen, daB sie dies auf je einer herausgegrififenen
Kriïmmungslinie jeder Schar tun. Dadurch entsteht natûrlich eine

Komplikation.

Mit den Bezeichnungen in 1. erhalten wir:
1. Bogenlânge der Parameterlinien :

(Nicht summieren uber m!) (m i, i oder l)

2. Linienelement des Orthogonalsystems :

o

4.

a

g8im)

d

d

du(m)

d

faim)

(m-i, ï

9

dulm)

oder D

Ss(m)

Su(m)

d

du(m)

1

5. Ist S invariant gegenuber den oben erwâhnten Skalentransforma-
tionen, so gilt3) :

E 2
' E* ' ** "~ 0 2

Suv 1 8U-E, Q 8^
VEQ 2 EVËÏÏ ' VEG 2 GVEQ

Wegen Svu Suv ist nun die Integrabilitâtsbedingung

"a^ 2 EVËG~ " '

2 G>^¥G

zu beachten. Dieselbe kann durchsichtiger geschrieben werden. Es ist:

8) Blaschke, S. 125 ff., 3. Auflage.
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1

2

1

2

also nach

$i* —

1

Veve
sv.

Vqvq

S

VE~G

G»

ve~g

s« —

'•u — B<v

1

J3<32)

¦Si

1

VË~G

1

'" VÏÏQ

•St und

Sn —

fl

dv

d V~
du

weiter :

B^St. (1)

(1) ist fur die Ableitung der Dififerentialgleichungen von fundamentaler
Bedeutung.

Es ist ferner leicht einzusehen, daû durch gleichzeitige zyklische Ver-
tauschung sàmtlicher Indizes aile Flàchen des Orthogonalsystems erfaBt
werden.

3. Die Ableitungsgleichungen.

Fur unsere Zwecke haben wir nun das Dreibein der normierten
Tangentenvektoren langs der Krummungslinien zu verfolgen. Aus schon

genannten Grùnden ist Beschrânkung auf die Grundvektoren der einen
Flâchensehar statthaft.

Wir machen den zunâchst unbestimmten Ansatz :

Xn — P{tX) Xx Xu VtX) ^A (2)

Xh y^> 3Ca

Die Koeffizienten der 6 Linearformen bestimmt man mit Hilfe der

Beziehungen, die zwischen den Grundvektoren bestehen.

Xi, Xi y X\ genûgen folgenden Gleichungen :

x\ X\ ==XtXt X\Xi l (a)
Xi Xt Xl X[ Xl Xt 0 (b)

Aus (a) folgt:
Xi 3ttt Xi xn Xi xn xi xn xt xn
Xt Xfl Xl *H ïl £jf Xj Xu 0

4) Blaschke, S. 150, 3. Auflage. x^u' geodâtische Krûmmung der u-Linien

x^ geodâtische Krûmmung der v-Linien.
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und aus (b) : (xi xt)i 3et Xu + Xt Xn

fa xt)t st s« + ** x» :

fa x\)\ si su + xu xi ; fa x\)t xu x\ + Xit xi ;

(*i Xt)\ xi xu + xi xu ; fa xt)t Si Sff + xt xu ;

und weiter: Xi*i\ —X\*n
Xi Xtt — Xt Xu

Si Sti =¦ — Si Sti

Si X\t — Si Stf

xt su — si xu
Sf Xu — Si Sff

Die Integrabilitâtsbedingung in 2. gilt auch fur beliebige Vektoren.
Wir schreiben:

X» — B«» xi Xn — B«» xt

Nach skalarer Multiplikation mit Si bzw. Xt folgt :

xu Xi — 5<«> ; x» xi — jB(tt) (o)

Da die Parameterlinien Krummungslinien sind, steht ferner die
Gleichung

M 0

zur Verfùgung. Jkf ist gleich der Déterminante der 3 Vektoren X*,**
und stfc5). Nun ist aber s,- proportional st, Xk proportional Se, und xik ist
eine lineare Kombination von Xit und Si, bzw. von xn und Xt gemàfi 2, 5.

Daraus folgt:

X« • Si Xn • Si 0 (d)

SchlieBlich darf man die beiden Rodrigues'schen Gleichungen6)

Mu==—A^-xui % —A<*>xv

nieht vergessen. Nach Division durch VE bzw. VG liest man sie :

Xu==^A^Xi, xit —AWxt,

woraus folgt:

*) Blaschke, S. 89, 3. Auflage.
•) BUuchke, S. 95, 3. Auflage.
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(e)

Damit sind aile Bedingungen ausgewertet, und wir schreiten zur Be-
stimmung der unbestimmten Koeffizienten.

(vergleiche (a)Xll

Xii

Xit

Xtf

Xtf

Xif

tu

Xfi

Xfi

Xfi

Xfi

Xi

Xf

Xi

Xi

Xf

Xl

Xi

Xf

XI

«<«> -1 -
«<«> • 0 -
a<«> • 0 -

P(iX) • xA

piii) 1 -
/?<«>. o -

ym • xA

— y(«) 1 _

y<«) • 0 -
yiii) 0 -

f- £<**>

h ?<«

o-
• 1 H

• 0 -

0 -
• 1 H

• oh

• OH

• 1H
• OH

h a<"> • 0

h <xM • 0

h *«« • 1

h ^«^ • 0

h i?(i/) • 0

h 0«» • 1

h yc«) • 0

h y«» • 0

|- y«» • 1

-> /?«»

_> y(«)

_^ yiik)

-^ y«0

0

B(li)
4<«>

r\

r\

JB<K)

0

0

(a)

(c)

(d)

(c)

(a)

(d)

xn ««*> ïA

xn »i <5<"> ¦ 1 + (5<ffc> • 0 + (5<«» • 0-* «««» .B***» ((b), (c))

ÏH je, <5<«» • 0 + (5(i*> • 1 + (5(«> • O-* <5(i*> 0 (a)

xtt xi <3W) • 0 H

tu eiiA) • ïa

tu Xi e(W) • 1 + e(ifc) • 0 + e<« • 0 -> e<«> -
Xu xt e(ii) • 0 + e<*> ¦ 1 + e«» • 0 -> e(ifc> 0 (e)

Xn xt ««« • 0 + e«*» • 0 + e«» • 1 -? e<«> 0 (a)

xh nHX) ¦ ïa

ïlr • xi if«o • 1 + i,"*) ¦ 0 + Vi0 • 0 -> ij«« 0 (e)

tu • Xt rj{U) • 0 + rjHk) • 1 + nHl) • 0-> *î(tt) —-4(ft) ((b), (e))

tu • X\ V«» • 0 + VHk) • ° + i?(<l> • 1 -* nm ° (a)

Die Ableitungsgleichungen lauten mithin:
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X,,= *
* —B^xt *

Xn —-B«K>X| * *
*

Man bemerkt Vertauschbarkeit von i und fc bei festgehaltenem l. Dies
ist keineswegs erstaunlich, sind doch t- und fc-Linie vollstândig gleich-
wertig. Gestûtzt darauf hâtte man xi», tu und 3Eti zum vornherein weg-
lassen kônnen.

Soll das System (3) integrabel sein, so mussen folgende Bedingungen
erfûllt sein:

xi» — B<"> in xi» —
X|(| — 5<*> X|| Xc» — 5<«> X|| (4)

xiii — 5«"> xii xi» — B<lk> xii •

Nun werden die Ableitungen ausgefùhrt und fur die zweiten Ab-
leitungen werden ihre Werte aus (3) eingesetzt :

Xt + 4<"> xi

ïur tfPxt + Afxt + 5««> (B<*> xi + 4"*' xi)

xi» — £<«> xii 5««> £"*> • il + (J3Î*0 — .4<» ^"fc>) xi
(K) ^(Bc)) ïi — 5<K» (Bjw xi + 4<«> xi)

J8<«> A"») xi

X,, =—£<»" X|

xi,, — Bf> xt — B<*> xii — fiT xf + #*> • S(«> xi

it — B\a) xt + £«*> • J5(K) 3Ct + 5<'fc> • fl<»> ¦ x,

— A<«> x» — 4* xi + ^(K> • #'*» xi

7) Anwendung der Integrabilitâtsbedingung (1).
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xm — B<™ xu (B<lk) A«v — A\m) xt

Die zweite Zeile von (4) liefert nichts Neues.

Bringt man in (4) ailes auf die linken Seiten, so resultiert :

Xi(B{H)Bilk)-~ B^BW^ + xtiÉ^ + Bllf**—A{li)A{lk)—B{H)2—B{lk)2)
0

—B^

Dies sind lauter Identitâten. Deshalb lauten die Integrabilitàts-
bedingungen :

B{lin B{lk)2 A(li) A{lk) K

(5) ist naturlich nichts anderes als die Gaufi'sche und die Codazzi'schen
Gleichungen in invarianter Gestalt.

(4) und (5) charakterisieren nieht schon das Orthogonalsystem. In der
Tat haben wir noch gar nicht berucksiehtigt, da8 jeder der drei Grund-
vektoren auf zwei Flàchen die Rolle eines Tangentenvektors spielt,
wâhrend er zugleich Normalenvektor der dritten ist. Die zusàtzlichen
Bedingungen findet man einfach durch Vergleichen der skalaren Grund-
vektorprodukte. Wir erhalten ihre Gesamtheit durch gleichzeitige zy-
klische Vertauschung sâmtlicher Indizes8).

Xt 2li * B<v, xt xu **** - B^, *i xu ******
si su***

xtt xi****

Die Gleichungen (6) stimmen paarweise in den linken Seiten ûberein
(durch Sternchen dargestellt), also mussen auch die rechten Seiten gleich
sein. Deshalb gelten die sechs wichtigen Relationen:

8) Skalarprodukte mit den Werten 0 oder l werden vernachlàssigt. XJnterscheiden sich
zwei nur durch das Vorzeichen, so wird nur dasjenige mit dem positiven Wert berùck-
siohtigt (vgl. 3 (b)).

294



gaie) __ A{ik), gai) _
(7)

Sie bedeuten geometrisch folgendes:
Satz: Im dreifachen Orthogonalsystem ist die Hauptkrûmmung einer

beliebig herausgegriffenen Parameterflâche langs jeder ihrer Kriimmungs-
linien gleich der geodâtischen Krummung dieser Kurve in jener andern tin-
deutig bestimmten Parameterflâche, der sie noch angehôrt.

Jetzt brauchen wir nur noch (7) in (3) und (5) einzusetzen und erhalten
endgiiltig :

Xt 9\ 10\

«w= * —

ï«= * —
(8)

(8a)

Die Analyse von (8) Iibersteigt den Rahmen meiner Arbeit, weshalb
sie unterbleibt.

Der groÔe Vorteil der invarianten Gleichungen besteht darin, daB man
zwanglos zu speziellen Flàchen, etwa Minimalflàchen, ùbergehen kann.

(Eingegangen den 7. Dezember 1942.)

f) *{{, ïjj und Xjj werden aus (8) durch zyklische Vertauschung erzeugt.

10) Fur gewisse Problème wird man besser die geodâtischen Krûmmungen verwenden,
wobei natûrlich (7) berûcksichtigt werden muÛ.
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