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Versuch einer Systematik
des mathematischen Mittelwertbegriffs
Von H. Jecklin, Zurich

Obwohl der Begriff des Mittelwertes sehr ait ist, existiert bis heute
keine umfassende Systematik der Mittelwerttypen. Die einzelnen Mittel
wertdefinitionen beziehen sich fast ausnahmslos auf formelmàBige Mittel-
wertbestimmung, und die Klassifikation — soweit vorhanden — eben-
falls. Eine vollstândige Systematik muB jedoeh auf einer umfassenden
Mittelwertdefinition fuBen kônnen. Eine solche — leider weitgehend in
Vergessenheit geratene — umfassende Définition ist durch Cauchy in
seinem Cours d'Analyse, Paris 1821, gegeben : ,,Ein Mittel zwischen
mehreren gegebenen GrôBen ist eine neue GrôBe, welche zwischen der
kleinsten und der grôBten der gegebenen GrôBen liegt." Um auch die
kontinuierlichen Mittelwertbestimmungen miteinzubeziehen, kann man
die Cauchysche Définition entsprechend ergânzen : ,,Mittelwert bezûg-
lich aller oder einzelner Punkte des Intervalles [a, 6], unter Einbezug
der Grenzen, ist ein Wert m, fur welchen gilt a ^ m ^C ft." (Das eine
oder andere Gleichheitszeichen kann in gewissen Grenzfâllen gelten.)
Nach dieser einfachen Définition ist das ,,Zwischenliegen" die charakte-
ristische Fundamentaleigenschaft eines Mittelwertes.

Die genannte sehr einfache Définition des Mittelwertbegriffes ist eine

ausgezeichnete Basis fur eine Klassifikation der Mittelwerttypen. Vorerst
ergibt sich die natûrliche Scheidung in willkurlich und methodisch fest-
gelegte Mittelwerte, von welchen nur die letzteren fur eine mathemati-
sche Klassifikation in Frage kommen. Jede der verschiedenen Methoden

zur eindeutigen Festlegung eines Mittelwertes reprâsentiert dann eine
Klasse (oder einen Mittelwerttypus)1). So kann man z. B. der Strecke

[a, 6] als Mittelwert m jenen Wert zuordnen, fur welchen gemâB Mittel-

wertsatz der Differentiabechnung Fr(m) —— erfullt ist,

wobei ûber die stetige Funktion F(x) noch prâzisierende Annahmen zu

1) H.Jecîdin, La Notion de Moyenne, Metron, Revista internazionale di Statistica,
Borna 1948.
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machen sind. (Als Spezialfâlle ergeben sich hier der ,,hâufigste Wert" und
der ,,schwerste Wert", beides sogenannte lagebedingte statistische Mittel-
werte.) Oder man kann den Mittelwert m festlegen durch die Gleich -

setzung zweier bestimmter Intégrale (bzw. Summen) ûber eine nâher zu
m b

prâzisierende stetige Funktion, in folgender Art oc • J F(x)dx—$ • J F(x)dx,
a m

wobei oc und /? Konstante. (Als Spezialfâlle ergeben sich hier der ,,Zentral-
wert" und der ,,Scheidewert", beides ebenfalls sogenannte lagebedingte
Mittel der Statistik.) Oder man kann, wenn F(x) eine nâher zu
prâzisierende stetige Funktion, einen Mittelwert m definieren durch F (m)
oc-F(a) + (1 — oc)F(b), wobei oc eine Konstante <1. (Interpolation nach
einer Funktion F(x)b mit dem Spezialfall der régula falsi.)

So kann man zweifellos noch eine Menge von Methoden zur Festlegung
eines Mittelwertes aufstellen, von welchen jede eine charakteristische
Mittelwertklasse reprâsentiert, innerhalb welcher sich durch zusâtzliche
Bedingungen systematisch Unterteilungen treffen lassen. Eine solche Be-

arbeitung des Mittelwertbegriffes liegt u. W. bis heute nicht vor, wâre
aber zumindest theoretisch recht intéressant. Ich môchte im folgenden
insbesondere die Môglichkeit einer Systematik der speziellen Klasse der
formelmâBigen Mittelwerte skizzieren als jener Klasse, welche fur die
Mathematik und die mathematische Statistik von groBer praktischer
Wichtigkeit ist.

Seien gegeben n réelle Werte xx < x2 < • • • < xn und eine analyti-
sche Funktion m f(xx- • -xn). Wenn dièse Funktion stets Werte m
liefert, welche der Cauchyschen Fundamentalbedingung xx < m ^ xn
geniigen, so sprechen wir von einer Mittelwertformel bzw. es ist ein m
formelmâBig bestimmter Mittelwert. Die Funktion f(x1.. .xn) muB, um
der Fundamentalbedingung geniigen zu kônnen, folgende zwei Eigen-
schaften haben :

1. Wenn aile n Werte x€ einander gleich sind, so muB als m dieser

gemeinsame Wert resultieren, also f(a.. .a) a.

2. Es muB f(x1''-xn) bezûglich jedes einzelnen Wertes xt eine

stetige, monoton wachsende Funktion sein, also

f(x1-'-xk'-xn)<f(x1---xk--xn) fur xk<xk

Umgekehrt ist das gleichzeitige Bestehen dieser beiden Eigenschaften
hinreichend dafur, daB m zwischen xx und xn liegt. Angenommen, es seien
nicht aile xt einander gleich und es sei, bei Bestehen der zwei
Eigenschaften, xn<m f(x1- • -xn). Wenn nun aile xt gleich xn gesetzt wer-

261



den, so muB der Funktionswert gemâB der zweiten Eigenschaft wachsen,
und es wâre xn<f(xn- • -xn), was in Widerspruch mit der ersten Eigenschaft

steht. Eine Formel m f(xx- • -xn), welche nur eine der beiden
Eigenschaften erfullt, kann natûrlich u. U. bei bestimmter Wahl der xt
ebenfalls Mittelwerte liefern. Da dies nur innerhalb bestimmter, durch
Wahl der x{ bedingter Grenzen zutrifït, kônnte man hier von bedingten
Mittelwertformeln sprechen. Wir geben zwei einfache Beispiele : Sei

0 < xx < x2 < xz, so hat die Formel m l 2 3- nur die zweite, da-
xz

gegen m —— nur die erste Eigenschaft.
x2 x%

Aile Formeln, m f(xx- • • xn), welche die erste Eigenschaft f(a.. .a)
a besitzen, wollen wir — unbesehen ihrer ûbrigen Eigenschaften —

M-Formeln nennen und diesen eine kurze Zwischenbetrachtung widmen.
Jede eigentliche Mittelwertformel ist offenbar eine M-Formel, nicht aber

umgekehrt. Es ist sehr einfach, M-Formeln zu bilden, indem man sich
auf einen Hinweis von Chisini stutzt2), welcher allerdings der irrigen Auf-
fassung ist, auf dièse Weise stets eigentliche Mittelwertformeln zu er-
halten. Sei gegeben eine analytische Funktion von n reellen Variabeln
V — f(xim • • xn)> welche in bezug auf das einzelne x{ stetig ist. Setzt man
nun xi: a, und resultiert f(a.. .a) a, so hat man bereits eine
if-Formel. Ist dagegen f(a.. .a) ^a, so fragt es sich, ob die Umkeh-

rung <p(f) von /(«...a) explizit darstellbar ist. Bejahendenfails setzt
man / (a.. .a) y, damit ist <p(f(a.. .a)) a cp(y), und ersetzt
man hierin nun y wieder durch die ursprûnglich gegebene Funktion, so

muB offenbar eine M-Formel resultieren. Zum Beispiel : Es sei fur drei

Werte 0 < xx < x2 < xB gegeben die Funktion / (xx x2 x3) —- + xz.
x2

Dann ist f(a, a, a) 1 + a. Setzen wir nun 1 + a y, so ist a
or

y — i==_l_j_^3_i ^e ersichtlich fur positive x{ eine if-Formel.
xx2

Oder es sei fur xx < x% <• • • < xn gewâhlt die Funktion f{xl...xn)
^c"1 Dann ist f{a...a)=n- c(a*-a). Setzt man n • c{a%~a) y,
î

so ist

eine M-Formel fur réelle xt.

2) O. ChÎ8inif Sul concetto di Medio, Periodico di Matematiche, Séria IV, Vol. IX
<1929).
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Aus gegebenen M-Formeln kann man durch Verknûpfung mittels der
nachstehend erlâuterten zwei Operationen neue if-Formeln gewinnen :

Wir definieren als Quotientenaddition, symbolisch mit 0 bezeichnet,
eine Opération, wobei bei zwei Quotienten Zâhler zu Zâhler und Nenner

zu Nenner addiert werden. So z. B. -r-® -r L cl © -7 10 a 0 -\- a a l-\-a
a@c —-— Man sieht, daB die Opération fur echte Quotienten nicht

fi P fi I C

eindeutig ist, denn nach der Définition kann -—©—- oder
a c

6 d 6+d
y + C a+^ T + T

-=- oder -f — oder sein. Die Quotientenaddition ist also
1 -f~ d 0 -\- 1 2

erst eindeutig, wenn festgelegt ist, in welcher Weise ein Ausdruck als Quotient

geschrieben sein soll. Fur M-Formeln gilt nun der folgende Satz :

M[ ® M\ M\, d. h. die Quotientenaddition von in die gleiche Potenz
erhobenen M-Formeln fuhrt zu einer in die gleiche Potenz erhobenen
neuen ifaf-Formel. Insbesondere gilt natûrlich MX®M2 Mz.

DaB durch dièse Verknûpfung wieder M-Formeln resultieren, erhellt
sofort, wenn man sich die Eigenschaft der ifcf-Formel, nâmlich f(a.. .a)

7 7à

a vor Augen hait. Sei also M± ==-—-, M2~-j~, so gilt, wenn xi=a,
M1 M2 a, mithin Zt a Nly Z2 a N2, und damit M{ © Ml

1 —L a* Ml, also M3 a. Sind beispielsweise M±
H Ni + N2 t2

¦~ und Mo 1/-TF- ilf-Formeln, dann sind auch M-Formeln

nach M1@M2 MZ z.B. Ms=-]{Zl + l^ oder Jf3^

nach

*i t
I/A4.1/7"

^ ' Nl

* —~-

Die Opération © bildet bei festgelegter Quotientenschreibweise eine

Gruppe. Das Einheitselement ist -r-, und das inverse Elément zu Mp
Z —Zist

r
Z —Z
-— ist —. Wie man sieht, ist jedes Elément sein eigenes inverses Ele-
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ment, und als weitere Eigentiimlichkeit haben wir, da6 die Anwendung
der Opération auf ein Elément mit sich selbst keine Ânderung bewirkt,
also Mi@Mt M1. Man kôrmte die Opération der Quotientenaddition
auch so formulieren : Wena man bei M-Formeln unter gleichem Wurzel-
exponenten (wobei die erste Wurzel auch mitzàhlt) Zâhler zu Zâhler und
Nenner zu Nenner addiert (oder subtrahiert), so resultiert wieder eine
Jf-Formel.

Sodann definieren wir als Quotientenmultiplikation, symbolisch mit
© bezeichnet, eine Opération, wobei bei zwei Quotienten Zâhler mit
Zâhler und Nenner mit Nenner multipliziert werden. Fur Jf-Formeln
gilt dann der Satz : M[x©Ml22 Mlz1+t2, insbesondere M1®M2 M2Z.

7 7
Denn sei M1 -~ M2 -^r-, so gilt, wenn x{ a, M1 M2 a,

JS/1 JS 2

mithin Zx ~ a Nx, Z2 aN2 und damit M[x © M\2 —

ifz~— ah+t2 — Ml1+t2, also Jf3 a. Sind beispielsweise M1 V~~- und

1 / rr | / ri F7

M2= X~\j^~ J^-Formeln, so ist also M3 X~kT—w~ sicher auch eine
r -ZV 2 f -iV j * -^-V

2

Jfcf-Formel. Man kann die Quotientenmultiplikationen auch so formu-
lieren : Wenn man bei M-Formeln Zâhler mit Zâhler und Nenner mit
Nenner multipliziert, und zugleich die Wurzelexponenten addiert (bzw.
Zâhler und Nenner kreuzweise multipliziert und bei den Wurzelexponenten

die entsprechende Differenz bildet), so resultiert wieder eine M-
Formel. Auch die Opération © bildet eine Gruppe. Das Einheitselement

—t

ist ]/l, und das inverse Elément zu X ~w ist X -~-. Jedes Elément

ist auch hier sein eigenes inverses Elément, und als weitere Eigentûm-
lichkeit gilt wieder, da8 die Anwendung der Opération auf ein Elément
mit sich selbst keine Ânderung bewirkt, also Ml © Ml M1.

Bei den folgenden Anwendungsbeispielen verifiziert man sofort, daB

wenn xi a gesetzt wird, das Charakteristikum der M-Formeln, nâm-
lich f(a.. .a) a, erfûllt ist. Seien z. B. gegeben fiir n positive Werte x{

die beiden M-Formeln Mx |/1 In E cxi 'xk — In P i ^ h, und
r__ F Inc \l]

z. Dann kann man u. a. folgende M-Formeln

bilden :
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nach Mx®M, M3

nach lfîe ifj M<

^ 1
Oder sei, ebenfalls fur positive x% Mx J£ — H JS

#fc n
und Jf2 1/ — ^ «ï, dann ist u. a. nach

oder

Wâhlt man bei der Bildung von ilf-Formeln speziell Funktionen
f{%!*..xn), welche bezuglich jedes einzelnen x% stetig und auBerdem
eigentlich monoton sind, so liefert das Prozedere — sofern durchfuhrbar
— wie man sich leicht uberlegt, eigentliche Mittelwertformeln im Cauchy-
schen Sinne, die also sowohl die erste wie auch die zweite der genannten
Eigenschaften besitzen. Einige Beispiele môgen dies noch verdeutlichen.
Man habe drei Werte 0<x1<x2<xz. Als erste Funktion sei gewâhlt
f{x1x2xz) x±x2 + 2xz. Dann ist f(a, a, a) a2 + 2a. Setzt man
a? + 2a y, oder (a + If y + l, so ist a Vy + 1 — 1

Vxx x2 + 2 #3 + 1 — 1 eine Mittelwertformel fur positive xt, Oder sei
/(a?! x2 xz) x\ x\ x\ + x\ x\ + xl + xx x2 xz + xx x\ + x%. Dann ist
f(a, a, a) 3(a6 + a3). Wir setzen 3 (a6 + a3) y oder (a3 +1)2

hv + h woraus folgt a [{\y + J)2 — |]3
1 ^ + 4 4 + 4 + *i ^2 ^ + «1A + 4 f *

offensichtlich fur positive x% ebenfalls eine Mittelwertformel. Oder sei

11 2
schlieBlich f(x1x2xz) I~T- Dann ist f(a,a,a) —-. Setzen

2 "1/9 "1 / 9 T T T2

wir — ?/, so folgt a=\/ — oder a 1/ ;—^ ebenfalls
a2 V y j %i%2~\~ %z

eine Mittelwertformel.
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Als Beispiele wurden Mer absichtlich solche gewâhlt, welche in den xt
nicht symmetrisch sind. Gewohnterweise pflegt man nur mit symmetri-
schen Mittelwertformeln zu operieren, und es ist klar, daB insbesondere
fiir die statistische Praxis nur symmetrische Mittelwertformeln in Frage
kommen, weil deren Résultat gegenûber einer Umordnung der zu mit-
telnden Werte invariant ist. ErkenntnismâBig ist aber die Feststellung
wichtig, daB fur die Erfullung der Fundamentaleigenschaft des Zwischen-
liegens die Symmetrie ganz irrelevant ist.

Fordern wir nun fiir eine Mittelwertformel noch als dritte Eigenschaft
die Symmetrie in den xt, so hat der formelmâBige Mittelwert die all-
gemeine Gestalt x

m

Dabei bedeuten : Xt ein Produkt aus einer Anzahl xt, wobei aile Xt von
gleicher Dimension T sind und das Aggregat E Xt symmetrisch in den
x% ist. F(Xt) ist eine in Xt stetige monotone Funktion, 99 die Umkehr-
funktion von F, und g% eine positive Funktion.

Man sieht sofort, daB wir zumindest fiir positive x% eine Mittelwertformel

der gewiinsehten Art vor uns haben, denn :

1. Wenn xt a gesetzt, resultiert

also ist die Eigenschaft f(a.. .a) a vorhanden.

2. Die Eigenschaft f(xt.. ,xk.. ,xn)<f(xx.. .ïfc.. ,xn) fiir xk<lck
ist sicher erfûllt, wenn ftir T > 1 nur positive xt zugelassen werden, und
F monoton in Xt ist. Denn wenn an Stelle von xk ein ~xk>xk gesetzt

wird, so wird mindestens ein X€ grôBer. Also wird J; %' =F(mT)

grôBer oder kleiner, je nachdem F eine monoton wachsende oder fallende
Funktion ist. In beiden Fâllen aber wâchst ç? (F(mT)) mT, und damit
auch m f(xx.. .xn).

3. Die Symmetrie schlieBlich ist laut Voraussetzung vorhanden.

Eine besonders wichtige Stellung innerhalb der Gesamtheit der sym-
metrischen Mttelwerte mit T ^ 1 nehmen die sogenannten kombinato-
rischen Mittelwerte ein. Hier ist X€ G(xi), wenn wir mit C(xt) eine

* k

Kombination zur k. Kllasse aus den n Werten xt bezeichnen. Die kombi-
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natorisehen Mittelwerte haben anderwârts eine ausfûhrliche Behandlung
erfahren3), wir erwâhnen nur als einfachsten Fall die grundlegenden

algebraischen Mittelwertformeln m I /—— wobei st die t. elementar-
Q

symmetrische Funktion st EC{xi) der w-Werte xt ist.
t

Setzt man T 1, so erhalten wir die Unterklasse der einfachen (oder
gebràuchlichen) Mittelwertformeln, welche von der allgemeinen Gestalt
sind

m

wobei F eine in xt stetige eigentlich monotone Funktion, q> ihre Umkehr-
funktion, g{ eine positive Funktion bedeuten. Die Forderung T 1 ist
gleichbedeutend mit der Bedingung, daB die Mittelwertformel noch eine
vierte Eigenschaft haben soll, wonach eine Anzahl der xt je durch ihren
Teilmittelwert ersetzt werden kônnen, ohne daB sich der Gesamtmittel-
wert ândert, d. h.

f(x.. .x9 xk+1. ,.xn) f(xx.. .xn) wobei x f(x1.. ,xk)

Kolmogoroff und Nagumo4) haben darauf hingewiesen, daB jede ge-
bràuchliche Mittelwertformel die vier genannten Eigenschaften hat, und
daB umgekehrt jede Funktion, welche die vier Eigenschaften in einem
Argumentenintervall besitzt, fur das betreffende Intervall eine einfache
Mittelwertformel ist und zwingenderweise die vorgenannte Gestalt hat.
Wie sich aus dieser Formel je nach Wahl der Funktion F aile bekannten
einfachen algebraischen und transzendenten Mittelwertformeln ergeben,
haben wir andernorts ausfûhrlich dargelegt5).

Nach dem Gesagten ergibt sich eine Systematik der Mittelwertformeln
in ungezwungener Weise : Ausgehend von der Gesamtheit der ifcf-For-
meln, welche die erste Bedingung erfullen, scheidet man durch Zusatz
der zweiten Eigenschaft die Gesamtheit der eigentlichen oder unbedingten
Mittelwertformeln aus. In diesen sind als Unterklasse die symmetrischen,

8) 0. Oini, Di una Formula comprensiva délie Medie, Metron, Revista inter-
nazionale di Statistica, Vol. XIII, 2 (1938).

4) A. Kolmogoroff, Surlanotiondela Moyenne, Atti délia Reale Academia Nazio-
nale dei Lincei, 6. Ser., Vol. XII (1930).

M, Nagumo, Ûber eine Klasse der Mittelwerte, Japanese Journal of Mathema-
tics, Vol. VII (1930).

s) H.JecMin, Ûber mathematische Mittelwerte, Elemente der Mathematik, 1948,
Heft 1.
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welche noch Eigenschaft drei besitzen, enthalten, und aus den sym-
metrischen lassen sich durch Auierlegung der vierten Bedingung die ein-
fachen Mittelwertformeln isolieren. In jeder dieser Gesamtheiten kann
man nach rein algebraischen, transzendenten und gemischten Mittelwertformeln

unterscheiden. Durch weitere Zusatzbedingungen kônnte man
die Klassifikation noch ergânzen. So hat z. B. Nagumo u. a. gezeigt, daB
eine Mittelwertformel, welche auBer den vier genannten Eigenschaften
noch die folgende Bedingung erfùllt

f(kx1,kx2...kxn) kf{x1xi...xn)
von der Gestalt 1

m

also ein Potenzmittel ist. (Dem Exponenten t 0 entspricht dabei das

geometrische Mittel6)).
Als intéressantes Détail mag noch erwâhnt werden, daB wenn man auf

Mittelwertformeln die bei den M-Formeln genannten Operationen © und

o, aber unter AusschluB der inversen Operationen, anwendet, stets
wieder Mittelwertformeln resultieren7). Seien z. B. fur n Werte xt die
drei Mittelwertformeln gegeben

m1 arc. sin I I gûltig fur Intervall 0 < xt < n

gûltig fur Intervall 0 < xt < + °°

m3 "î— In J^c** — In n 1 gûltig fur Intervall — oo < xt < + °° »

so liefert folgende Formel fur das Intervall 0<xt<n sicher auch einen

Mittelwert
arc. sin I J= 1 + V 2J %t + In 2/ c * — In ?i

m== ^—!?:—Z—^_
1 + k ^ + In c

Man uberzeugt sich sofort, daB zumindest die fur einen eigentlichen
Mittelwert notwendigen und hinxeichenden ersten zwei Eigenschaften
vorhanden sind, Der Grund liegt nicht tief, denn es handelt sich hier bei

6) O. Polya und O. Szego, Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis, Bd. I, S. 54

und 210.

7) H.Jecklin und M. Eisenring, Die elementaren Mittelwerte, Mitteilungen der Ver-

einigung schweizer. Versicherungsmathematiker, Bd. 47, 1 (1947).
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Anwendung der Operationen 0 und 0 lediglich darum, dafi aus vor-
handenen Mittelwerten durch arithmetische und geometrische Mittel-
bildung neue Mittelwerte gewonnen werden. Im vorgenannten Beispiel
ist der neue Mittelwert ein gewogenes arithmetisches Mittel aus m1, ra2

und ra3, wobei die Nenner der drei Werte (also 1, \/n und In c) als Ge-
wichte fungieren.

AbschlieBend sei noch die Frage gepruft, ob sich der umfassende Mittel-
wertbegriff nach Cauchyscher Définition nicht wenigstens formai in ein-
facher Gestalt darstellen lâBt. Es ist dies in der Tat leicht môglieh. Sei
also ein Mittelwert m bezûglich aller oder einzelner Punkte des Intervalles
[xx xn] ein Wert, fur welchen gilt x1<m<xn. Mittelungsmethode sei
jedes Verfahren genannt, das von allen oder einzelnen xt des Intervalles
[x1 xn~] ausgehend auf irgendeine wohldeterminierte Weise einen Wert m,
aber keine andern, liefert. Vorerst sei ein Verfahren, das auf irgendeine
Weise allen oder einzelnen x% genannten Intervalles einfaeh einen reellen
Wert zuordnet, ein Operator genannt und mit 0{xz) bezeiehnet. Ofïen-
bar sind aile reellen Funktionen der x% solche Operatoren, es sind aber
aufierdem Zuordnungsmethoden anderer Art denkbar, die sich u. U. dem
Funktionsbegriff gar nicht mehr unterordnen lassen. Wenn wir nun
weiter eine Abbildung der ganzen reellen Achse auf die Strecke x1xn ins
Auge fassen, und dièse Abbildungsfunktion auf 0 (xt) beziehen, so wird
zufolge dieser Abbildung der durch ©(a^) fixierte Wert auf jeden Fall
innerhalb der Strecke xx xn zu liegen kommen, ist also ein Mittelwert
derselben. Von den verschiedenen Môglichkeiten, xx xn umkehrbar ein-

/y» rv»

deutig auf die réelle Achse abzubilden, wâhlen wir y — In — bzw.
x _i_ x e®

m

x — xn
die Umkehruns x —^—-—^— Wenn wir daher setzen© 1 _|_ e»

x1 — m rk/ \In -1 © (xt)
YYl Xn

oder

so haben wir offenbar eine in eine Formel zusammengefaBte formale Dar-
stellung aller nur denkbaren Mittelungsmethoden. Man kann also formai
jeden Mittelwert, gleichgûltig nach welcher Méthode er bestimmt ist, als

normiertes gewogenes arithmetisches Mittel der beiden Extremwerte xx
und xn darstellen

m x1g + xn(l — g)
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wobei g ein bestimmter Wert der logistischen Funktion g g ist,

dadurch festgelegt, da8 als Exponent z der ftir die betreffende Mittelungs-
methode charakteristische Operator 0(#t) zu setzen ist.

Fur die formelmâBigen Mittelwerte ist die Determinierung des Opera-
tors prinzipiell eine einfache Sache. Flir das arithmetische Mittel z. B.
hat man

m
n

woraus sofort &(x{) \nE(xi — xt)
Es bleibe hier dahingestellt, inwiefern sich der Operator fiir andere als

formelmàBige Mittelwerte determinieren lâBt. Es handelte sich hier nur
darum, die Môglichkeit einer aile Mittelungsmethoden umfassenden for-
malen Darstellung zu skizzieren.

(Eingegangen den 9. Mai 1948.)
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