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Cartesisches und Alexandersches Produkt
in der Cohomologietheorie

Von E.R.BrAnprI und B. EckmMaNN (Ziirich)

Das Produkt von Cohomologieklassen eines Polyeders R (oder eines
allgemeinern topologischen Raumes), wie es von Alexander [1]!) u. a.
definiert wurde, steht in engem Zusammenhang mit dem Cartesischen
Produkt R X R, in welchem es anschaulich interpretiert werden kann.
Ein solcher Zusammenhang ist bei Mannigfaltigkeiten schon vor der
Einfilhrung des Alexanderschen Produktes von Lefschetz [5] fiir das
Schnittprodukt, von de Rham [8] fiir das duBere Produkt von Differen-
tialformen formuliert worden ; in allgemeinerer Form 148t er sich ver-
schiedenen neuern Ausfiihrungen von Lefschetz [6] und von Leray [7]
entnehmen. In den folgenden Zeilen wird diese Beziehung zwischen dem
Cartesischen und dem Alexanderschen Produkt fiir beliebige simpliziale
Komplexe in direkter Weise hergeleitet, mit einer Methode, die uns be-
sonders einfach und tbersichtlich scheint und die die Rolle der willkiir-
lichen Eckpunkt-Numerierung, wie sie in der Alexanderschen Definition
auftritt, in neuer Weise klart. 2)

1. Cartesisches Produkt

K sei ein simplizialer Komplex ; das ihm vermoge einer Euklidischen
Realisation entsprechende Polyeder sei ebenfalls mit K bezeichnet. Wir
betrachten das Cartesische Produkt3) K X K von K ,,mit sich“, d.h. mit
einer Kopie K von K. Der Ubergang von Punkten, Simplexen, Ketten
usw. von K zu den entsprechenden von K werde durch Uberstreichen
angedeutet. Die Randbildung sei stets mit 0, die Corandbildung mit é
bezeichnet. K X K ist ein Zellenkomplex, dessen orientierte n-Zellen von

——

1) Nummern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schluf
der Arbeit.

2) Die vorliegende Note ist eine Umarbeitung eines Teiles der Dissertation von E. R,
Brdndli [3].
3) Beziiglich der Eigenschaften des Cartesischen Produktes vgl. [2], Kap. VII.
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der Gestalt o, X7, sind, wo o, ein beliebiges orientiertes r-Simplex von
K, 7, ein s-Simplex von K ist, mit » 4+ s = n. Ist f* eine Cokette %) in
K,g?in K, so sei f? x §? die Cokette in K x K , die definiert ist, fiir alle
o,und 7, mit r+ s=p-+4 ¢, durch f?xg%o,.X7,) = f?(a,) - 94(7,) falls
r=p(s=gq)und =0 falls » 3~ p; wenn f? und g? Cozyklen sind, so ist
auch f? X g? ein Cozyklus.

D bezeichne die Abbildung von K in K X K, die durch D(P) = PxP
tir alle Punkte P von K gegeben ist ; offenbar ist D eine topologische
Abbildung von K in K X K , und man nennt das Bild D(K) die Diagonale
des Cartesischen Produktes von K mit sich. D induziert einen Homomor-
phismus D, der Homologiegruppen von K in diejenigen von K X K , und
fiir einen Zyklus 2z, von K bedeute D, z, die Homologieklasse in KX K ,
die hierbei Bild derjenigen von z, ist. Das Ziel dieser Note ist der Beweis
des folgenden Satzes ( v bezeichnet das Alexandersche Produkt [1], in
iiblicher Weise mit Hilfe einer Eckpunkt-Numerierung in K definiert).

(1). Far zwer Cozyklen f? und g2 und einen Zyklus z, von K (n=p-q) gilt
P g(z,) = P X §UDyz,) - (1)

Wir beweisen diesen Satz in Nr. 4 ; die Abschnitte 2 und 3 dienen zur
Vorbereitung des Beweises.

Bemerkung. K sei endlich, und man verwende fiir die Ketten den zu J
dualen Koeffizientenbereich J,%). f? xg?(D,z,) als Funktion von 2z, auf-
gefaflt definiert einen Homomorphismus der Zyklengruppe Z, von K in
die Gruppe der reellen Zahlen mod. 1, der auf den Riéndern = 0 ist ; er
148t sich zu einem Homomorphismus der ganzen Kettengruppe C,, er-
weitern, definiert also eine Cokette A" (mit Koeffizienten aus J). A" ist
ein Cozyklus, und aus (1) und aus bekannten Dualitdtssdtzen folgt, dal
er derselben Cohomologieklasse von K angehort wie f?vgd. Man erhilt
also, indem man fiir alle Zyklen z, von K

k" (2,) = [P X gUDy 2,) (2)

setzt, eine der Alexanderschen dquivalente Produktdefinition fiir Coho-
mologieklassen, der eine gewisse Anschaulichkeit zukommt und in der
keine Eckpunkt-Numerierung auftritt. — In unendlichen Komplexen ist
diese Uberlegung in naheliegender Weise zu vervollstindigen.

%) Die Coketten werden als Funktionen der Simplexe oder Zellen aufgefaBt, mit Werten
in einem Ring J; sie lassen sich in iiblicher Weise zu linearen Funktionen der Ketten
erweitern, wenn fiir diese ein geeigneter Koeffizientenbereich J; verwendet wird. Ist z. B.
J, die Gruppe der ganzen Zahlen, so sind die Werte dieser linearen Funktionen Elemente
von J; ist J; die zur additiven Gruppe von J duale Abelsche Gruppe, so sind die Werte
reelle Zahlen mod. 1.
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2. Die Homologie-Abbildung Q

Wir fithren eine Ketten-Abbildung @ des simplizialen Komplexes K
in den Zellenkomplex K x K ein, die im Sinne der Homologie die stetige
Abbildung D des Polyeders K in KX K ersetzen wird und fiir unsern
Zweck geeigneter ist als diese. ¢ hiéngt aber von einer willkiirlichen Eck-
punkt-Numerierung in K ab, wihrend dies natiirlich fiir D nicht der
Fall ist.

In jedem Simplex ¢, von K seien also die Eckpunkte fest numeriert,
mit der einzigen Bedingung, dal im Durchschnitt zweier Simplexe die
Reihenfolge iibereinstimmen soll. Wir bezeichnen ein orientiertes Simplex
g, auch durch das Symbol (e,, ¢,,...,e,), in welchem seine n 4+ 1 Eck-
punkte e; in der gewidhlten Reihenfolge auftreten. Es sei

n
Qeg, €, - - se,) = X (g, - .,€) X (€x, ..., €,)
k=0

gesetzt. Wir behaupten, dafl fiir die dadurch definierte Ketten-Abbildung
Q@ von K in KxK gilt:

(3). @ ist esme Homologie-Abbildung (d. h. mit 9 vertauschbar).

(4). Fur zwei Coketten f° und g2 und ein Simplex o,(n = p + q) von K
w8t

fPXg4Qa,) = [P v gi(a,) - (4)

Beweis von (3). Der Rand einer Zelle 0,x7, von KX K ist gegeben
durch 9(o,X7,) = 00, X7, + (—1)0,X 07, (wobei das Cartesische Pro-
dukt eines Simplexes mit einer Kette in naheliegender Weise zu inter-
pretieren ist). Man erhilt also %) '

0Q (ey, €y, ...,0,) =

=-k§0[a(eo, veosr) X (€ ey @)+ (— (g, ..., ) X 9(ey, ..., ¢€,)]

r—
-_—

k

N (= 1) (g ever €55 oneres) X (ks ovx, €) +

t=0

L=

”n n
4+ 3 X (=1 (—1)F(ey, .ov, ) X (€, cner €y nn
k=0 i=%k

®|

n) -

-,

5) é; bedeutet, daB e; aus dem betreffenden Symbol weggelassen werden soll.
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Das Glied k=1 =1 der ersten und das Glied 2t =¢=1—1 der
zweiten Summe (I = 1, 2,...,n) heben sich weg ; die Glieder £ =17 =0
der ersten und k£ =1 =n der zweiten Summe sind = 0. Es bleibt also
iibrig :

n 1—1
:2(—‘1)1[2 (60, ...,ek)X(Ek, o--,%i, .-.,En)_!—

i=0 k=0

n A _
+ X (eg; ooy €5, .nn,,) X (€, ...,en)]=
k=i+1

n ] ~
= Y (—1)Q(eg, ..., €;, ..., €,) =Q0(eg, €, ....6,).

i=0

Beweis von (4). Die der Abbildung ¢ zugrunde liegende Eckpunkt-
Numerierung soll auch fiir das v - Produkt verwendet werden. Dann ist

n

fpx gq(Q(e09el’ ""en)): fp X -g_q(z(eOa ""ek) x(—ékv "':-e_n))z

k=0

= fP(ey, ..., €,) - gI(€,, ..., €,) =[P ugl(e,e,...,e,).

3. Vergleich der Abbildungen D und Q

Die Abbildung D iibertrigt die Simplizialzerlegung von K isomorph
auf die Diagonale D(K). Es gibt eine simpliziale Unterteilung (K x K )’
von KX K, welche diese Simplizialzerlégung der Diagonalen enthilt
(z. B. die von Freudenthal [4] angegebene). U sei die Ketten-Abbildung
von Kx K in (K xK)', welche jeder Zelle ihre Unterteilung zuordnet.
D ist eine simpliziale, UQ eine Ketten-Abbildung von K in (KX K )'.

(5). Die Abbildungen D und UQ sind ketten-homotop ; d.h. es existiert
tir n =0,1, 2,... je ein Homomorphismus Y, der Kettengruppe C,
von K in die Kettengruppe C,, ., von (K x K )/, derart daB fiir jede Kette
a,eC,

Da, - UQa,=0dY,a,+ Y,_, 0a, (5)

ist (fir » = 0 {fallt das zweite Glied rechts weg).

Bewers. Es ist D oy, — UQ o, = 0 fiir jedes 0-Simplex ¢, ; wir setzen
Yo0,= 0. Fir alle n<m (m>0) sei Y, schon definiert, derart, daB
die behauptete Beziehung fiir diese n gilt, und daB ferner fiir jedes Sim-
plex ¢, die Kette Y, o, in (0,x0,)’ liegt. Dann gilt fiir ein Simplex o,,

d(De,, — UQoa,) = Ddo,, — UQ d0,, = 3Y,,_, 90, + ¥, _, 000, ,
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also 9(Dg,, — UQo,, —¥Y,_,00,,) = 0; die Klammer ist also ein Zy-
klus. Da dieser Zyklus in (g,, X 6,,)’ liegt, und da in der Unterteilung einer
Zelle jeder Zyklus der Dimension m>0 ein Rand ist, gibt es dort eine
Kette Y, 0, €C,, .., derart daB

Do, — UQo,, — Y,_, 00, =03Y,0,

ist. Dadurch ist Y,, in der gewiinschten Art definiert.

4. Beweis des Satzes (1)
Nach (5) gilt fiir einen Zyklus 2z, von K

Dz, —UQz,=290Y,z, ,

d. h. die Bildzyklen Dz, und U@z, sind in (K x K )’ homolog. D,z, ist
die Homologieklasse von K X K, deren Unterteilung UD,z, den Zyklus
Dz, enthilt, also auch den Zyklus UQ z,. Da U die Homologiegruppen
isomorph abbildet, gehort @z, der Klasse D,z, an, und es ist nach (4)

[?xg%(Dyz,) = P xgUQz,) = [P v gi(z,) .
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