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Conditions nécessaires et suffisantes pour ’équivalence

des polyédres de I’espace euclidien a trois dimensions
par J.-P. SYDLER

Dédié a ma femme, @ ma meére, @ M. H. Hopr et & la mémoire de M. DN

0.1. Deux polyédres sont équivalents (zerlegungsgleich) lorsque 'on peut
décomposer le premier en polyedres partiels avec lesquels on peut construire le
deuxieme. Deux polyédres P et @ sont équivalents par adjonction (ergén-
zungsgleich) lorsqu’il existe un polyédre R tel que P 4+ R et @ + R sont
équivalents. Ces notions jouent un rdle important dans la recherche des
axiomes nécessaires & la définition du volume. On sait que deux polygones
plans de méme aire sont équivalents. La situation est différente dans I’espace.
Au Congres international des mathématiciens tenu & Paris en 1900, HILBERT
demandait, comme troisiéme d’une série de problémes irrésolus, de trouver
deux polyédres de méme volume non équivalents [1]. La réponse fut donnée
presque immédiatement par DEEN [2]:

Considérons un polyédre P et désignons par «,; et par [(«,) la grandeur des
angles et la longueur des arétes de ses diédres. Les angles « ; peuvent s’exprimer
linéairement avec des coefficients rationnels en fonction de 7 et de n angles
indépendants y,,...,y,:

3
n
Xy =T+ Xryy,1=1,...,s.

j=1

DenN démontra que: Si le polyédre P est équivalent & un cube, alors
8
Zrle,)=0,7=1,...,n.
i=1

Ces conditions nécessaires ne sont pas remplies par le tétraddre régulier et par
conséquent: Un cube et un tétraédre régulier ne sont pas équivalents.

Si un polyédre P est équivalent & un cube, nous écrirons P ~ 0 (mod. cube)
ou plus simplement P ~ 0. De méme P, ~ P, signifiera que P, est équivalent
au polyédre constitué par P, et par un cube, P'équivalence simple ayant lieu
si P, et P, ont le méme volume.

0.2. Le probléme de I’équivalence a été repris depuis une vingtaine d’an-
nées. Il nous a d’abord été possible de montrer que, dans l’espace euclidien,

-
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deux polyeédres équivalents par adjonction sont toujours équivalents [3]. Puis
HApWIGER entre autres trouva plusieurs propriétés et généralisations nou-
velles [4]. (Pour I'historique de la question de I’équivalence, voir [5]).

0.3. Une question restait posée: Les conditions de DEHN sont-elles aussi
suffisantes, c’est-a-dire un polyédre qui vérifie les conditions de DErN est-il
toujours équivalent & un cube? Nous démontrons dans cette publication que
tel est bien le cas dans 1’espace euclidien.

Dans des travaux précédents [6]-[7], nous avons montré que, si un polyédre
remplit les conditions de DERN, il est équivalent & un polyédre dont tous les
diédres ont des angles rationnels en z, ces angles étant méme des multiples

4
dez

pas du cadre de la géométrie élémentaire. Dans une méme perspective, nous
montrons encore au chapitre 1 de cette publication qu’il existe un polyedre

. Ces propriétés se basent sur quelques constructions simples et ne sortent

équivalent & un cube ayant un diedre égal & 715 , tous les autres diedres étant

droits. Par conséquent, tout polyédre vérifiant les conditions de DEHN est
équivalent a un polyédre dont tous les diédres sont droits.

0.4. Pour démontrer qu'un tel polyédre est toujours équivalent & un cube,
nous avons da analyser les propriétés de deux classes de tétraédres particuliers
que nous nommons 4 et B (voir la définition en 2.1.), les diedres d’un polyedre
A vérifiant une relation cosy, = sin «, - sin §;, ceux du second une relation
du genre cosZx, -+ cos?fl, + cos?y, = 1, relations qui introduisent une
certaine multiplicité et une certaine additivité dans nos considérations géo-
métriques.

0.5. Au chapitre 2, nous montrons tout d’abord qu’un polyedre & diedres
droits se laisse décomposer en polyeédres A et B. Cette partie, simple quoique
de présentation compliquée, revient 4 montrer que 'on peut remplacer trois
diédres de méme longueur et tels que « 4+ f+ ¥y = par des couples de
diédres complémentaires.

- 0.6. Au chapitre 3, nous montrons que, si un polyédre quelconque est
équivalent & une somme de polyédres A et que ces polyédres A4 vérifient les

conditions de DEBN séparément pour les diédres y, et pour les diédres g— — Vis
alors ce polyédre est équivalent & un cube (théoréme S 4).
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0.7. Dualement, il nous est possible de montrer au chapitre 4 que, si un
polyédre est équivalent & une somme de polyédres B, et que cette somme
vérifie les conditions de DEHN, ce polyédre est équivalent & un cube (théoréme
SB). Ces deux théorémes S A et SB sont les généralisations de constructions
simples et ne font appel qu’'a quelques considérations d’algébre linéaire élé-
mentaire.

0.8. Au chapitre 5, nous pouvons alors montrer que tout polyeédre constitué
de polyédres 4 et B qui vérifie les conditions de DEAN est équivalent & un
cube (théoréme SAB). La démonstration est possible grice & un passage
alterné du domaine de la géométrie élémentaire & celui de 1'algébre des poly-
ndmes & plusieurs variables. Les points essentiels sont les suivants:

0.8.1. Siun polyédre vérifie les conditions de DEHN, il est équivalent & une

T
—_ (02

somme de polyedres A ou apparaissent des diédres «; et g — %

trouver 7' diedres 7, tels que

On peut

cos? o; = I (sin® 7,)%i* et sin®«, = IT(sin?,)%s, (R;,, S,, entiers positifs).
8 8

Des lors, le polyédre implique un certain nombre de polynémes

T
(sin?7,)Ris 4 IT(sin27,)5s —1 =0, (j =1,...,N)

8=1 §=1

N

b .=

J

et les conditions de DEHN se mettent sous la forme

=0,(=1,...,T) (cf. 2.6. et 3.12.)

0.8.2. Grace & une construction simple démontrée par le théoréme S A4,
on peut établir une relation entre des polyédres 4, un polyédre B dont le
cosinus des diédres s’exprime en fonction de k sin 7, et un autre polyédre B
dont les cosinus s’expriment en fonction de (k — 1) sin 7, (5.2.-5.5.). Cette
propriété permet par la suite les itérations par rapport aux diédres 7.

0.8.3. On peut associer & tout polynéme p & n variables un polyédre
[P + R](p) constitué d’un polyédre P composé de polyédres B dont les diédres
correspondent aux différents termes de p, et d’un polyédre R composé de
Polyédres 4 dont les diédres correspondent aux différents facteurs des termes
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de p (5.6.-5.8.). C’est ici surtout qu’interviennent les caractéres additifs et
multiplicatifs des polyédres B et A.

0.8.4. La propriété essentielle des polyedres [P + R] est la suivante
(5.9.-5.11.).
Si @ est un polynéme quelconque,

[P + R](® - p) ~ P[P + R](p).

0.8.5. Cette propriété permet d’établir le théoreme central de notre
démonstration (5.13-5.14).
Si le polynéme p (z,,...,z,) est tel que, pour un certain point y

py) =0 et ——a—%@—: 0,(s=1,...,n), alors [P + R](ply]) ~ 0.
Ce théoréeme se démontre par récurrence en employant quelques propriétés
simples des polyndémes & plusieurs variables et, pour la partie géométrique,
en faisant usage de la propriété 0.8.3.

En remplagant finalement le polynéme p par le polynéme XH;®, =0
(0.8.1.), on trouve que le polyedre [P + R](XH,®,) est équivalent & un
cube (6.1) et, en remontant la chaine de nos résultats partiels, on voit qu’on
a démontré que tout polyédre & diédres droits est équivalent & un cube. Les
conditions nécessaires de DEHN sont done aussi suffisantes.

Chapitre 1. Sur les polyédres & diédres droits

4

1.1. II existe un polyédre équivalent & un cube, ayant un diédre égal a 1

les autres diédres étant droits.

En effet, considérons un prisme droit ABE FGH, dont les bases GAE et
HBF sont des triangles isocéles rectangles en G et H. Coupons ce prisme par
le plan EJ B perpendiculaire au plan ABEF, J étant l'intersection avec GH.
Le polyédre E GJ A B est équivalent & un cube. K et L étant les milieux de EF
et de AB (JK et JL étant donc respectivement perpendiculaires & JAB et
a JEF), M le milieu de K L, menons encore par J le plan perpendiculaire &
EL, qui coupe ELen D et KBen C. Le polyédre GJ EABC D a pour diédres:

%le long de AB, «lelong de BC, # — « le long de E D ,—g—pour toutesles autres

arétes. Les tétraédres J M DE et J M CB étant identiques, le polyédre est
équivalent au polyédre £GJ AB, donc & un cube (figure 1).

, tous
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Construisons le polyedre ¢ suivant (non équivalent & un cube en général):
Soit TC PB un carré et soit S un point de la normale & 77CB en T tel que
Pangle T'S P soit égal & «. Menons encore par BC le plan perpendiculaire &
SP, qui coupe SP en A4, et soit f 'angle BAC. Le polyéedre SABCT a donc
pour diédres: # — « le long de BC, g le long de S 4, les autres étant droits
(figure 2).

Ajoutons au polyéedre EGJABCD le long de l'aréte BC un polyédre
semblable a @, ’aréte V W correspondant & S A étant perpendiculaire au plan
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E A B et retranchons-en un autre le long de E D, ’aréte correspondante de S 4
étant V' W'. Pour que la construction soit possible, il faudra peut-étre ajouter
ou enlever des prismes au polyédre considéré.

Nous obtenons ainsi un nouveau polyedre équivalent & un cube et dont tous
les diédres sont droits, sauf les diédres le long de VW et V' W', lesquels sont
égaux a fet 2x — B, les faces étant paralléles et les arétes comprises entre deux
plans paralléles. On peut deés lors enlever du polyédre un prisme vertical ayant
un diédre 2z — f le long de V' W', un diédre g le long de V W', les autres étant
droits (figure 3). Le polyédre restant est alors le polyédre cherché.

r
t a
transformer un polyédre dont tous les diédres sont des multiples de Zenun

1.2. En ajoutant un tel polyédre le long des arétes de diédres -—, on peut

polyédre équivalent dont tous les diedres sont droits. Par conséquent, d’apres
un théoréme que nous avons déja établi (cf. introduction 0.3.):

St un polyédre vérifie les conditions de DErN, il est équivalent & un polyédre dont
tous les diédres sont droits.

Chapitre 2. Décomposition des polyédres a diédres droits

2.1. Rappelons tout d’abord la définition des deux polyédres qui nous
serviront d’éléments de base dans toutes nos considérations:

A(x, B;y): Polyédre ABC D tel que: AB est perpendiculaire 8 BCD; DC
est perpendiculaire & CBA; diédre AB =«; diédre CD = f; diédre
AD = y; AB = cotg o ; CD = cotg B AD = tg v; cos y = sin & sin . Nous
dirons que « et § sont les diédres latéraux de A(x, f;y), y étant le diédre
~diagonal.

B(x; B;y): Polyédre SABC tel que: SA, SB et SC sont deux &
deux perpendiculaires; diédre BC = «, diédre CA4 = f, diédre AB = y;
BC = cosx-sinx; CA = cos B-sinfB; AB = cosy-siny. cos’x + cos?f -+
-+ cos?y = 1.

2.2. Afin d’établir une décomposition particuliére des polyedres dont tous
les diédres sont droits, indiquons quelques propriétés des polyédres A. Les
démonstrations étant élémentaires, nous nous bornerons & renvoyer aux
figures dont elles découlent. Pour simplifier les notations, nous désignerons par
Zv.A (compl.) une somme de polyédres A dont les diédres sont égaux & des

. . 7 7
angles 9;,...,7, ou & leurs complémentaires 5 V1 g V-
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2.2.1. Si §+ &6+ &E=m 0<§, < g— , il existe des angles «, g8, y
tels que cotg & A (“’_722 —B; 51) + cotg £, 4 (ﬂ,% —; 52) +

+ cotg &, 4 (y, r

g % {-'3) ~ 0 (figure 4).

2.2.2. Si n + g+ 9=, 0<n,§<32”—,

tels que tg n A (n;, «;y) + tg n, 4 (né, B; % —y) + cotg 15 A (8, 855 n5) —
— cotg 15 A (8, o3 f) — cotg ny A (d,, f56) ~ 0 (figure 5).

il existe des angles «,...,

Appliquons & chaque terme des relations 1) et 2) la transformation
)~ LA T B AT e T ) —
A(x, B;y) A(oc,x,z a)+A(ﬁ,x,2 ﬁ) A(2 VYo% g y)
—'—A(V*: ®, 77) - A(a: ﬂa 7—’)‘
On trouve alors les propriétés suivantes:

2.2.3. Si Cl—{-é‘z—]-&'az—g—, O<C,-<-72—t—, il existe des angles ¢, v;,
tels que

tg LA (L, @15 91) + t8 LA (S, @2 we) + t8 L3A(Gs, @35 95) ~ Zv A (compl.).

4 CMH vol. 40
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2.2.4. Si 171+172--—173=—g—,0<n,-<—72£, il existe des angles ¢,, v;,.. .,

tels que tg 14 (1, 77;1 > w'l—’1) + tg na A (12, 62; @2) —
— tg n3 A (n,, 63§ @3) ~ ZvA (compl.).

2.2.5. Ces propriétés peuvent s’étendre. Par exemple,

i LGt bt bt h=a, 0<t<T, T tg<n,
T

2

T

2
telsque &4+ 6 =5, Lt+lt+h=5, L+ o+ 8G=7.

< {4 + &3 <m, on introduit les angles 4, et 6{,, 0 < 4, 6?', <

Alors Ztg LA, 9isv) ~ZvA (compl.).

Il en va de méme dans les cas semblables.

2.3. Considérons un polyédre ¢ dont tous les diédres sont droits et menons
par chaque sommet de ¢ un plan parallele & un plan donné quelconque. Le
polyédre @ est ainsi décomposé en polyedres partiels ayant deux bases paral-
léles, les faces latérales étant successivement perpendiculaires I'une & l'autre.
On vérifiera aisément que, si un tel polyédre a quatre faces latérales, il se
laisse décomposer en prismes. Supposons qu'un de ces polyédres ait au moins

6 faces latérales f,, f,,...,fs,.... Coupons-le par un plan perpendiculaire a
fi et f,. Le polyedre f,,...,fs,... est équivalent aux polyédres f'f,f.fsfs et
fif fafsfe - - ., ce dernier polyédre ayant une face de moins que le polyedre

initial. Par conséquent, tous les polyédres de section se décomposeront en
polyédres du méme genre, ayant trois ou cinq faces latérales successivement
perpendiculaires.

2.4. Considérons dés lors un polyédre de section P & 5 faces latérales et
soit A B une de ses arétes latérales. Soient C', D et K les projections de 4 sur
la deuxiéme base et sur les traces des faces dans cette base. Désignons par P;
le polyédre A BC DE . Soient encore ¢, 'angle DBE, «, et «, les diédres le long
de DB et EB (figure 6). Si ¢,, ..., ¢ désignent les angles analogues des autres

traces (O <g < ‘721) , on voit facilement qu’on a seulement les possibilités
1) g4 e6t+egt+egt+g=a ¢ P~P + P,+ P+ P, + P

2) 6§+ & t+et+e—eg=n e¢¢ P~P, 4+ P+ P, + P, — P
3) e+ e&+e6—e—eg=n e¢ P~P 4 P4 P,—P,—PF;.
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Figure 6 Figure 7

1) Comme ¢ + ¢ < % % , il existe des angles 4, et o;,
0 <&, 0 < %

et g+ &<

tels que

7 7 n (7 7 7
(’2‘—81>+(‘§‘—82)"“63 =3 (*2‘—€4> + (5'—85>“'5; =3
7 7
(”2*_83)‘{‘63‘*‘6:;:5-
2) On peut distinguer deux cas
2.1) %<el+ez<n et -72—t—<e3+84<n
2.2) -’-‘2—<e,+ez<n et O<s3+e4<~72£.
2.1) 1lexiste y; et ;, 0 < 5, 7t <—;£ tels que
7 7 n_ (n 7 7
(F=o)+ (F—a)+r=F: (F o)+ (o) +2i=F

JT

(%“35)+75+7;=“2“-

i
2

(%“‘51) + (‘g‘_gz) +‘Ps=32z"§ (%"83) + (%—54) "“‘Pézg“;

4 4
(5‘_85) +%—‘P;=:‘2‘-

2.2) Tlexiste g5 et g5, 0 < g, ¢, <— tels que
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T

7
5 <gte<m et O0<eg + &< .

3) Ona 3

Il existe {; et Cg, 0 < g, 4‘; <~721 tels que

=)+ (- +a-5s G-+ (3-+) -4~ 3

7 7
G~Q+g+§=?
Comme on sait, on peut décomposer le polyédre A BC DE de telle sorte que
Ion a:

P1~M1[A (%*81, Oy 3 %)+A(%,a1;ocz) -——A(%——oa,%;%)]

et des relations analogues pour les P, (figure 7).

Par conséquent, le polyédre P ~ P, + P, + P,+4 P,+4 P; se laisse
décomposer en polyédres A, dont tous les diédres sont égaux ou complémen-
taires, ou égaux a des diédres ¢,,...,& liés par les relations 1, 2 ou 3. D’aprés
la propriété démontrée plus haut, on peut, en soustrayant de P les polyédres
correspondants, éliminer ces diédres ¢. On introduit par 14 seulement d’autres
diédres deux & deux complémentaires. Les mémes raisonnements s’appliquent
aux polyédres de section qui ont trois faces latérales et on peut donc énoncer
le théoréme suivant:

Un polyédre dont tous les diédres sont droits se laisse décomposer en polyédres A
dont tous les diédres sont égaux a n angles y,, . . . , v, ou aux angles complémentaires
7

5 Y —g— — ¥,., les conditions de DErn étant vérifiées par chacun des y;.

2.5. On a donc
P~ DA A By B = {1 v G —h i E ).

D’apres une transformation plusieurs fois employée
oz 2 2 e 7
P[4 (B ni § =B + A (B n 5 —Bu) —A (5 — P i 5 —) -
— A8l % B + AP, By 57

n 7T —_ 7 T i 4 —
N.ZIJ‘;A(%, %3—2-““}’5) + .Z,u’;A(—z—-—y,-, "3‘5“‘7’%5) +
j=1

j=1

- Z”i[A('};iu %,5 &) — A(&c,’ %;€;)].
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Comme les conditions de DEHN sont vérifiées par les y,, on a

pjcotg y; — i tgy; =0
et par conséquent

JT — JT - - _— —
PNZ/‘;B(E"""J’:};E_’}%H; ") + Zvi[A('}’ils?i,§£i) ""A('}’i,a %5 €],

Un polyédre dont tous les diédres sont droits est équivalent & une somme de

polyédres B n’ayant que des diédres % — Vireee % — ¥, €t un diédre x,

et une somme de polyédres A dont les diddres sont égaux & y,,..., ¥, Ou a
x, les diédres diagonaux ¢; ayant deux & deux méme grandeur et méme longueur.

2.6. Ajoutons ici une considération que nous employerons plus tard.
Soient D; ~ [A (o, %;,5 8) — A(x;, 95 €)], +=1,...,t, ¢ polyédres de
diédres «,, ..., x,, pourlesquels «; < ¢. Ces diédres sont liés par les relations

sino; - sino, = sina,; - sin g
c’est-a-dire

sin Xy sin Kig sin Xig \ 1 —1
sin @ sin @ sin @ )

Désignons par 6% (=1, —1, 0) lexposant avec lequel le facteur (ZE“")
intervient dans le polyédre D,. On a donc d

i

i=1

sin o, | ¢ : . noi, sina,
%i cs1_—-_-1,;,=1,...,t, c’est-a-dire X 8% In Son Ot
fousl, 81

. =0,7=1,...,¢
sin @ ne

ou encore, en posant

Comme sin ¢ > sinx; et puisque les polyédres D, existent, ce systéme de
relations admet au moins une solution pour laquelle tous les x; sont négatifs.
S’il existe 7' solutions particuliéres entiéres (—Rf,..., —R}),t=1,...,T,
on peut, & cause de I’existence d’une solution purement négative, trouver ces
T solutions de telle sorte que tous les R} soient positifs. La solution générale
aura donc la forme

T
xi=-—-21’tR€,'l:=1,...,’n.
t=1
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Comme R}*—kR7}* est aussi une solution, on peut choisir les 7' solutions
particuliéres de telle sorte que tous les 7, soient positifs et > 1 et ’on aura,
pour les polyédres donnés D,,..., D,:

B t s s e s s SN, T Rt
z,= 2 (—rt)R;,i=1,...,n, cest-a-dire — = IT (e7"¢)%i.
En posant enfin e "¢t = sin §,, on aura
T
sino; = sin ¢ « IT (sin B,)%, 1 =1, ..., n; R! = entier positif.
t=1

Notons que, les diédres «; étant tous différents, on peut aussi supposer que
les R!,7=1,...,n, sont tous différents.

Chapitre 3. Théoréme S A

3.1. Nous avons établi dans un précédent article [8] les relations suivantes:

(a) A(x,Bse) —AB,v;8) + Ay, d;8) —A(d,x; &) ~
~A(g—~82,g——84; w) ——A(%——el,—g———sa; w)
(b) A(o" ﬂ;el) —A(ﬂ’7;82) + A(V, 6;83) —A(a’o";84) ~
~ A, B e) — AP,y e) + AW, 85 8) —A(d,0; &).
Nous nous proposons de les généraliser pour arriver au théoréme fonda-

mental 8 4 qui exprime une condition nécessaire et suffisante pour ’équivalence
& un cube de certains polyédres constitués par des polyéedres 4.

3.2. Considérons le polyédre
Pr~A(0g,00;8) —A(xy, 005 &) + ...+ A(0ar_1s ors Eap1) — A (Kaps 013 Eax) -
Il existe un angle ¢;;_, tel que cos £5;_, = sin «,  8in &y, _, et par conséquent

P~ A0y, 00058,) — A0y, 0055 89) + ...+ A(0ap_g, Kop—2; Ear—3) — A (K25 %1 8;17—2)] +

+ [A (061, Oop—23 8;1:-—2) "“A((xzk-—m Kop—13Eap—2) + A(O‘zk—no‘zk; Ear—1) ""A(“zka %;szk)] .
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Le polyédre de la seconde parenthése est indépendant de «, en vertu de la
relation (b) et, par récurrence, il en sera de méme pour P, le polyédre de la
premiére parenthése étant d’un rang moins élevé. Par conséquent

A(“l"xz; &) ——~A((x2,oc3; &)+ ...+ A(%k-ls%k? E9%-1) —A(O‘aks %y ; Eap) ~
~ Aoy, 05 8) — A0y, 0055 8) + ..o+ A(0gp_y, 01 Eap_g) — A (g, 01 5 £8) ~

E1,8E2y 0004 Egp
NSA(I’:;» 72k1>

€9y €45 ¢y Eap

cette notation étant justifiée, puisque les «; ne jouent plus de réle. Nous pou-
vons écrire également

81, ooy 82k_3, 82"_1 81 9 ey 621{:—3 ’ Eék-—z’ 8276—1
SA ~ SA . + S4 [———=
2

/
€2y« .. Egp_gy Egf ceey Eop gy Eopo €25 Eap
€, & T T T 11
et SA|— 2| ~A|l>-—e, ——g 0] —A|=—¢g, — —¢&; ).
&9, &4 2 g W 2 T2 ™

On peut donc décomposer tout S A en couples de polyedres 4. On aura de
méme

SA<81:---’82k—1)~SA( 81’~°"823——1 )+SA(££3’823+1:---962A:—1).

4
€35 .05 Egp €955 Ea525 Eg €285 E23125 + + + 5 Eag

D’apreés la définition de S A4, on voit que

3.3. SA (61,83;-..,82k_1)N__SA( Eay €45+ 0oy Egp )

82’ 84,0-.’82k 61’ 83,---,82k_1
€ayen vy Eqp Eay Eegevvy Eop 15 &
3.4. SA(SI’ 3 9 )2k1)~SA( 33 59 y C2k—1> 1).
82’ 84, LR ] 82k 64’ 86’ e o o9 82k’ 82
&, & &, E
5.5, 4 (25) ~ s (205).
&3, & €y, &
€1, 8y
3.6. SA (81’ &3, ’82k—1) ~ SA(S%—I’ 15 €3, > ~
€3y €4y v v oy Eop Eoks Eay Egse o -

NSA(8270—1’£1>+ SA(8;:83:-'-)NSA(81’62k71)_+_ SA(GQ’E:;,“-)N

Ears E2 Eap5 E2 €,y &4+

NSA(81’82"—1’83""’8%"3)NSA(82"’1’83""’8%"3’81).

82,6’ 82, 64,.--,82k_2 82’ 84,n-|’£2k_2, £2k
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3.7. SA4 (81""’825—3’82t—1,82t+la°--,8273—1) -

€35+ € 9, Epy Egppa5 - -+ 5 Eap

/
€1y e0ey € Eo;_ & € e ooy E97.
NSA( 1 s “2¢—-3s “2¢ 1)+ SA( 2ty “2¢41> )y C2k 1)

/
82”"’£2t~'—2’ 82t 82t’ 82t+2""’82k

7
Eop R Y &y, & v e vy Epp
NSA(2‘1’83’ :2t3’1)+SA< 2¢s €2441) ’2kl)N

14
€35 €454 0.5 849, En¢ Eats Eg¢pay -+ oy Egp

~ SA (82t—1’ €35 .45 358584115, 621:-1) .
82, 84,.. .,82t_2, Gzt, 825—{-2""’82]6

Théoréme: Si, dans un polyédre SA, on permute deux angles ¢,, et ¢, ou
deux angles ¢,, , et &, ,, on obtient un polyedre équivalent au premier.
Et par conséquent, en répétant les permutations:

Kisg o0y K4
3.8. SA (2% ) o942 Ty,
(ﬁh---;ﬁr) <ﬁj1"-"ﬂfr>

Certains des angles «, peuvent étre égaux entre eux. On pourra donc écrire

Kyyeoeyl ™ L., ol r .
SA(I n>NSA( (31 ‘:>,Emi_—_—2n1’m“ni>0’

les «, et les B, étant tous différents.
0
Remarquons que, si m; =n; =0, SA (78%) ~ 0.
i

my

m,
ail,.-.,a-r

K
n

i Big
toutes les conditions de DEHEN pour I’équivalence & un cube, pour tous les
angles «, et §,. Ces conditions se raménent &

3.9. Considérons dés lors un polyédre SA ( ) remplissant

m;tgo;, =mn;tgf, = 0. Donc m; =n; = 0.

Done tout S4 (H) qui remplit les conditions de DEHN est équi-
12+ Mr

valent & un cube.
Considérons un polyedre

P~ZXZR A(x;,,0,; B), B entier, o; = {y1,..., 7.}
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Si P vérifie les conditions de DErN pour y,,..., y,, alors

P~ X84(p).

14 T

Si, de plus, {B,} = {—2— Vg T Vn} , on a, en remarquant que

n o _
)+A( zzy'f E—o"i,,)—

__A(.;f._ﬁ,., ) A B £ B) + A (5yy, 5y B,

w]'sl

Ao, o B) ~ A (oc £

P~ ZR A (5, %15 B) — A(BF, €3 B} ~ ZSAR,) ~ 0.

3.10. Soit maintenant un polyédre P~ Xv,A4,(p;,,p;,;v;) tel que les
angles @, et les angles —725 — vy, soient égaux a des angles v, ..., y, linéairement

indépendants. Supposons encore que P vérifie les conditions de DEEN pour
I'équivalence & un cube. Ces conditions s’exprimeront par

N
Zydicotgy, =0, j=1,...,t,
i=1
n ; . ; . n ;
on 6;=1si ¢, =7yp; ou g, =yp,;; 6;=—1 si wi=-§—y§;a;=o
dans les autres cas.
N
Le systéme X »,6} = 0, j=1,...,t a au moins une solution.
t=1
Les coefficients 6} étant rationnels, il existe N, solutions particuliéres
rationnelles {+*,..., »%}, h=1,...,N,, ou nous pouvons supposer les »"
entiers. La solution générale aura donc la forme
No
’V,-"——‘-‘ Z#hv:‘, i: 1,...,Na
h=1
Par conséquent No
P~ Z £ 4, (@i @5 9}
1 i=1

Si 'on remarque que les »? sont entiers et que le polyédre
P, ~ ZV?Ai (P1,5 Py v;)
vérifie aussi les conditions de DEHN pour ’équivalence & un cube, on voit que
o s mil, oo e
P, ~ XS4 (-’-”———> ~ X84 (%———)
Vigr » - Vig'® -+

et par conséquent P, ~ 0, donc aussi P~ Xy, P, ~ 0.
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Nous pouvons énoncer le théoréeme S A4 :

Si un polyédre P ~ Zv; A,(p;,, @i, ) est tel que les angles ¢, et —725 —wy,
sont égaux a des angles y,,...,y, et 8 ces diédres y, vérifient les conditions de
DErx~ pour Iéquivalence & un cube, alors le polyédre P est effectivement équivalent
a un cube.

3.11. Supposons que y, = —725 — ;. Comme on le voit en appliquant la
transformation habituelle 4 (x, g, y)~ 4 (oc, 0; % —_ &) + ..., I’équivalence

subsiste si les conditions de DEHN sont vérifiées séparément pour y, et pour

4
'2““"'}’1-

3.12. Reprenons les polyedres D, ~ {A(«, ,x; ;&) — A(x,,, 9; &)} que
nous avions considérés au paragraphe 2.6.
Nous avons établi que

T
sin «; = sin @ IT (sin B,)%it.
t=1

Introduisons la notation suivante:
Aoy, 95 8) + 4 (g—“"cud3; Cz) + ... —{—A(%—Cs_l,o&s; C,)q‘— e+
+ A4 (—2‘7{——— Crets ®ns ,,) ~ A(xy, 0950 .50,3 ).

Siog=... =0y, nousaurons A (k.o , &g 1,...,%,; ).
Nous aurons en particulier

TT
4 (‘P? Rilﬂl’ Rigﬁz’ oo ’RiTﬂT;E"—O‘i) .

En appliquant le théoreme S A4, on voit que

/1

A(“z’;"xig; Fi) - A(“i,: @ 8,-) + A4 (‘P: Rillﬁl’ MR Rz‘lTﬂT; —2“ — O‘il) +
A 7 R . 0
+A4\p, ‘Rz‘zlﬁl: euy RigTﬂT’_z_—“ig —Alg, R¢,151: ceey i,TﬂT’—g_"ai; ~
toutes les conditions de DErEN étant remplies puisque par construction

Ril; 8 + Ria; s = ‘Rin s°
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3.13. Supposons de plus que, comme en 2.5,

P~2ZXuB (_322_ Xaj 5 ’3“"“25-1? ‘P) + E”i{A(O‘il, Kigs &) ““A(O‘i,, ®; &)}

vérifie les conditions de DEHN pour tous les diédres o.

Remarquons que
) 7 . /1
B (-2— 05 — X515 ‘P) ~ sin®x,; 4 (‘P, Vis bl "‘0‘25> +
. 7 7
+ sin?og; A (@, = — 9 5 — %) -
2 2
Par conséquent
‘7 n . 7
B (E—aﬁ;g — Kgj15 (P) ~ 8in*uy; {A (‘Pa Ry 185 ... asz,TﬂTS‘z“ ““25) —
—A(Ry; 1 Brs - - - s Boy, 1 Brs ‘y,-)} +
) 7
+ sin?o,; , {A (‘P» Ry 53,1815 -5 Bojy, 7 Brs 9 0‘25—1) —

——A(‘RZJ—I 161:--' 25—1, TﬁT’%—'y")}‘

On a dés lors
PNZ/";“B(;’“O‘M;%_‘O‘M-I;(P) + Zvi{A (s, 00,5 8) — Aoy, @5 €:)}
~2o;A ( P, z1ﬂls --,Ri,mﬁh%“‘“z’)+2KjA(sz,1ﬁn---,sz,Tﬂz';?f)"‘
sk T
-+ ZK A (321—1 1815 .. 2;—1 rBr; & 2 7’5) .

Comme les conditions de DEHN sont vérifiées pour «;:p;, = 0.

Pour y,: K, tgy; — K cotg y; = 0, donc K; = H, cos?y,, K} = H, siny,.
Pour g;:
ZK,Ry;;+ XK Ry y ;= ZH,(Ry; ,c08?y, + Ry, ;sin?y,)=0,0=1,...,T.
J

Comme @, = costy, + siny, — 1 = IT (sin*f,)%eis 4 [T (sin?g,)Rei~1e —1 = 0,
8 8

sin?f; 0d[sin?g,] ~

2 in2 ——
R,;, ; cos?y; + Ry; 4, ;sin’y, =
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Nous pouvons donc condenser les résultats précédents dans I’énoncé suivant:
Un polyédre dont tous les diédres sont droits est équivalent & un polyédre

P~ ZH, {003275*‘1(325,1 Brs- o5 Boy pBrs vi) +

) 7
+ sin?y; 4 (Rw—l,l Brs---s Rz:i—l,TﬂT ; Ol Vj)}

qur remplit les conditions survantes:

T T
@, = II (sin?B,)*2i.e + II (sin?B)f2i-10 —1 =0, j=1,...,N (1)

8=1 8=1

%0, s=1,...,T. (2)

Si N > T, les conditions (2) sont toujours remplies, car il existe alors des
valeurs H ; par contre, les conditions (1) ne sont pas triviales, car elles deman-
dent que N hypersurfaces de ’espace & 7' dimensions passent par un méme
point. Lorsque N < T, ce sont les conditions (1) qui admettent toujours une
solution, alors qu’il n’existe pas nécessairement des valeurs H qui vérifient (2).
On pourrait se demander quand le systéme des relations 1 et 2 admet une
solution et quels sont alors les nombres entiers B qui entrent en ligne de
compte. Montrons qu’un systéme au moins existe, & savoir

D, = (sin®B,)° + (sin®p;) —1=0
et
P, == (sin2ﬂ1)3-+ (sin?B;)*— 1 = 0.

Les polyédres P ne sont donc pas obligatoirement équivalents & un cube puis-
que certains systémes (1) 4 (2) admettent des solutions non identiquement
nulles.

Chapitre 4. Théoréme SB

Etablissons maintenant le théoréme SB qui montre que les conditions de
DEBN sont nécessaires et suffisantes dans le cas d'un polyédre uniquement
constitué de polyédres B. Nous trouverons aussi pour les polyédres B des
propriétés assez semblables & celles des polyédres 4.
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4.1. Montrons tout d’abord que
7 7
B(x;e;8) —B(B;959) + B(y;—-2~—e; 6) —B<6;—~——-<P;<x) ~0.
En effet, en faisant tourner B («; ¢; f) autour de 'aréte « et B(8; ¢;y)

autour de I’aréte ¢, on peut obtenir un polyédre semblable & B(«'; f'; ') et
on déduit que

Blaieif) — Bl piy) ~coste[4 (6, 5~ i) — a4 (o', F — o1 )
+ cos?f ;A(cx,g——‘y’; wz) ~A(oc’,-g~———ﬂ; wz):
-+ cos?y LA (ﬂ’,—;ﬁ-——y; a)3) — A4 ((p, i;——oc’; w3):
+ cos?f -A (ﬂ’,g———ﬂ; w4) — 4 (‘P’ '721““"}"; 604)1

De méme
7 7T
B(;v,—z—-—s, 6)——3(6,—2———<p,(x>~
~ cos?y A(g———e,%—ﬂ*; wf)—A(“*,%—WWT)]
_
2 id z z
+ cos? d A(2 2

+ sin2¢p | A

(
-+ cos? o A(ﬂ*,%—-é;wf) —A((x,%— v*; wf)] .

Remarquons que

cos?e cos? cos?
cos’f = 5 —— } cos?o’ = y' ; cogty’ = 08 ﬂ.
cos?¢e + sin cos?¢ -+ sin? cos?¢ 4 sin?
' ' '
cos? gin? cos?é
cos?f* = 5 4 -— 3 cos?a* = L ; cos?p* = o8 : .
cos sin2x cos? sin?x cos? sin2x
14 Y

Or cos?e - sin?p = 1 — cos?a — cos?f + sin?p = sin?x + cos?y, donc

o = B*; ﬁ'==-72£—oc*.

Calculons les conditions de DEEN pour les différents angles:
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l(x) = cos®e¢ + cos®f — sin®’¢p — cos?d = sin®a — sin?p — cos?d = 0

l(p) = — cos?y — cos®f + sin?p = 0
l(i;— ——-s) = — cos®¢ + cos?y + cos?d = 0
l(s') = — cos?e — cos?f + sin®p + cos?d = 0

I(f') = cos?y + cos?f — sinp = 0
l(g — ﬁ’) = cos?¢ — cos?y — cos?d = 0.
Toutes les conditions de DEHN sont vérifiées, séparément pour g’ et —725 — pB';
d’apreés le théoréme S A4:
B(x;e;8) — BB ¢;v) + B()’;%—S; 6) —-—B(é,%—-w;oc) ~0.
Cette propriété peut s’écrire également
B (0‘1§ g5 ':g” "'"'ﬂl) + B(B1; 055 004) ~
~B(nioniy — o) + Blfioniod ~

NB(al;a4;% ——ﬂa) + B(B3; o655 003).

4.2. Considérons le polyédre
P ~ B(oy; 715 000) — B(og; Y5 063) + Blog; v55 08) — Blowg; ya; ).
Comme

cos? &, -+ cos? y, = cos?x, | cos?y, et cos’x, 4 cos?y, = cos?x, 4 cos’y;,

on a
K = cos?x, — cos?x, = cos?y, — cos?y, = cos?y, — cos?y,.

Distinguons deux cas a) K = cos?2 b) K = — cos’w.
a) Il existe alors les polyédres

T

B(Q;% — 0y oc,;), B(Q; 715 g- -—7'4), B(Q; 2y ""7’3) :
b) 1l existe alors les polyédres

T JT T
B(w;i—%;o‘z), B(w;g—-yl;m), B(m:;-—mw)-
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a) P+B(.Q;%-——y3;y2)——B(Q;%——‘}’4;1’1>~
~ B(x; y1;09) — Blog; ya505) + Blog; ys; ) + B(g —~y3;y2;£2) —
-—B(oc4;oc1;n)-—B(—g——m;yl;Q)rw
NB(“1§71§0‘2)—B(0‘2§'}’2;0‘3)+B(%§V2§“2)+B(%—oc2;(x4;9)—-

— B(0y; 915 %) ——B(—g -—ocz;oc4;.(2> ~ 0.

b) P+B(w;—g———yl;y4)—-B(w;—72£—y2;y3)~
7 7
~ B(x; ; ") + B(_z‘_'}’l;%;w) — By o35 V2) "—‘B(_z‘_’h;)’a;w) +
+ Blog; o5 73) — Bog; 005 7) ~
7T 7
~ B(xy; Y43 %) + B(‘z— 0y 5 Kg w) — B(og; y35 x4) —‘B(E 0y Ko w)—}—
ot B(“a?%?)’a) —B(O‘4§0‘1;7’4) ~0.

a) Si cos? y, — cos® y;, > 0, donc cos? y; — cos? y, > 0,
B(oy; y15 00) — Bloka; v23 0) + Blog; ¥a5 o) — Blog; va5 00) ~
~B(y1;12”-——y4;!2)-—13(?2;%—7/3;!2).
b) Si cos®y, — cos?y, < 0, donc cos?y, — cos?y, < 0,
Boy; 715 00) — B0 va3 05) + Blog; 35 008) — Bloys yas 0q) ~
~B<y3;%—y2;w)—3(n;g—-——yl;w)-
Par conséquent
B(oq; y1; 00) — Bloas v25 0) + Blog; 735 040) — Blowgs ya3000) ~
~ B(By; y1; B2) — B(Ba; v23 Bs) + B(Bs; vs3 Ba) — B(Bas a5 f1) -



64 J.-P. SYDLER

On montre sans peine que 1'on a aussi

B(oy; y1509) — B(og; yas o) + -0 — B(oar; Yoy 00) ~
~ B(Bi; 715 Ba) — BBy v23 Ba) + - .. — B(Baxs Yaxs Pu)-

4.3. Pour simplifier, appelons chainon un polyédre B(«x;f; 7). Deux
chainons peuvent s’additionner ou se soustraire:

Bwifin) + B3 —yidis) ou Blxifiy) —B(yi 0 e).
Une suite de chainons de mémes signes constitue un segment:
B(ﬂo; B —g—— 81) + B(el;ﬁzz g-—— 82) + .o+ Bepss Bas Bord) ~
~ B(Bo; Br; -+ - Bns Busr)-
Une suite de segments de signes différents constitue une chaine. Une chaine

peut étre ouverte ou fermée si f, # B,,, ousi f, = f,,4.

4.4. On peut permuter tous les diédres f,,..., B, dun segment sans
changer ’équivalence.

B(Bo; By « - 5 Bns Busa) ~ B(Bo; Biys Biys -+ -5 Biy 5 Bura) -

En effet, d’aprés 4.1, B(f,; f1; Pe; Bs) ~ B(Bo; Pe; f1; Ps). Comme la per-
mutation (B;,...,p; ) peut étre obtenue par un nombre fini de permutations

simples, la propriété est vraie.

4.5. On a soit

B(x; py;v) — B(y; Bs; 0) ~B(g-—7;ﬂ1; Q) ——B(Q; ﬂz;%——a)
soit
JT A
B(x; py;y) — B(y; By; 9) ~B(oc;—2——ﬁz; w) ——B(w;g—ﬁl;y)
puisque 'on a soit

cos?x — cos?f, = cos?y — cos?f}; = cos? 2
soit
cos?x — cos?fl, = cos?y — cos?f; = — cos’w.
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4.6. Etant donnée une chaine quelconque, on peut déplacer un chainon de
diédre f et 'amener en un point quelconque de la chaine sans changer 'équi-
valence, le diédre f conservant sa valeur ou prenant la valeur complémentaire

7
z2 P
En effet, d’aprés 4.4., on peut d’abord amener le chainon de diédre 8 a

I'extrémité (gauche par exemple) du segment qui le contient. Soit alors B(x;f;y)
ce chainon dans cette position et — B(e; d; «) le dernier chainon du segment

précédent.
Si n .
— B(e; 0;4) + B(x; B59) ~ ——B(s;-ﬁ,:—ﬂ; w)+ B(w;g—-é; y)
cela signifie que le diédre g est remplacé par un diédre —725 — B du segment

précédent. Le diédre § a avancé d’un segment vers la gauche.
Si
— B(e; 8;0) + B(x; B;7) NB(%—e;ﬁ;!?) —-B(Q; 6;325—?)
cela signifie qu’un chainon de segment de gauche a passé & la droite du chainon
de diédre 8. En répétant la construction, on pourra soit faire passer un chainon
aprés ’autre & la droite du chainon considéré, soit, si le premier cas se présente,
faire avancer le chainon de tout un segment vers la gauche, ce qui établit la
propriété.

4.7. Si une chaine fermée a ses diédres égaux & des diedres y,,...,v,,
S —Vise.es 3 —7a et si chacun des diddres y, vérifie les conditions de

DEnN, cette chaine est équivalente & un cube.

En effet, considérons un chainon positif B(e; y;; &). Pour que y, vérifie
les conditions de DEHN, il faut qu’il existe soit un chainon négatif — B (e;; ¥;; &),
soit un chainon positif 4+ B (es;lzz— —15 56) . D’apres 4.6., amenons le chainon
B(ey; y1; &) & la droite de ces chainons. On ne peut avoir que les cas logiques
suivants:

a) ... — Ble; v1; &) + Blea; 715 &) + ..
b) ---—B(83;71;84)—-—B(—725-64;-721——y1;s;)- -

JT T
C) ...+B(85;‘§'—'71; 83>——B(86;*2“““‘71; 85)-..

d ...+ B(es;-’zi-——yl; 85) - B(%—-ee;m; eé')

5 CMH vol. 40
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Les cas b) et d) sont exclus, car on devrait avoir simultanément
/ . 3
cos?eg; 4 cos?y, + cos?ey =1 et cos?e, + sin?y, - sin?g =1

’ /
avec des valeurs réelles pour ¢, et ¢,. Par conséquent, seuls les cas a) et ¢) sont
possibles et, dans ces cas, les deux chainons s’éliminent. En répétant la cons-
truction, on trouve bien le résultat voulu.

4.8. Considérons un polyédre

P~ ZviBi((xil; “i’; ai,)

tel que
TT JT

ai:—.[yl,...,yn;'é‘—“)’l,-"’—z——yn

chacun des y, vérifiant les conditions de DEHN. Soit 6} une fonction égale &

1, — 1 ou 0 selon que B, contient le diédre y,, le diedre z — y,, oune contient
ni 'un, ni Pautre. Les conditions de DEaAN deviennent

Zvdjcosy;-siny; =0, j=1,...,n.
1]

Ce systéme admet 7' solutions particuliéres entiéres »; = R, ; et la solution
générale est -
v, = 2 R, ;.
Dés lors t=1
Kigs 0‘1’,)} ~ZuP,.

£y

T
P~2p{2R, B,(x
t=1

P est équivalent & une combinaison linéaire de 7' polyédres & coefficients
entiers qui vérifient tous les conditions de DEHN, puisque

YR,,;6:=0,(G=1,...,h, t=1,...,T).

t,ivj
Chacun des polyédres
Py~ ZRt,iB(‘xil; Kig) 0‘1‘,)

est donc équivalent & une somme de chaines fermées.
4.9. Soient k chaines fermées et supposons que la somme de ces k chaines

vérifie toutes les conditions de DEuN. Nous prétendons que cette somme est
équivalente & un cube.
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En effet, soit ¢, un diédre de la premiére chaine. Pour que ¢, vérifie les

" . 7 . -_

conditions de DEHN, il faut que ¢, ou 5 ~ ¢1 apparaisse encore une fois. Si
n A 2N A, 2 rd

@100 5 — ¢y n’apparait que dans la premiére chaine, nous considérerons un

deuxiéme diédre g, de cette méme chaine. Si tous les diedres de cette chaine
n’apparaissent pas dans les autres, cette chaine vérifiera les conditions de
DEHN pour tous ses diédres et sera équivalente & un cube, & cause de 4.7.

Nous pouvons donc admettre que ¢, apparait dans les deux premieéres
chaines.

a) La premiére chaine a un chainon B(o; ¢;; &,) et la deuxiéme un chainon
— B(f1; @15 Ba).

aa) Si cos?x, — cos?f; = cos?f, — cos’x, = cos? 2, il existe les polyédres
B(%—%;Q; ﬁl) et B (cxz; Q; -;i—ﬂz) et 'on a

B(oy; @15 0g) — B(B1; @15 Be) ~B(oc2; Q; %_ﬂz) — B(g——oq; Q; ﬂl) :

En remplacgant les deux chainons B (x; ¢,; &) et — B(f,; ¢;; B.) par les
chainons — B (—g— — o0y Q; ﬂl) et B (ocz; Q; —g— — ﬂg) , on transforme les

deux chaines fermées initiales en une seule chaine fermée,

... [chaine 1] 4+ B(x; ¢;; &) + [chaine 1] ...

et
... [chaine 2] — B (f;; ¢1; f2) + [chaine 2] ...
devenant -
... [chaine 1] — B (~2— — o0y; £2; ,81) + [chaine 2] +
-+ B(%’—'ﬂz; Q;ocz> + [chaine 1] ...
ab) Si cos?x, — cos?f, = cos?f, — cos?ay, = — cos’w, il existe les poly-

édres B(le; w;-g—zt——ﬂl) et B(,Bz; w; izz-——cxg) tels que

B("ﬁ;%;o‘z) — B(f1; @1; B2) NB(O‘1§ (U;‘g“—‘ﬁl)""B(ﬂz; w?%"“o‘z) .

Un raisonnement semblable permet de souder également les deux premiéres
chaines.
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b) La premiére chaine a un chainon B(x; ¢;; %) et la deuxidme un

chainon B (yl ; -;f- — @13 yz) . Comme alors

7 7
B(o; 09 91) + B(—2—- P15 Y15 Yz) ~ B(oa; 71 v1) + B(—z— — Y1 Vs 0‘:)
on pourra également souder les chaines.
Par conséquent, si la somme de k chaines fermées vérifie les conditions de

DE=HN, elle est équivalente & k&’ chaines fermées qui vérifient chacune les condi-

tions de DEHN, et qui sont donc équivalentes & un cube. On a donc le théoréme
SB:
Si un polyédre P~ Xv,B(x;; &;; «;,) esttel que

T T
g = yl,...,‘yn,'—z—"—')’l,...,i‘-—yn}

chacun des y; vérifiant les conditions de DErN, alors ce polyédre P est équivalent
a un cube.

Chapitre 5. Relations entre les polyédres 4 et B. Théoréme S4B
5.1. Notation:
B(og; 095 1) + B(—;—’———wl; 003 w,) + ...

7 14
.+ B (’2""" Wy_15 Kipas wi) -+~ B(“2"“ Wy5 Xigas wt+1) 4+ s

7
R B(E-—-—wn_:,; Cp1} oc,,)NB((xl; Gig} euv) Obp_g} Gp)e
En particulier, si
O = oo =0y B(ogs0q; oo 300 Kpqas eees ®p) ~ Bk ooy oy o0 0)-
5.2.

B(x; B; ) + cosiad (-;‘——-cx, 0; a') + cos?pd (—’5———& o; ﬁ’) —sintyA(y, 0;y")~

1 l. I.n "
sin? @ B((x’ﬂ’ 2 y).
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Remarquons tout d’abord que
cos®o’ + cos?f’ — cos?y” = sin®@ (cos®x + cos?f — sin?y) = 0

donc B (oc’; g; il -—y”) existe.

D’autre part, toutes les conditions de DEHN sont vérifiées. Or:
B(x;f;y) ~cos’aA(y,y;x) + cos’fA (%——— v, ¥; ﬂ)
B(a';ﬂ'; %— ——y”) ~ costa'A (C,g— — 9" cx) + cos?f'4 (—— —, —E — 9" ﬂ)
On a
siny.siny = cosax; sin{ cosy” = cos o’; cosy” =siny sin O,
cos o’ = cos o« 8in @, sin { siny sin @ = cos & - sin O,

donc
sin { = sin .

Par conséquent
cos®a A (y, y; &) + cos?f A (—721 — Y, 7 ﬂ) -+ costxA (g— —oc,@;oc’) +
+ cos?BA (172E — B, 0; ,8') —cos?yA(y,0;9") —costx A (zp, % —y"; oc') —

— cos®fA (—~ — 1/;, "B )

L’équivalence a lieu en vertu du lemme S A, puisque toutes les conditions de

DEBN sont vérifiées, séparément pour y et pour % I

5.3.

B(x; B;y) + costad (g—-—-oc, @;0") + cos*f4 (‘g‘“ﬁ’ 9;‘3’) +

1
+ cos?y A (—g—-——y, Q;y') ~ 2o B(«';p';9'; 0)
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En effet, d’apreés 5.2
B(x; f;v) + cos?xd (——-oc, ) + cos?fA (—————ﬁ 6; 6 ) —sin?y4(y, @;9")+

+ sin?y A (y, ;") + cos®y A (g— — @;7") ~

JT

1 ! / . n 1 n 1 ’.
NW@—B(a;ﬂ’E_—y)+ e B3O ~ g Bl A7 0).

b.4. Plus généralement, on a

k
T / 1 P, A
Bog;og; ... 00) +‘f;coszoc,.A (—2——-—“,-,@;“,.) ~ SO B(oy;000; .. .500:0).

En effet,
B(ocl;...,oc,c)-}—ZcoszocA( (xi,@;ocg)N

i=1

~ B(oq; x93 ) + cos’or 4 (—2——-%0; oc{) + cos?o, 4 (32’-—“2,@;“;) —
—sin?w, 4 (0, 0; o)) + B (%—wﬁ%; wz) + sin?w, 4 (@, 0; ;) +
+ cos?a, A (%-—-oca, OF (x;) —sin?w, 4 (w,,0; 03) + ... +

+ B(-;E — Wg_3; Kp_1> O‘k) + sintw;,_y A(wy_3, 0; wg_s) +

+ cos?x,_,, 4 (32'-'— -"0‘;:-1,@;0‘12-1) — sina, A (o, O; o) + sin?o, 4 (o, O; 0p) +

7 1 14 4
+ cos%ckA(;——ock, @;ai)~m{3(oc{; océ;g——w{’)—l— B(w1 083 w;')+

T 1

4+ ...+ B(“’Z—s; o&,:_l;§~oc’,ﬁ) +B(aZ;a£;@)}~mB(oc{;oc;; 003 0).

5.5, On établit de méme que

k-1
B(oy; ...;04) + X cos?x, A (g— — &y, @;zxé) —sin? o, A (%, O &F) ~

i1=1

~ 1 B “/_0‘/, .y ,_7!5____“0‘”
gin® @ 19%2) ¢ 00 k—1»2 k-
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5.6. Sil'on a un ensemble de polyédres 2'C, B(«,; «;,; ,,), il lui correspond

1 A — 2 2 2 —_
un certain polynéme p = 20, Scos *;, + cos?w;, + cos?x;, — 1) = 0. In-
versement, nous allons attribuer & un polynéme

p=2N,cos?a; — 2 M;cos?f, =0, (N,, M, entiers positifs)
un certain polyedre P(p). Soit 7' un entier arbitrairement grand:

cos? x; cos?f
9 K _ i 2k i 2 . 9 %
cosory = —5—, ©08 ﬂ,-——————T , cos?w = 2N, cos?x; .

Définition :
P(p) ~ ZNB (T8 —a) — ZM,B(TF5 T — )+
+ TB (N,. oty — a,.) — T):B(M, BY; 12‘-—6,) +

+ TB(al;ﬁz; ..-;6n1;%—w)—TB(81;62; .-.;Sn,;%——w).

N . A
Remarquons que cos?d; = N, cos?a} = 7—‘— cos?wx; existe, de méme que cos’;,
a cause du choix de 7T'.
Dans la suite, nous considérerons en particulier des polynémes
p = EKRle ...RT lel xfﬁ. ° ng = 0
avec
O<z, <1, (R,,...,Rp) #(0,...,0); (Ry,...,Ryp) #(0,...,0,1,0,...,0).

Nous désignerons alors par sin?t, = z, et par cos’yp . Ry = 11 (sin® )R

et nous pourrons également définir le polyédre P(p[=z,, ..., €y]) en fonction
des angles y et 7.

5.7. Rappelons que nous avons introduit la notation suivante:
7
Ao, otg, oy o3 y) ~ Alxg, 095 8) + 4 (5 — ez,oca;sa) + ...+
7
+ A (—2— — Ep_1s X 7) .

Nous allons convenir d’une deuxiéme correspondance:
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Au polynéme q=ZXLg g,%i"...z37{L entiers, (8,,...,8z) # (0,...,0),
(Sys...,8p) #(0,...,0,1,0,...,0)}, (¢ n’étant pas nécessairement nul)
correspond le polyédre

R(Q) NZle...ST. 0032}’31___ST'A(SI'TI, SB.TS’ e ’STTT;yS1...ST)‘

5.8. Propriétés générales des P et des R.
5.8.1. Si p=0, alors P(p) ~ 0 en vertu de SB.

5.8.2. P(p, + pa) ~P(py) + P(py)-

5.8.3. Si K, et K, sont entiers, P(K,p, + K,p,) ~ K,P(p,) + K,P(p,).

5.8.4. Si 9 _ 0, R(q) vérifie les conditions de DEBEN pour 7,, puis-

ox,;
qualors X 8;Lg,  g,c08yg . g,=0.
(Sl...ST)
5.8.5. Si p=20 et si a&: =0,1=1,..., P(p) + R(p) vérifie toutes
les conditions de DEHN (pour les angles y et pour les angles 7).
5.8.6. Si p =0 et si aa: =0,t=1,..., alors P(p) + R(p) ~ 0.

i

5.9. Considérons le polynéme p = 2N, cos’x, —2 M,cos?f; —N = 0.
11 lui correspond un polyédre

P(p)NZN,.B(TO;!*-ﬁ_-a,.)—ZM,B(Tﬂ*;% ) NB(TO%) —
_.TZ'B(N,oc’{; —;ﬁ—wi)—i— TEB(M,ﬁ’;; - )+ TB(N@T,g ,9) _
— TB(wy; wg; ...50)+ TB(y; 255 ...;9;0).

Appliéuons & chacun des termes les transformations 5.2 & 5.5.
Z'N,.B(Toc,, . oc,)—I—Z'TN‘coezocfA (325—“’:,12‘-—,;;8’:)-—

-——ZN,-Oosgoc,-A ("g““““g"‘g_ —7; 3‘) _EMIB(Tﬂ;;%—“ﬂf)‘_—
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-—ZTM,cos’ﬂ’;A(—g-——ﬂ’;,%—-—y;a:)-{— ZM,coszﬁ,A(%——ﬂ,,%——y;G,)——
—NB(T@})—NTcos’@}A( @T,2 y;xp’})——

—TZB (Ni ok; —;5 — w,-) —ZTN,cota* A (3‘2- — o, —"25 — e;.*) +

+ T3 costw, A (g—-wi,—g-——y; a:i) + TZB(M,E;;-;E—-Q,) +

+ ZTM, cos? ﬂ?A(‘g“‘”ﬂ?fg'—?’;”i) T X cos? 2 A( Q,,—g—— Vs é,)—{-
n
3 ysw"i)—-
n

— T cos2 %A (%—0,—§~y;5)——TB(wl;wg; )

+TB (N@Z,‘,; ) 4 TN cos? O} A ( — O, =

2

— TXcos?w, A (g— —w;, 32-‘-—;,;6,.) + T'sin%p A (g, —g — é) +

+ TB(; 255...;%;0) + TZ’cos*.Q,.A(%—-— .Qj,%—-y; 5,) +

T

+ T cos?d A ( ——2~-—y; 5) — T'sin*pA (Q, %*")’; 5)

w]::]

w]a

~P(p) -——ZN,.coszoc,-A( ‘,%——-y;si) + Z M, cos? B, A(% —-ﬁ,.,-’zi_y; a,)N

1
cos?y

~

[z'N B(Ta’,“, 7 —¢ )—Z’M,B(To’}‘;—g-—-g,.)...NB(Tw* B ,,>__

—TrB (N‘ - a;i) +TEB (M,.a,.; z_ é,) +

+ TB(Nw;;g——&)— TB(EBI;'@; ...;g—§)+ TB(§1; ...;5;—”25—-5».

Considérons d’autre part le polynéme
p* = cos?y « p = 2 N, cos?x, cos?y — X' M, cos? B, cos? y — N cos’y = 0.

Si 'on pose cos?x; cos?y = cos?s; et cos?f, - cos?y = costa,, on voit que la
parenthése du dernier terme ci-dessus est équivalente & P (p*).
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P(cos?y « p) ~ cos?y .« P(p) — 2 N, cos?¢; A (-g- — 0y, 325—— Y3 s,.) +

+ XM, cos?g; A (—g— — By, —725——)/; o,) .

5.10. Soit encore D (y;) = X'V, cos?y,. On vérifie que

P(@-p)~P(y,)- P(p) — 2 N,V,cos?e;; A (?2& — &5 “g“‘" Vis Eu) +
i,

+i2;M,-V,.cosza,-,A (—275—— Bi» Z2t— -—‘}’5;%5) .

5.11. Considérons en particulier le cas ou

p=2N;co8?yp. . pop=0 et ¢=2V;coszys,.l,...,sﬂ

T
(o cosy,, ... ap= II1 (sin®7,)?s). Omn a alors
8=

s Byp + 85

P (®p) ~ DP(p) -—iZ;N,- Vi cos? yp,, + 55
A (g——ylz“,...,gm %—Vs,-l,...,sﬂ; yRi1+Sj1,--~-RiT+SjT)
~® - P(p) —
—Z‘N,.V,coszyRiﬁsﬂ, o Bipt 3;p AR+ Sl oo [Bip + Sip Tri Vei 4 ;) +

1,7

+ ZN;V,co8yp. . . rip*

g ARy, -« o Biprps VR,-I..‘.,R,-T) +

2 2 .
+ 2N,V cos VR, * CO8 7’3,-1,...,551,44(35171’ ooy BipTp; )’s,-l,...,sﬂ)

~ @ P(p) — R(Pp) + ZV,co8? ys,+ R(p) + Z N, cos® yp, - R (D)
j
P(®Pp) ~ ®P(p) — R(Dp) + @ R(p).
Nous obtenons le théoréme central:

P(®-p) + RB(P-p) ~ P-{P(p) + R(p)}.

—
mmm————— w—

Autre notation:

[P + R] (9p) ~ @-{[P + R](p)}.
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De plus
P(Z®;p) + R(ZP;p,) ~ 2P, {P(p;) + B(py)}-
Cas particulier: 2@, p, = 0. D’aprés la remarque 5.8.1:

PXD;p) + R(XD;p;) ~ 0, donc XD {P(p,) + R(p)} ~ 0.

b.12. Si & = 0, alors P(®p) + R(Pp) ~ 0. Cas particulier: Comme
p = 0, alors P(p?) + R(p?) ~ 0.

5.13. Considérons le polynéme p(x) = X N,z’. Supposons que

8=2

() = dfl(zl) = 0.

11 existe alors deux polynémes entiers y(x) et v,(x), sans facteur commun,
de degré minimum, tel que:

p(x) - p(x) + pi(2)p () = 0.

Une des deux valeurs w(y;) ou v, (y,) est différente de 0, sinon il existerait
deux autres polynémes {(x) et (;(x) tels que

L(@)p(@) — C(@)pi(2) =0

et Uon aurait v p+ v 6o =lyip + &' =0, {p+ §p' =0. {et §
étant de degrés plus petits que y; et p, il y a contradiction.
Comme

PYep+ypp +yiop +vio0 =0, v(y)p () =0.

Si o () #0, alors p"(y;) = 0. Mais on montrerait de méme que
p"(y) =0, ..., p"(y;) = 0. Une des dérivées doit pourtant étre non nulle,
la ne entre autre. On a donc ,(y;) = O et par conséquent u(y,) # O.

En appliquant les résultats obtenus précédemment, on trouve:

[P + Rl(yp(2) + v, p'(x)) ~ 0 puisque ypp + p;p' =0
[P+ Rl(yp(x)) + [P + RBl(y, 7' (x)) ~0 en vertude 5.8.2
»(@)[P + RI(p(*)) + w(2)[P + RI(p' (%) ~ 0 en vertu de 5.11

v(®) [P + B](p(y,)) ~ O puisque w;(y;) =0
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[P + R](p(y1)) ~ O puisque w(y;) # O

P(p(y) + R(p(y)) ~ 0.

5.14. Nous allons démontrer le théoréme général par induction. Considérons
le polynéme p(z,,...,2,,) =2 N,l, TTRIPE: -t F z,*3!. Nous supposerons
que, si

p(yl"'-’ys—l)_ axo (yl""sys—l)zo’ Q=1""!3"‘"1s

alors

[P + Rl(pls1s -+ Yoa]) ~ 0.

Ce théoréeme, vrai pour 8 = 1 et supposé vrai pour (s — 1), peut étre dé-
montré pour s. Il sera donc vrai généralement.

a) Il existe deux polynémes v,, et u};, et un polynéme D, (x,,...,,)
tels que

wn(xl,...,x,)op(xl,...,x,)—i-y)’l"l(xl,.. z,) ap (15 .-y ) =Dy (25, . . ., 2,).

On peut supposer que y;, et ¢}, ne s’annulent pas simultanément pour (y;, . . ., ¥,)-
Supposons en effet que yy; (y) = v1; (¥) = 0. yy; et y], se laissent décomposer en

alors y,; =v,,. v,; étant irréductible, il divise aussi @ (x,, ..., #,). On peut
dés lors remplacer ar 2 ot ar 3. w” .
P Yu P Vit v P i

b) Comme

=

oy . 9p x &

az, 9 ¥ o =0

oyn ap
?;l'p_'_'pll‘ axl +

on a

'Prl(yls"-yyg) xg (ylano-,y.)=0-

= 0, et on montrede méme que

Si wﬁ(yn oY) #0,

o*p o
AW = =@ =0

¢) De maniére analogue, il existe des polynomes

*
'/’jk(xl: ooy ), V’jk(xu ceay Ty), ¢ik(w1’ coes Ty Tgas oo v Tx)
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tels que
Yir(Zrs - oo &) P(Zy, - -0, Z,) +
d
-+ tp’}‘b(xl, viry Byl ——a-a% (Try oo ey ) =Dy, « o s Tpgy Tigay o005 &)
Si tous les
d'p

*
'/’7'1:(?/1’ et ys) # 0, alors axflaxéi» veey ax:’ =9

Par conséquent, un des y}; au moins s’annule pour (y;, ..., ¥,). Supposons

que ce soit ¥ (41, ...,Y,) = 0. On a alors vy, (%, ...,y,) #O.
Comme

ap oy « Op oy, 0p _ 9Py
Vuge ¥ g, Pt ¥Yagu0s, T s, om — os,
on a
0P .
axtl (y2""’ya)=0a7‘:1’-'-’8et ¢11(y2""9ys):0°

Toutes les hypothéses tout vérifiées pour le polynéme @, & (s — 1) variables,
done, par hypothése d’itération, [R + P](Dy[ys, ---» ¥s)) ~ O.
D’autre part:

[P + R]('«pu p(x) + vh 36—% () — @u(x)) ~ 0 4 cause de 5.8.1
[P+ R] (pup(@) + [P+ Rl (phyl () ~0 b cause de 5.5.2
Pa(@) [P+ BJ@(@) + i@ P+ B] (22 (2)) ~ 0 & cause de 5.1

Yui - --»¥s) [P+ Rl(p[y]) ~ O puisque wj(y) =0
[P + R](ply]l) ~ 0 puisque yy(y) # 0.

Le théoréme général SA B vaut donc dans tous les cas:
Si

v ¥, (vl""’vs)?é(oi“"o)
— 8
P ) = T By, ) #(0,.., 0, 1,0, 0)
et si
) X
PWs s Yy) = 0,—3—%(3/1,---,?/3):0, j=1,...,8
alors

P(plyl) + R(ply]) ~O.
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Chapitre 6. Conditions nécessaires et suffisantes pour 1’équivalence

6.1. Appliquons le théoréme général 5.14 & un cas particulier important:
Supposons que l’on ait

cos?x; = (sin%t,)Ri1

. (sin?t )BT
et sin’q; = (sin?7y)Si1. .. (sin?7,)SiT, ¢ =1,..., N.
Posons sin’?z; = z; et introduisons les polynémes
fi(@y, ..., xp) = xb[afir, | ahiT L oS, ST —1], i=1,..., N.

Supposons qu’il existe un point (y,, ..., yp) et des valeurs », ..., »y tels que

f‘i(yl”"’yT)_—O et Z‘V, f% (yl""’yT):O’jzl""’T'

t=1

Comme on a aussi 2'v;f,(y, ..., yr) = 0, on a alors
PZv,f)+ R(Z»,f,) ~ 0, c’est-a-dire
2 [P+ Rl(v;f,) ~ Zv[P + R](f;) ~ ZvAP(f;) + B(f,)} ~ 0.
Posons encore
sin*7; « cos®x; = cos?o,, sin*t; - sin?«; = cos?p,; et sin*t, = cos®7y,.
D’aprés nos définitions et nos théorémes:

P(f,) ~ P(cos?o; -+ cos®p, — cos?ty) ~

~sin41:1[B (To%, 5 )—l—B(T(x, ;0,)—B (T@*)———TB(““DL‘ ’; @;!‘)}—~
— cos?q; 4 (—g—-—-oc,-, _72_5___ Tn; o,-) — cos?p, A (cxi, —g———- Ti1} gi) .
Or
{B (Toc’:; —725 - ) + B(T&¥*; ) — B(TOF) —TB ((x 00T % __.@*>}

en vertu du théoréme SB.
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D’autre part

R(f;) ~cos?o; A(ty, 11, B3 7y, Rigty, ..., Riptp;0;) +
+ cos?o, A(7y, Ty, S;171, SiaTas -+ s SipTps 0) —

—cos? 1 A (7, Ty Tyy) ~

~ cos’c;

A(ty, 15t0) + ARy, ..., Bip1ps ) + A(’g“"fm%—‘ *; 5 O'i)}+

== coszg,.{A (t, T3 T) + 4 (Sufp ooy SupTo; ‘721 —“i) + 4 (‘7'27;“ — T11s %43 Qi)} -
— (cos?s; + cos?p;) A (71, 735 Tn) ~

NCOSzo'i {A(Rﬂ‘rl, o s ey 'RiTTT; “i) "‘l" A(‘g"—Tll, %“"‘" (xi; 0‘,)} +

+ Ooszg, {A (Sﬂ‘(l, s e e ’StTTT; -725 - “i) '+‘ A (% — Tll’ “i; Qi)} .
Par conséquent

P(f,) + R(f;) ~ cos’a; A(R;y 7y, ..., Bip7p; &) +

"l— COSzgiA (Sil Tl, o0y SiT TT; %“‘0“)

et finalement
Zv, [P+ R](f;) ~Zv,cos?0, A(Ry7y, ..., Biptp; &) +

7

+21’i00829iA(Si1‘tl,..., SiTTT;%_— )N()‘

Comme

cos?o; = sin7, - cos?x; et cos?p, = sint7, . sin®«;
on a

292’ COSzlxiA(Ril 1'1, v e oy ‘RiTTT; (x‘i) + Sinz(x.iA (Silrl’ P ,SiTTT;%_“'L)]NOa

6.2. Si nous comparons enfin les résultats des paragraphes 3.13 et 6.1,
nous obtenons le théoréme final:

Tout polyédre & diédres droits est équivalent & un cube.
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Exprimons encore ce résultat en détail:

Soit un polyédre P(«,, ..., x,); désignons par «; et par I(x,) I'angle et la
longueur de I’aréte d’un de ses diédres. On peut exprimer «, rationnellement en
fonction de = et de » angles indépendants y,, ..., 9,:

n
(x,-=‘)‘,-on+27‘,-jyj, ?l——:-].,..-,s.
j=1

Pour que le polyédre P soit équivalent & un cube, il faut et il suffit que

En particulier, pour que deux polyédres P, et P, soient équivalents, c’est-a-dire
pour que P, se laisse décomposer en polyédres partiels avec lesquels on peut
construire Py, il faut et il suffit que P, et P, aient méme volume et que P, — P,
vérifie les conditions précédentes.

Plus briévement, nous dirons:

DanslUespace euclidien a trois dimensions, les conditions de DEnn sont nécessaires
et suffisantes pour I’équivalence des polyédres.
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