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Commentarii Mathematici Helvetici

Pincement de polynômes

Peter HaÄ³ssinsky

Abstract Let f0 : C C be a semi-hyperbolic polynomial in the sense of Carleson{Jones{
Yoccoz with an attracting point The goal of this paper is to show that one can de¯ne a semi-
hyperbolic deformation ft t¸0 such that the attracting cycle becomes parabolic for the limit
polynomial f1 and that f0 and f1 are semi-conjugate This deformation is de¯ned by pinching
curves in appropriate quotient spaces

Mathematics Subject Classi¯cation 2000 Primaire 37F30 ; Secondaire 30C62

Mots cl¶es Ensemble de Julia d¶eformation quasiconforme point parabolique polynôme semi-
hyperbolique

Soient f : C C un polynôme de degr¶e d ¸ 2 et Jf son ensemble de Julia
lieu des points pour lesquels la suite des it¶er¶es fn

n¸1 n'est normale dans au-
cun voisinage Supposons que f est semi-hyperbolique [4] i e f n'a aucun point
parabolique et tout point critique de l'ensemble de Julia est non r¶ecurrent On
suppose aussi que f admet un cycle attractif ® On se propose de d¶e¯nir une

d¶eformation par pincement de ce polynôme a¯n de rendre ® parabolique voir
aussi [12 13 14 18 5 19] Cette d¶eformation admet une limite f1 polynomiale
qui est semi-conjugu¶ee µa f Ce type de d¶eformation a tout d'abord ¶et¶e introduit par
P Makienko pour montrer par l'absurde que des composantes stables de fractions

rationnelles hyperboliques de degr¶e ¯x¶e n'¶etaient pas relativement compactes

A chaque point attractif r¶epulsif ou parabolique on associe une surface de Rie-
mann : soient f une fraction rationnelle de degr¶e d ¸ 2 et ® un point k-p¶eriodique ;
on note ½ fk 0 ® son multiplicateur

Si 0 < j½j < 1 alors ® est attractif : pour tout voisinage assez petit U de ®

fk U ½½ U et T® U n f®g fk est un tore

Si j½j > 1 alors ® est r¶epulsif : pour tout voisinage assez petit U de ®

U ½½ fk U et T® U n f®g f¡k est un tore

Si ½ e2i¼ p q alors ® est parabolique ; il existe un multiple de q secteurs

U disjoints issus de ® tel que tout point de U soit attir¶e par ® et U fk est un
cylindre isomorphe µa C Z De même avec f¡k

La d¶eformation par pincement consiste µa d¶eformer un tore attractif et un tore
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r¶epulsif pour qu'ils deviennent des cylindres C Z Pour faire cela on pince une

courbe ferm¶ee simple non homotopiquement triviale sur les tores En choisissant
convenablement une normalisation on montre que ces points sont attir¶es l'un vers

l'autre et on ¯nit par obtenir un point parabolique

Le r¶esultat principal de cet article peut s'¶enoncer comme suit Th¶eorµeme 4 1
donne un ¶enonc¶e plus pr¶ecis :

Th¶eorµeme Soit f un polynôme semi-hyperbolique ayant un point ¯xe attractif
® 2 C On suppose qu'il existe des arcs °1; ¢ ¢ ¢ ; °q contenus dans le bassin imm¶ediat
du point ® tels que f °i °i+1 mod q ; ces arcs sont disjoints des orbites critiques ;
ils relient ® µa un cycle q-r¶epulsif et l'action de f sur ces arcs a pour nombre de

rotation p q

Alors il existe une application continue ' : C C de degr¶e 1 qui semi-conjugue

f µa un polynôme g de même degr¶e tels que :
a les ¯bres de ' sont les r¶eunions connexes des pr¶eimages de [°i et sinon

des points ;
b l'image de [°i est un point parabolique de g

Dans la suite il sera commode de consid¶erer un polynôme avec un ensemble
de Julia connexe

Le plan des prochaines sections est le suivant :
{ on d¶e¯nit la d¶eformation par pincement localement et on montre que notre

sch¶ema fonctionne sur un modµele ;
{ on d¶e¯nit la d¶eformation par pincement dans un cadre g¶en¶eral en s'inspirant

de celle de P Makienko et en utilisant la construction d'¶etoiles dans un bassin
attractif due µa C Petersen [17] ;

{ on montre que pour les polynômes semi-hyperboliques les limites possibles

du pincement sont bien contrôl¶ees par le polynôme de d¶epart ; on utilise µa cet
e®et d'une part que les bords des composantes connexes born¶ees de l'ensemble
de Fatou sont des quasicercles et d'autre part un modµele dû µa C T McMullen
qui estime le module de quadrilatµeres ind¶ependamment de certaines d¶eformations

quasiconformes On traite d'abord le cas des polynômes µa allure monomiale Nous

avons choisi cette progression a¯n de traiter les di±cult¶es techniques une µa une

Notes { Cet article est une extension du Chap 7 de ma thµese de doctorat [9]
{ [6] et [15] contiennent les d¶emonstrations des r¶esultats classiques de dyna-

mique holomorphe utilis¶es ici
{ D'autre part nous aurons recours µa la notion de modules d'anneaux et de

longueur extr¶emale ainsi que de la th¶eorie des applications quasiconformes telles

qu'elles sont expos¶ees e g dans [1 2 20]

Remerciements Ce travail n'a pu être e®ectu¶e que grâce aux nombreuses dis-
cussions que j'ai eu le plaisir d'avoir avec J H Hubbard et K Pilgrim dans un
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premier temps et A Douady et M Flexor ensuite C Petersen et M Shishikura
qui ¶etaient les rapporteurs de ma thµese m'ont fait des commentaires avis¶es qui ont
grandement clari¯¶e l'exposition : je leur en suis trµes reconnaissant Je tiens aussi µa

remercier Tan Lei pour avoir relu trµes soigneusement des parties du manuscrit et
m'avoir signal¶e des erreurs En¯n je remercie le rapporteur pour ses suggestions

et ses remarques

1 Pincement d'une paire attractif/r¶epulsif

Dans ce paragraphe on montre comment µa partir de deux points ¯xes attractif
et r¶epulsif respectivement on peut d¶e¯nir une d¶eformation µa l'aide de formes de

Beltrami qui µa la limite donne un germe parabolique

On d¶e¯nit un modµele de la maniµere suivante
Notons les bandes

8>><
>>:

B fz 2 C; jIm zj < ¼g;

B0 fz 2 C; jIm zj < ¼ 2g;

B+ fz 2 C; ¼ 2 < Im z < ¼g;

B¡ fz 2 C; ¡¼ < Im z < ¡¼ 2g :

On d¶e¯nit alors l'hom¶eomorphisme

© : B C
x + iy 2 B0 7 x + iy
x + iy 2 B+ 7 x + i ¼ 2 + tg y ¡ ¼ 2

x + iy 2 B¡ 7 x + i ¡¼ 2 + tg y + ¼ 2 :

Cette application est localement quasiconforme et

½ ¹© x + iy ¡tg2 y ¨ ¼ 2 2 + tg2 y ¨ ¼ 2

K© x + iy 1 + tg2 y ¨ ¼ 2

sur B§
Soit ¾ > 0 ; on note ¿ : z

7

z + ¾

On considµere alors exp : B C et on conjugue ¿ par exp a¯n d'obtenir
f w e¾w modµele du pincement Notons ° exp R + i¼ R¡
D¶e¯nition du pincement On d¶e¯nit d'abord sur B la famille de formes de

Beltrami tronqu¶ees ºt t¸0 suivante voir Fig 1 :
{ si jImzj < 2arctg t on pose ºt z ¹© z ;

{ si ¼ > jImzj ¸ 2arctg t on pose ºt z ¹© 2iarctg t

De fa»con ¶equivalente on d¶e¯nit un champ d'ellipses constant sur les horizon-
tales tel que le grand axe de chaque ellipse soit horizontal le petit vertical et leur
rapport soit K© z sur fjImzj · 2arctg tg et sinon constant µa K© 2iarctg t

Cette famille est invariante par translations r¶eelles et d¶e¯nit un chemin dans

l'espace de TeichmÄuller r¶eduit de l'anneau A B ¿ : soit ©t : A At ©t A
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une famille continue de solutions de l'¶equation de Beltrami Le module de At tend
vers l'in¯ni avec t et At tend vers C ¾Z car une solution de ºt est

©t : B C
z

7

© z si jImzj < 2arctg t ;
z

7

Rez + © 2iarctg t
+ i:K© 2iarctg t : jImzj¡ 2arctg t si ¼ > jImzj ¸ 2arctg t ;

et ces solutions commutent avec ¿

Figure 1 Modµele du pincement

On d¶e¯nit ¹t t¸0 en transportant par exp la famille ºt t¸0 Soit Át la solution
de l'¶equation de Beltrami de ¹t qui ¯xe le triplet 1; 1; e¾ th¶eorµeme d'int¶egration
des formes de Beltrami [1] Le conjugu¶e ft de f par Át est aussi une homographie
La famille ft; Át t¸0 repr¶esente un pincement du germe f
Convergence du pincement Le but de cette ¯n de paragraphe est de montrer
la proposition suivante :

Proposition 1 1 Les familles ft t¸0 et Át t¸0 admettent des limites f1 et Á1pour la convergence uniforme dans la m¶etrique sph¶erique qui v¶eri¯ent les pro-
pri¶et¶es suivantes :

a f1 z z + e¾ ¡ 1 est une translation
b Á1 est localement quasiconforme de C n ° sur C et Á1 ° f1g
c f1 ± Á1 Á1 ± f
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On utilise le lemme suivant

Lemme 1 2 Notons Q [¡1; 1] £ [¡¼ 4; ¼ 4] et consid¶erons A B n Q On a

lim
t 1

modºtA 1 :

D¶emonstration du Lemme 1 2 En normalisant les ©t par des homoth¶eties ht
centr¶ees µa l'origine pour que ht ± ©t : B B il est clair que le diamµetre de

Qt ht ± ©t Q tend vers z¶ero avec t donc mod ©t A 1 ¤

D¶emonstration de la Prop 1 1 Comme Át t est une famille localement uniform¶e-
ment quasiconforme et normalis¶ee sur Cn° on peut extraire une suite tn 1 telle
que Átn n converge uniform¶ement sur tout compact de C n ° vers une application
injective localement quasiconforme Á1 : C n ° C car 1 2 ° et Át 1 1compacit¶e des applications quasiconformes normalis¶ees µa distorsion uniform¶ement
born¶ee voir [1]

D'aprµes le Lemme 1 2 on en d¶eduit que Á1 est surjective sur C car ©t ±
exp ±Á¡1

t : Át C n exp Q [ ° ©t A est conforme En fait la convergence est
uniforme sur C car Át ° tend vers 1 d'aprµes le Lemme 1 2 et le fait que Á1 est
non constante Donc b est satisfait

On pose f1 Á1 ± f ± Á¡1

1 : C C qui est bien d¶e¯nie conforme et sans

point ¯xe ; donc f1 est une translation et la normalisation implique que f1 z
z + e¾ ¡ 1 Par suite a et c en d¶ecoulent

On a donc montr¶e que de toute suite tn 1 on peut extraire une sous-suite

tnk telle que :
{ ftnk

a pour limite f1 ;
{ Átnk

a une limite Á1 ;
{ et Á1 ± f f1 ± Á1Supposons que l'on ait deux limites f1; Á1 et f1; Á̂ Alors l'application

Á̂ ± Á¡1

1
: C C est bien d¶e¯nie : c'est un automorphisme du plan qui ¯xe deux

points : du coup on a unicit¶e de la limite ¤

2 D¶e¯nition g¶en¶erale du pincement
Soit f : C C une fraction rationnelle de degr¶e d ¸ 2 On suppose qu'il existe

un point p¶eriodique ® attractif non critique On se propose dans ce paragraphe

de d¶e¯nir une d¶eformation par pincement f li¶ee au point ® Grosso modo le pin-
cement consiste µa produire une collision entre points p¶eriodiques a¯n d'obtenir
un point parabolique voir Fig 2 Aprµes avoir donn¶e la d¶e¯nition de la conver-
gence d'un pincement on montrera un r¶esultat partiel de convergence Prop 2 2
Commen»cons par un modµele
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Figure 2 Un pincement oµu f : U 0 U est conforme et ® et ¯ sont des points ¯xes
attractif et r¶epulsif respectivement

Modµele °oral p q Consid¶erons notre translation ¿ : B B On conjugue ¿ par

z
7

w
ez

ez + 1

a¯n d'obtenir une application de Moebius w
7 F w qui ¯xe 0 et 1 Pour tout

q ¸ 1 entier et tout p q 2 Q Z p ^ q 1 on peut relever de maniµere unique

F au voisinage de D par l'application ³ 7 w ³q en Fp q de maniµere µa ce que

Fp q 1 e2i¼ p q L'origine a pour multiplicateur e¾ q
¢ e2i¼ p q et 1 devient un

cycle q-p¶eriodique de nombre de rotation p q et de multiplicateur e¡q¾ Quitte µa
renverser les rôles de §1 ½ B l'origine est attractive ou r¶epulsive

On peut alors d¶e¯nir la d¶eformation par pincement de Fp q en transportant la
famille ºt du premier paragraphe L'analogue de la Proposition 1 1 est vraie en
normalisant les solutions pour qu'elles ¯xent l'origine et qu'elles soient tangentes

µa l'identit¶e µa l'in¯ni

¶Etoiles d'un bassin attractif Soit  un domaine attractif d'une fraction ra-

tionnelle f Nous donnons ici une description plutôt sommaire de la construction
de ces ¶etoiles Pour des justi¯cations nous invitons le lecteur µa se reporter µa [17]

x3
Soit · :  C l'application lin¶earisante de Koenigs qui semi-conjugue f µa

z
7 ¸z Les points critiques de · sont les points pr¶ecritiques de f Si L est

une d¶etermination de log ¸ l'application exp est un revêtement de C¤ et notre

application lin¶eaire se relµeve en la translation de vecteur L Les points critiques

de · di®¶erents de l'origine se relµevent en un demi-r¶eseau

¤ f¡nL + 2im¼ + j ; n; m 2 N £ Zg

oµu les j en nombre ¯ni sont des logarithmes des points critiques de f qui ont
une orbite in¯nie dans 

Consid¶erons les droites passant par ¤ et parallµeles µa q:L¡ 2ip¼ Par exp elles

sont transform¶ees en kq < 1 spirales ou droites disjointes joignant 0 µa l'in¯ni et
formant k cycles par la multiplication par ¸ Ces courbes contiennent donc l'image
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de tous les points pr¶ecritiques de f qui ne tombent pas sur le point attractif ainsi
que leurs orbites Notons

Ûj le compl¶ementaire de ces courbes dans C¤ et ~Uj des

repr¶esentants dans le plan par exp Ceux-ci sont des bandes invariantes par la
translation de vecteur qL¡2ip¼ On considµere en¯n ~°j les droites \centrales" de ~Uj
Posons °̂j exp ~°j Ces kq courbes se regroupent en k cycles Par construction
ces cycles ont pour nombre de rotation p q i e l'action de z

7 ¸ ¢z sur ces courbes

est une rotation d'angle 2i¼ p q

Nous pouvons en¯n d¶e¯nir l'¶etoile associ¶ee µa f;L On note Ufj l'unique com-
posante connexe de ·¡1

Ûj qui contient le point attractif dans sa fermeture et
°fj les courbes leur correspondant

D¶e¯nitions La L; p q ¶etoile EL;p q;f associ¶ee µa f est l'int¶erieur de

[0·j<kq

Uf
j :

L'ouvert Ufj est la j-µeme bande et la courbe °fj sa vertµebre On notera en¯n la
r¶eunion des fermetures des vertµebres °

Par construction cette ¶etoile est un voisinage du point ® et f : E E est
univalente ; les vertµebres sont disjointes des orbites critiques

Par extension on appellera aussi ¶etoile tout cycle de Ufj extrait
On d¶e¯nit le bout d'une vertµebre par U j n  En ce qui nous concerne on a le

lemme suivant :

Lemme 2 1 C Petersen Si f q est d¶e¯nie et holomorphe au voisinage d'un
point \xj" de chaque bout de l'¶etoile alors ces xj sont ces bouts et forment des

cycles La p¶eriode de ces points est ou bien 1 ou bien q

En particulier si f est une fraction rationnelle alors il s'agit de cycles q-
p¶eriodiques de nombre de rotation p q

Remarque Si  est simplement connexe notons ' :  D sa repr¶esentation
conforme qui envoie le point attractif ® de multiplicateur ¸ sur l'origine et B le
produit de Blaschke conjugu¶e µa f Si ¯ 2 S1 est un point q-p¶eriodique de B on dit
qu'il a pour nombre de rotation de Poincar¶e p q si la restriction de B µa ce cycle
peut être prolong¶ee en un hom¶eomorphisme du cercle de nombre de rotation p q
ceci n'est pas toujours le cas : voir [3] Pour chaque nombre de rotation rationnel

il existe au moins un cycle r¶epulsif ayant ce nombre de rotation voir entre autres

[3 8] En degr¶e deux il n'existe qu'un seul cycle sur le cercle unit¶e de nombre

de rotation de Poincar¶e donn¶e ; en revanche dµes le degr¶e trois L Goldberg [8]
montre qu'il y en a toujours plus Il n'est de plus pas clair que l'on puisse d¶e¯nir
une ¶etoile par cycle accessible

D¶e¯nition d'un pincement de f Sans perte de g¶en¶eralit¶e supposons que ®
est un point ¯xe attractif
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µA p q ¯x¶e on considµere une ¶etoile E EL;p q;f D'aprµes le Lemme 2 1 µa chaque

cycle est associ¶e un point ¯ au bout q-r¶epulsif ou parabolique au bord du bassin
imm¶ediat de ® Il est de nombre de rotation p q

Par la suite on suppose que ¯ est r¶epulsif
Au niveau des tores quotients de ces deux cycles la projection ° dans le tore

T¯ associ¶e µa fq de ° est ferm¶ee simple situ¶ee dans la trace de la composante de

® et disjointe des grandes orbites critiques Sur le tore T® associ¶e µa f ° devient
une courbe simple de nombre de rotation p q correspondant µa l'ordre cyclique de

l'orbite de ¯ Par suite T® n ° est un anneau
On considµere un revêtement universel ¼ : B T® n ° tel que l'¶equateur de

l'anneau se relµeve en R et on pose ¹t ¼
¤ºt Cette famille est ensuite relev¶ee

dans le plan dynamique puis prolong¶ee par z¶ero sur le reste a¯n qu'elle soit f-
invariante sur toute la sphµere

Soient 't les solutions de l'¶equation de Beltrami ayant une normalisation ¯x¶ee

et ft les conjugu¶ees de f par 't : ce sont des fractions rationnelles La famille
ft;'t t¸0 ainsi d¶e¯nie repr¶esente un pincement de f

Remarque Si ¯ est parabolique on construit un pincement en rempla»cant le
tore r¶epulsif par des cylindres C Z associ¶es aux p¶etales r¶epulsifs qui intersectent
l'¶etoile

D¶e¯nitions i On appelle support du pincement S [n¸0f¡n °
ii On dit qu'un pincement ft;'t est convergent si :
a ft;'t convergent uniform¶ement sur C vers f1;'1 ;
b chaque composante connexe du support du pincement est une ¯bre de '1dont l'image est un point pr¶eparabolique et les autres ¯bres sont des points

En particulier si le pincement est convergent alors '1 ± f f1 ± '1 Jf1'1 Jf et '1 ° est un point parabolique de bassin l'image de celui du point ®

Pincement dans un bassin Soit f une fraction rationnelle ayant un point ¯xe

attractif ® de bassin imm¶ediat  ; on considµere le pincement ft;'t t¸0 associ¶e µa
une ¶etoile EL;p q Par construction la restriction f :  n S  n S est propre

On considµere ̂ une composante connexe de  n S qui contient ® dans son bord
L'application de premier retour f q : ̂ ̂ est propre de degr¶e d ¸ 2 En e®et
si on note V l'int¶erieur de [0·j<qf j ̂ alors f : V V serait une isom¶etrie
pour la m¶etrique de Poincar¶e mais f ® ® et jf 0 ® j < 1 ; donc on a un point
critique de f qui ne peut être sur S par construction Soit donc c un point critique

de f q
j ^ On note T la trace dans ̂ du bord d'un disque lin¶earisable du point ® ;

par suite ff qn T gn¸0 d¶etermine le bout premier associ¶e µa ® dans ^ voir [2]

Sans hypothµese de convergence du pincement on a :
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Proposition 2 2 Pincement dans un bassin Avec les notations pr¶ec¶edentes si
on normalise 't par 't c; f q c ; ® c; fq c ; ® alors pour toute suite tn 1et quitte µa en extraire une sous-suite

i 'tn : ̂ C convergent uniform¶ement sur les compacts vers un hom¶eomor-
phisme localement quasiconforme '1 : ̂ 1 '1 ^ ;

ii les applications f q
tn convergent uniform¶ement sur les compacts de 1 vers

une application g : 1 1 propre de degr¶e d ;
iii l'application g est la restriction d'une fraction rationnelle et 1 est

une composante de Fatou parabolique de g dont le point est d¶etermin¶e par
f'1 f qn T gn

La paire limite 1; g est unique µa application conforme prµes

Remarque La normalisation seule ne permet pas a priori de montrer la conver-
gence de tout le chemin ni de montrer que le point parabolique est ® Mais si
® 2 @1 alors la Proposition 2 2 montre que le point parabolique est bien ®

D¶emonstration Soit tn une suite qui tend vers l'in¯ni Comme les 'tn : ̂ C
sont localement uniform¶ement quasiconformes et normalis¶es on peut extraire par
un proc¶ed¶e diagonale une sous-suite tnk telle que 'tnk

converge uniform¶ement
sur les compacts de ̂ vers un hom¶eomorphisme '1 : ^ 1 Par suite f q

tnk
converge vers une application g : 1 1Soit · : ^ C l'application lin¶earisante de ® Il existe une constante a 2 C¤

et une d¶etermination du logarithme telles que a log · ̂ B et il existe ¾ > 0 tel
que a log · f q z a log · z + ¾ L'application h ©1 ± a log · ±'¡1

1 : 1 C
est holomorphe et surjective par d¶e¯nition et h ± g z h z + ¾ Ceci montre

l'existence de coordonn¶ees de Fatou dans 1 donc 1 est parabolique et @1 ½
Jg Si ce n'¶etait pas le cas h ne serait pas surjective sur tout C car g est propre

sur 1Les limites des 't sont localement quasiconformes et satisfont la même ¶equation
de Beltrami d'oµu l'unicit¶e ¤

3 Cas µa allure monomiale

On considµere maintenant un polynôme f : z
7

zd + c ¸ ; 0 < j¸j < 1 oµu c ¸
est une constante telle que f admette un point ¯xe de multiplicateur ¸

L'ensemble de Julia de f est un quasicercle et il existe une application quasi-
conforme qui conjugue f µa z

7

zd au voisinage de leurs ensembles de Julia i e

Jf est transform¶e en S1

Soit E EL;p q une ¶etoile qui joint ® µa un cycle ¯ q-r¶epulsif et de nombre

de rotation p q On considµere le pincement ft;'t associ¶e µa cette ¶etoile que l'on
normalise par les conditions suivantes : 't 0 0 et 't z z +O 1 au voisinage

de l'in¯ni voir Fig 3



10 P HaÄ³ssinsky CMH

Figure 3 Support du pincement avec p q 1 3

Le r¶esultat principal de ce paragraphe est :

Th¶eorµeme 3 1 Le pincement ft;'t est convergent
Comme dans la Proposition 2 2 pour tout z 2 C qui n'est pas dans la fermeture

du support le pincement a une dilatation localement born¶ee donc par compacit¶e
on montre que le pincement est ¶equicontinu en z

Pour montrer que les 't sont ¶equicontinues au voisinage de Jf nous utiliserons

le critµere suivant :

Lemme 3 2 Critµere d'¶equicontinuit¶e Soit Un n¸0 un systµeme fondamental de

voisinages-disques de l'origine dans le disque unit¶e tel que An D n Un soit un
anneau ; soit F une famille d'applications continues et injectives f : D C telle
que [f2Ff D soit born¶ee S'il existe une suite ´n qui tend vers l'in¯ni telle que

8 f 2 F ; 8 n ¸ 0; mod f An ¸ ´n;

alors F est ¶equicontinue en z¶ero

Figure 4 Pincement vers le lapin gras

L'¶equicontinuit¶e d¶ecoule des deux propositions suivantes
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Proposition 3 3 Pour tout z 2 Jf n S il existe deux domaines de Jordan
Uz ½½ Vz contenant z et disjoints de l'ensemble postcritique de f et du cycle
de ¯ et il existe mz > 0 tels que pour tout t ¸ 0 mod't Vz n Uz ¸ mz

Proposition 3 4 Dans tout voisinage de ° il existe deux domaines de Jordan
U° ½½ V° qui contiennent ° et il existe m° > 0 tels que

8t ¸ 0; mod't V° n U° ¸ m° ;
limt 1 mod't V° n ° 1 :

Montrons tout de suite comment d¶eduire :

Corollaire 3 5 La famille d'hom¶eomorphismes 't est ¶equicontinue

D¶emonstration du Cor 3 5 On considµere le recouvrement de S obtenu en consi-
d¶erant pour chaque point z 2 Jf n S l'ouvert Uz de la Proposition 3 3 et si z 2 S
alors on considµere la pr¶eimage de U° qui contient z On extrait alors un sous-
recouvrement ¯ni Ui ; on note aussi Vi Ai Vi n Ui les ouverts associ¶es et m > 0
le minimum atteint par le module de ces anneaux dans les propositions ci-dessus

L'¶equicontinuit¶e aux points de S est une cons¶equence imm¶ediate de la Propo-
sition 3 4 et du Lemme 3 2

Pour tout z
62 S on construit une suite d'anneaux embô³t¶es comme suit : pour

tout n ¸ 1 on considµere l'indice in tel que fn z 2 Uin et l'image r¶eciproque

A0
n z f¡n Ain qui entoure z Comme f est hyperbolique on peut extraire

une sous-suite Ak telle que les anneaux soient disjoints deux µa deux On d¶e¯nit
alors l'anneau Bk z bord¶e par la composante int¶erieure de A0

k avec la composante
ext¶erieur de A0

1 Par l'in¶egalit¶e de GrÄotzsch on en d¶eduit que pour tout t ¸ 0 on a
mod't Bk ¸ k ¢ m Donc on obtient l'¶equicontinuit¶e en z en vertu du Lemme 3 2

¤

Montrons maintenant comment d¶eduire le Th¶eorµeme 3 1

D¶emonstration du Th¶eorµeme 3 1 D'aprµes le Corollaire 3 5 la famille est ¶equicon-
tinue en tout point relativement µa la m¶etrique sph¶erique et un voisinage de Jf reste
born¶e par la d¶eformation par le th¶eorµeme de Koebe appliqu¶e µa 't : CnKf C qui
est une famille d'applications univalentes normalis¶ees donc d'aprµes le th¶eorµeme

d'Ascoli on peut extraire une suite convergente 'tn vers une application '1continue

On a vu que si deux points ¶etaient dans la même composante de S alors le
module d'un anneau les entourant tendait vers l'in¯ni avec t i e µa la limite ces

deux points ont même image car leurs images restent µa distance born¶ee par la
d¶eformation Maintenant si deux points ne sont pas dans une même composante
de S alors on peut trouver un anneau les s¶eparant de module uniform¶ement minor¶e
par rapport au pincement Il reste µa v¶eri¯er que la limite n'est pas constante pour
avoir l'injectivit¶e Pour cela il su±t de remarquer que la composante born¶ee du
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compl¶ementaire de cet anneau ayant une partie dans le bassin de l'in¯ni a une

aire strictement minor¶ee

Au voisinage de l'in¯ni '1 est univalente donc les polynômes ftn convergent
uniform¶ement vers un polynôme f1 de même degr¶e

Supposons que l'on ait deux limites f1;'1 et f̂ ; ^' Alors pour des raisons

topologiques l'application ^' ±'¡1

1
est bien d¶e¯nie : c'est un hom¶eomorphisme qui

conjugue f1 µa ^f conforme sur l'ensemble de Fatou Par le th¶eorµeme principal de

[10] cette application est en fait une application globalement conforme parce que

ces polynômes sont critiquement non r¶ecurrents tangente µa l'identit¶e µa l'in¯ni et
qui ¯xe l'origine : il s'agit de l'identit¶e On a donc unicit¶e de la limite ¤

Le reste de ce paragraphe est vou¶e µa la d¶emonstration des Propositions 3 3 et
3 4 Les anneaux seront d¶e¯nis sur le modµele z

7

zd et les estimations seront
obtenues par la m¶ethode de longueur extr¶emale

Longueur extr¶emale : d¶e¯nition et notations D'aprµes L Ahlfors et A Beur-
ling [2] on d¶e¯nit la longueur extr¶emale d'une famille de courbes recti¯ables ¡ du
plan comme suit : consid¶erons  un ouvert connexe contenant toutes les courbes de

¡ ainsi que toutes les m¶etriques conformes ½ z jdzj vivant sur  oµu ½ :  R+
est une application mesurable telle que

0 < Aire ; ½ Z


½2 z dxdy < 1:

Posons

pour ° 2 ¡; L °; ½ Z
°

½jdzj;

et
L ¡; ½ inf°2¡ L °; ½ :

La longueur extr¶emale de ¡ dans  est :

¤ ¡ sup L2 ¡; ½

Aire ; ½
;

oµu le \sup" est pris sur toutes les m¶etriques conformes pour lesquelles l'aire de 
est ¯nie et strictement positive

Nous noterons aussi ¤ ¡; ½
L2 ¡; ½

Aire ; ½
Si ¹ est une forme de Beltrami alors

¤¹ ¡ d¶esignera la longueur extr¶emale de ¡ par rapport aux m¶etriques conformes

µa jdz + ¹dzj

Estimation sur un modµele Notre d¶emarche sera de se ramener au modµele qui
suit propos¶e par C T McMullen pour montrer la connexit¶e locale de l'ensemble
de Mandelbrot en certains points du bord cf [11]
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Soit R [0; 1] £ [0; 3 2] On d¶e¯nit une famille de sous-carr¶es Qi;j i2N
1·j·2i

par r¶ecurrence :

{ Q0 [0; 1] £ [1 2; 3 2] ;
{ si µa i ¸ 0 ¯x¶e tous les Qi;j ; 1 · j · 2i sont construits on d¶e¯nit le rang

sup¶erieur Qi+1;j comme suit : on considµere un carr¶e Qi;j0 dont on d¶ecoupe le côt¶e
horizontal le plus bas en trois On recolle alors deux carr¶es Qi+1;2j0¡1 et Qi+1;2j0
de côt¶e 1 3 celui de Qi;j aux deux segments contenant un sommet de ce dernier
Les Qi;j ainsi d¶e¯nis s'accumulent sur l'axe r¶eel en l'ensemble triadique de Cantor
voir Fig 5 Notons Ti;j la composante connexe du compl¶ementaire dont un côt¶e

horizontal est contenu dans un côt¶e horizontal de Qi;j

Figure 5 Modµele de McMullen

Proposition 3 6 C T McMullen Soit ¡ la famille de courbes joignant les

côt¶es verticaux de R Pour toute forme de Beltrami dont le support est disjoint de

[ i2N
1·j·2i

Qi;j
3 2 ¤ ¡ ¸ ¤¹ ¡ ¸ ¤ ¡ 3:

D¶emonstration Comme R est un rectangle ¤ ¡ 2 3
Soit ¹ une forme de Beltrami support¶ee dans le compl¶ementaire des Qi;j
Comme Q0 est un carr¶e qui joint les deux côt¶es verticaux et disjoint du support

de ¹ et d'aprµes l'in¶egalit¶e de Groetzsch il vient ¤¹ ¡ · ¤ Q0 1
Notons fxngn¸1 l'ensemble d¶enombrable des points de [0; 1] qui sont au bord

d'un Ti;j On note ¡n l'ensemble des courbes de ¡ qui passent par xn si n ¸ 1 et
¡0 les courbes qui ¶evitent fxng Par la rµegle en parallµele 1 ¤¹ ¡ ·P

1 ¤¹ ¡n
D'aprµes le paragraphe x7 9 de [20] on a 1 ¤¹ ¡n 0 pour n ¸ 1 Donc pour
obtenir une minoration ind¶ependante de ¹ il su±t de trouver une m¶etrique ad-
missible ½jdzj telle que supp¹ ½ f½ 0g et ¤ ¡0; ½ > 0

² Sur le bord de R on pose ½ +1
² Sur le compl¶ementaire des Qi;j on pose ½ 0

² Sur Qi;j on pose ½jdzj 3 2 ijdzj



14 P HaÄ³ssinsky CMH

¶Evaluons ¤ ¡; ½ : ½ est bien admissible car Aire R; ½

Pn¸0
1 2n 2

Soit ° : [0; `] R une courbe recti¯able de ¡0 param¶etr¶ee par longueur d'arc

qui traverse R de gauche µa droite Quitte µa r¶eduire sa ½-longueur on peut supposer
que ° est injective et ne passe au plus qu'une seule fois dans chaque trou Ti;j ; par
cons¶equent ° traverse les trous dans l'ordre induit par l'axe r¶eel On peut aussi
supposer que chaque composante connexe de Qi;j \ ° ou de Ti;j \ ° est form¶ee

d'un segment Si Re ° t n'est pas croissante on peut aussi transformer ° a¯n que

ce soit vrai En¯n chaque ° qui traverse un Qi;j verticalement peut être remplac¶e
par un segment horizontal qui joint ° au trou µa droite le plus proche On se ramµene

donc µa une courbe a±ne par morceaux telle que Re ° t est strictement croissante
et Qi;j \ ° est un segment horizontal

Soit " > 0 ¯x¶e ; comme ½ 1 sur [0; 1] il existe n ¸ 1 tel que

` ° \ [i·nQi;j ¸ ` ¡ " Lµa oµu ° est tronqu¶ee on la remplace par un segment
horizontal reliant les extr¶emit¶es Du fait que ° 2 ¡0 chaque trou travers¶e force de

la longueur car la courbe ne peut ressortir par un point de [0; 1]
On constate que la plus petite ½-longueur d'une courbe qui traverse un Qi;j

est 2 3
¢

1 2i Les courbes qui s'en approchent sont de deux types : celles qui
longent @Qi;j par le bas en passant par Ti;j et celles qui longent @Qi;j dans le
Qi¡1;j0 correspondant Comme ° reste ¶eloign¶ee de [0; 1] on peut remonter la courbe

grâce µa la remarque ci-dessus a¯n d'obtenir que L ° \ [i·nQi;j ; ½ ¸ 2 3 ¡ "
On trouve alors L ¡0; ½ 2 3

Au total on obtient
¤¹ ¡ ¸ ¤ ¡0; ½ 2 9 ¤ ¡ 3: ¤

Partition du bassin associ¶ee µa une ¶etoile Nous allons d¶e¯nir une partition
en \rectangles" au voisinage du bord du bassin qui nous servira µa appliquer la
Proposition 3 6 cf Fig 6

On note  l'int¶erieur de Kf et ^ l'int¶erieur de la composante connexe de fz 2; 8 t ¸ 0; ¹t z 0g qui contient l'origine En¯n on considµere la composante
connexe

R̂0 de  n ̂ qui contient ® dans son bord R̂00
celles qui sont bord¶ees

par f¡q @
R̂0 et R̂n la r¶eunion des composantes connexes de  n ̂ telles que

fnq :
R̂n R̂00

est un revêtement de degr¶e dn cf Proposition 2 2

Redressement de la partition On identi¯e C¤; 0 µa C Z;¡i1 et on d¶e¯nit
une conjugaison quasiconforme Â : Cnf®g; C Z; H Z entre fq et z

7

dq
¢z

comme suit Sur C n Kf on d¶e¯nit Â par ¡i log de la coordonn¶ee de BÄottcher
Le bord de

R̂n se transporte sur R Z en une r¶eunion ¯nie d'intervalles In
Si q 1 alors In est une r¶eunion de points et on prolonge Â de maniµere µa ce

que chaque R̂n soit envoy¶ee dans une r¶eunion de secteurs verticaux tronqu¶es µa la
hauteur h dqn oµu h > 0 ¯x¶e On s'arrange pour que ces secteurs soient contenus

dans des secteurs Sn d'ouverture plus importante et tels que deux secteurs de [Sn
soient deux µa deux disjoints

Si q > 1 on ¶erige des rectangles dans H Z de base In : on se ¯xe h > 0 et on
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Figure 6 \Rectangles"

associe Rn la r¶eunion des rectangles de hauteur h dnq On peut alors d¶e¯nir Â en
transformant @

R̂0[R̂00
sur @R0 de maniµere

C
1 par morceaux On relie les images

r¶eciproques des sommets de R0 dans ̂ par des courbes lisses faig1·i·d a¯n de

former une châ³ne cyclique On ¶etend Â µa ces courbes de maniµere µa ce qu'elles

s'envoient sur l'horizontale de hauteur h Ensuite on prolonge Â µa f¡q [ai \ ^pour que Â ± fq dq
¢ Â Puis on considµere une extension quasiconforme aux

quadrilatµeres bord¶es par ces courbes dans ^ On prolonge alors Â µa ̂ par un
argument de pull back En¯n on considµere un prolongement quasiconforme µa

R̂0
que l'on transporte sur R̂n par images r¶eciproques voir Fig 7

L'application globale est bien quasiconforme car Jf est un quasicercle donc
e®a»cable

Figure 7 D¶e¯nition de l'application
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Estimation sur un anneau type Pour n assez grand on num¶erote les com-
posantes connexes fQjgj de [0·i·nRi dans l'ordre cyclique et on considµere deux
indices i < j Soit A ½ C Z un anneau sym¶etrique par rapport µa R Z dont les

bords sont parallµeles aux axes et tel que : les bords verticaux ext¶erieurs contiennent
le côt¶e droit de Qi et le côt¶e gauche de Qj+1 ; le bord int¶erieur contient le côt¶e
gauche de Qi+1 et le côt¶e droit de Qj ; les bords horizontaux dans H Z sont assez

hauts pour être contenus dans Â ^ voir Fig 8

Lemme 3 7 Il existe m > 0 tel que si ¹ est une forme de Beltrami nulle sur
A n [nRn alors

mod¹A ¸ m :

D¶emonstration Si q 1 on considµere la m¶etrique euclidienne tronqu¶ee par 0 sur

[t¸0fz; ¹t z
6

0g :

On v¶eri¯e sans mal que l'on obtient une borne sur le module de A ind¶ependante
de t voir aussi le Lemme 4 5

Si q > 1 A \ H Z se d¶ecoupe en trois rectangles dont un seul est horizontal
On d¶e¯nit une m¶etrique ½ comme suit : sur les rectangles verticaux on est dans

la situation de la Proposition 3 6 donc on considµere la m¶etrique qui borne la
longueur extr¶emale des courbes qui joignent les côt¶es verticaux ; sur le rectangle
horizontal on considµere la m¶etrique euclidienne On prolonge µa A par r¶e°exion
Soit ¡ la famille des courbes recti¯ables qui joignent les composantes connexes de

@A tout en ¶evitant les points de R Z qui sont au bord d'un Rn Les m¶etriques se

recollent bien au bord des rectangles par sym¶etrie et car elles sont proportionnelles

µa la m¶etrique euclidienne Donc on a

mod¹A ¸ ¤ ¡; ½ > 0 :

¤

Montrons maintenant la Proposition 3 3

D¶emonstration de la Proposition 3 3 Soient z 2 Jf et U un voisinage de z Quitte
µa r¶etr¶ecir U pour que fn : U; z fnU; fnz soit propre de degr¶e 1 on itµere f
jusqu'µa ce qu'il existe un cross-cut ° de  ° ½ ̂ \ fn U qui s¶epare fn z de

0 Dans la carte C Z on peut donc trouver un anneau du type du Lemme 3 7
On retransporte cet anneau par Â¡1 qui ne change le module que par un facteur
uniforme ; en¯n on le tire en arriµere jusqu'µa ce qu'il entoure z dans U ¤

D¶emonstration de la Proposition 3 4 On d¶e¯nit un anneau A au voisinage de °
comme suit : le bord int¶erieur est constitu¶e de ° Le bord ext¶erieur contient les

bords verticaux de
R̂0 [ R̂00

les plus proches

Le modµele °oral vient naturellement avec une ¶etoile qui est quasiconform¶ement
¶equivalente µa celle de f et qui conjugue les dynamiques Cette application peut
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Figure 8 Anneau autour de x

être prolong¶ee de maniµere µa conjuguer les dynamiques sur un voisinage des points

p¶eriodiques Il existe donc une application quasir¶eguliµere qui transforme notre

anneau ou un sous-anneau en l'anneau A du modµele { i e la bande B priv¶e d'un
rectangle Q cf le Lemme 1 2 { tel que les rectangles soient de hauteur inf¶erieure

µa celle de Q Ces rectangles sont invariants par la translation ¿ On considµere une

exhaustion de A en anneaux Pn d¶e¯nis comme suit Il existe tn > 0 tel que pour
tout t ¸ tn le carr¶e Qn centr¶e µa l'origine qui contient exactement n p¶eriodes soit
contenu dans ©t B et ©t ± ©¡1

tn jQn idt¶e On pose alors Pn ©¡1
tn Qn n Q

Notons hn la distance euclidienne de Q µa @Qn

µA n et t ¸ tn ¯x¶es on d¶e¯nit la m¶etrique ½n t provenant :
{ d'une part de la m¶etrique jdzj jzj d¶e¯nie sur ©t B§ avec les notations du

paragraphe pr¶ec¶edent ;
{ d'autre part de la m¶etrique de la Proposition 3 6 normalis¶ee de maniµere avoir

même aire Soit ° une courbe qui joint les deux bords de Pn On a L °; ½n t ¸C ¢ log hn C
Par suite

mod ©t A ¸ mod ©t Pn ¸ C ¢

log2 hn
log hn ³ log hn :

Donc

lim
t 1

mod ©t A 1 :

Comme les anneaux sont hom¶eomorphes par une application quasiconforme de

dilatation born¶ee

lim
t 1

mod't A 1 :

La borne m° provient de l'estimation sur un des Pn ¤

Remarque Si le pincement se situe en un point ¯xe r¶epulsif ¯ alors Jf1 est une

courbe de Jordan et '1 est un hom¶eomorphisme restreint aux ensembles de Julia
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Figure 9 Pincement vers le chou-°eur

4 Pincement d'un polynôme semi-hyperbolique

Soit f : C C un polynôme monique centr¶e semi-hyperbolique i e sans point
parabolique et tel que tout point critique c 2 Jf n'est pas r¶ecurrent Nous allons

d¶emontrer dans ce paragraphe le r¶esultat principal de cet article :

Th¶eorµeme 4 1 Soit f un polynôme semi-hyperbolique On suppose qu'il existe
un point attractif ® et que Kf est connexe Alors pour tout p q le pincement
ft;'t associ¶e µa une ¶etoile EL;p q form¶e d'un seul cycle est convergent

Comme au paragraphe pr¶ec¶edent la d¶emonstration du Th¶eorµeme 4 1 se r¶eduit
aux analogues des Propositions 3 3 et 3 4 Nous utiliserons le même proc¶ed¶e pour
les d¶emontrer Les anneaux consid¶er¶es seront obtenus en recollant ensemble 4 types

de quadrilatµeres que l'on va pr¶ealablement ¶etudier

4 1 Pr¶eliminaires

Pour de tels polynômes on sait :

Th¶eorµeme 4 2 L Carleson P Jones & J -C Yoccoz [4] Si f est semi-hyper-
bolique

i C nKf est de John et toute composante connexe de l'int¶erieur de Kf est un
quasidisque ;

ii pour toute paire de points x; y dans la même composante connexe de Jf il
existe un quasiarc ± ½ Jf appel¶e arête par la suite qui les relie ;

iii il existe " > 0 D < 1 c > 0 et ´ 2 0; 1 tels que pour tout x 2 Jf et
pour toute composante connexe Bn de f¡nfjz ¡ xj < "g l'application fn : Bn

fjz ¡ xj < "g a un degr¶e major¶e par D et diam Bn · c ¢ ´n

Domaines de John On dit qu'un ouvert  ½ C est un disque de John si 
est simplement connexe hyperbolique contient le point µa l'in¯ni et s'il existe une
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constante c c  > 0 telle que pour tout z 2  \ C il existe une courbe

°z joignant z µa l'in¯ni telle que pour tout w 2 °z ± w ¸ c ¢ jz ¡ wj oµu ± w
repr¶esente la distance euclidienne de w µa @ D'aprµes [7] on peut choisir le segment
g¶eod¶esique hyperbolique joignant z µa l'in¯ni pour °z

Lemme 4 3 Soient ' : C C un hom¶eomorphisme quasiconforme et  un
disque de John Alors '  est aussi de John et on peut choisir ' °z comme

courbe pour ' z

D¶emonstration Une application quasiconforme est aussi quasisym¶etrique i e il
existe une application croissante ´ : R+ R+ avec ´ 0 0 telle que pour tous

z; w; w0 2  deux µa deux distincts on ait

¯
¯
¯
¯

' z ¡ ' w

' z ¡ ' w0

¯
¯
¯
¯

· ´ µ
¯
¯
¯
¯

z ¡ w
z ¡ w0

¯
¯
¯
¯

¶ :

On se ¯xe z 2  w 2 °z et ³ 2 @ On a jw ¡ ³j ¸ c ¢ jw ¡ zj ; par suite

¯
¯
¯
¯

' ³ ¡ ' w

' z ¡ ' w ¯
¯
¯
¯

¸ 1 ´ 1 c

et j' ³ ¡ ' w j ¸ 1 ´ 1 c ¢ j' z ¡ ' w j ¤

Pour plus de propri¶et¶es des domaines de John on peut se reporter µa [16]

Membres et sillages Si U est une composante connexe de l'int¶erieur de Kf
un membre de U est la fermeture d'une composante connexe de Kf n U attach¶e
µa @U par sa racine ; son sillage est l'ouvert bord¶e par les rayons aboutissant µa la
racine contenant tous les membres de même racine ¶Etant donn¶ee U le support de

la d¶eformation se situe dans U et dans ses membres On r¶eunit les membres et les

sillages qui ont même racine Ces racines sont ou bien des points pr¶ep¶eriodiques ou
bien des points pr¶ecritiques Si ± ½ Jf est une arête on parlera aussi de membres

et de sillages

Notons  le bassin imm¶ediat du point ® et d0 le degr¶e de f j
Redressement de  Notre objectif pr¶esent est d'obtenir un \bon" redressement
du bassin imm¶ediat  du point ® On se ¯xe un potentiel h > 0 ; on note c1; ¢ ¢ ¢ ; cp

les points critiques de f sur @ et Si les sillages associ¶es tronqu¶es au potentiel
h Notons B : C n Kf C n D la coordonn¶ee de BÄottcher de f et µ¡i < µ+

i les

arguments des rayons qui d¶e¯nissent Si
Soit a > 0 une constante que l'on d¶eterminera ult¶erieurement ; posons pour

chaque i 1; ¢ ¢ ¢ ; p Ŝi fz 2 C; 0 · argB z ¡ µ+
i < a ¢ log jB z j; jB z j <

exphg [ Si [ fz 2 C; 0 · µ¡i ¡ arg B z < a ¢ log jB z j; jB z j < exp hg
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Proposition 4 4 Il existe une application quasiconforme Â : C C et un voisi-
nage U de  telle que pour tout z 2 U n [Ŝi Â ± f z ' z d0

D¶emonstration L'id¶ee principale de la d¶emonstration est de se d¶ebarasser des

points critiques de @ par chirurgie Nous traitons d'abord le cas de c1 Comme

il n'est pas r¶ecurrent si a > 0 est assez petit alors Ŝ1 et toutes ses pr¶eimages

dont les racines appartiennent µa @ sont disjointes deux µa deux L'application

f j@Ŝ1
: @Ŝ1 C est injective et borde un \secteur" S0

½ C n Kf issu de f c1

On considµere une extension quasiconforme F : Ŝ1 S0 de cette restriction On
construit une forme de Beltrami ¹1 comme suit :

{ si z 2 Ŝ1 on pose ¹1 z @zF z @zF z ;
{ si z est dans un secteur issu de @ qui s'envoie sur Ŝ1 par fn alors on pose

¹1 z ¹1 ± fn z ¢ fn 0 z fn 0 z ;
{ sinon on pose ¹1 z 0
Comme les secteurs sont deux µa deux disjoints on a k¹1k1 < 1 et le th¶eorµeme

d'int¶egration des formes de Beltrami nous construit un hom¶eomorphisme quasicon-
forme Â1 : C C tel que Â1 z z+o 1 µa l'in¯ni Par construction l'application
g1 d¶e¯nie par Â1 ± F ± Â¡1

1
sur Ŝ1 et Â1 ± f ± Â¡1

1
sur le compl¶ementaire est holo-

morphe au voisinage de Â1  Le point critique c1 a donc ¶et¶e \supprim¶e"
Le même proc¶ed¶e permet donc de supprimer les autres points critiques c2; ¢ ¢ ¢ ; cp

en construisant une application quasiconforme Â : C C et une application ho-
lomorphe g d¶e¯nie au voisinage de Â  qui est conjugu¶ee µa f sur un ensemble
comprenant  Cette application g est maintenant un revêtement de degr¶e d0

strictement dilatant d'un voisinage de Â @ Par suite g est quasiconform¶ement
conjugu¶e µa z

7

zd0 ¤

4 2 Estimations d'anneaux

Dans un premier temps nous donnerons des estimations de modules de qua-
drilatµeres qui nous serviront pour estimer les modules d'anneaux

Quadrilatµeres de type \arête" On se donne une arête °̂ ½ Jf d'extr¶emit¶es x
et y qui n'intersecte la fermeture de chaque composante connexe du bassin A ®
qu'en au plus un point

On construit un quadrilatµere Q qui contient °̂ tel que °̂ coupe le quadrilatµere

en deux quadrilatµeres et tel que Kf \ Q est connexe et Jf \ @Q fx; yg voir
Fig 10

Lemme 4 5 Il existe une constante m > 0 telle que ¤¹t¡ ¸ m pour tout t ¸ 0

D¶emonstration Par une application quasiconforme du plan on transforme Q en

fz; 0 · Re z · 1; jIm zj · 1g et °̂ en [0; 1] D'aprµes le Lemme 4 3 on en d¶eduit
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que l'image L des membres est encore de John On s¶epare L en l'incluant dans la
r¶eunion de ses sillages i e bord¶es par l'image des g¶eod¶esiques qui aboutissent sur
°̂

Il existe une constante c > 0 telle que pour tout x 2 Q au bord d'un sillage

la distance de z au membre de ce sillage est au moins c fois la distance de z µa la
racine Par suite si on considµere ½ la m¶etrique euclidienne de Q tronqu¶ee par 0
sur L et que l'on considµere une courbe recti¯able ° : [0; `] Q qui traverse Q
de gauche µa droite alors on peut supposer que ° est injective et ne passe dans un
sillage au plus qu'une fois Si ° traverse un membre M de sillage S et de racine r
on note ± z d z;M et [t1; t2] °¡1 S On a

L °[t1; t2]; ½ ¸ ± ° t1 +± ° t2 ¸ c ¢ j° t1 ¡rj+ j° t2 ¡rj ¸ c ¢ j° t1 ¡° t2 j:
Par suite L ¡; ½ ¸ c et il existe m > 0 telle que mod¹tQ ¸ m ¤

Figure 10 Quadrilatµeres de type bassin et arête

Partition au voisinage de  associ¶ee µa une ¶etoile On se ¯xe une constante

h > 0 et on red¶e¯nit les domaines
R̂i ½  du cas monomial Puisque le cas q 1

se traite comme le cas pr¶ec¶edent on suppose q > 1 µA
chaque composante connexe

Q de
R̂n on construit un domaine sym¶etrique Q¤ dans C n  : on note x; y les

extr¶emit¶es de Q \ @ ; Q¤ est bord¶e par l'¶equipotentielle de hauteur h dqn et les

rayons qui aboutissent µa x et y de telle maniµere que Q¤ intersecte tous les autres

rayons qui aboutissent µa ces points

Par la Proposition 4 4 cette partition se transporte au voisinage de R Z par une

application quasiconforme Â et les \rectangles" s'envoient les uns sur les autres par
z

7

d0 q
¢ z Par suite on peut d¶e¯nir une nouvelle application quasiconforme qui

redressera ces faux rectangles en v¶eritables rectangles µa l'instar du cas monomial

Quadrilatµere de type \bassin" Il s'agit de rectangles verticaux Q sym¶etriques

par rapport µa R Z et construit comme µa la page 16 voir Fig 10

Lemme 4 6 Il existe m > 0 tel que pour tout t ¸ 0 mod¹tQ ¸ m
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D¶emonstration On d¶e¯nit une m¶etrique ½ sur le demi-plan correspondant µa 
comme pour la Proposition 3 3 On la prolonge par r¶e°exion µa l'autre demi-plan
On considµere aussi la m¶etrique ½̂ obtenue en tronquant ½ par 0 sur l'image L des

membres de  par le redressement quasiconforme a¯n que la m¶etrique soit bien
d¶e¯nie pour tout t ¸ 0 Il reste µa v¶eri¯er que la longueur des courbes qui joignent
les côt¶es verticaux est minor¶ee Pour cela il su±t de montrer que ½̂ ne fait pas

trop chuter les ½-longueurs des courbes

La m¶etrique ½ d¶ecoupe le compl¶ementaire des Rj et de leur sym¶etrique en
g¶en¶erations sur lesquelles ½ ³ d0 q¡1 n Soit ° une courbe recti¯able qui traverse

un sillage S de z1 µa z2 avec zi dans la g¶en¶eration ni n1 · n2 On note ± z la
distance euclidienne de z au membre de S On a

L ° \ S; ½̂ ¸ Cste ¢ d0 q¡1 n1 ± z1 + ± z2 ¸ Cste ¢ d0 q¡1 n1
¢ jz1 ¡ z2j :

Mais d0 q¡1 n1
¢ jz1 ¡ z2j ¸ Cste ¢ d½ z1; z2 donc L ¡; ½̂ ¸ Cste

¢ L ¡; ½ > 0 ¤

Estimations d'anneaux Pour tout point z 2 Jf n S il existe un anneau A
qui l'entoure tel que son bord est constitu¶e d'un nombre ¯ni de quadrilatµeres

de type arête et bassin et les autres sont contenus dans \t¸0fz; ¹t z 0g
Les estimations pr¶ec¶edentes Lemmes 4 5 et 4 6 permettent de minorer mod¹tA
ind¶ependamment de t

Quant aux points de S on obtient l'analogue de la Proposition 3 4 de la même

maniµere

D¶emonstration du Th¶eorµeme 4 1 La condition iii du Th¶eorµeme 4 2 permet de

montrer l'analogue du Corollaire 3 5 grâce aux estimations d'anneaux Par suite

les 't sont ¶equicontinus Le reste de la d¶emonstration suit celle du Th¶eorµeme 3 1

¤
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