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NOTION, NATURE ET ENSEIGNEMENT

DES REGLES DE LA MULTIPLICATION

Lo Table de Pythagore nous a tous initiés de bonne heurve, de
trop bonne heure peut-étre, a répéter comme des perroquets
4 fois 3 douze, - lois g soixante-trois, 8 fois 5 quarante, etc., ete.

Au point de vue pratique, un peu plénicien ! de la plupart
des gens, cela est parlait et peut passer pour une « notion ».
Mais il faut veconnaitre que I'empirisme de ce procédé ne nous
mene pas loin, méme dans Usppricarrox de la science, attendu
que T'on ne peut guere appliquer une Lol qu'en la dépouillant
des circonstances trop particulieres ou elle se présente.

Les auteurs ont done eu raison de placer tout au début de
Pavithmétique la définition suivante : « multiplier un nombre par
un autre, c’est chercher un troisieme nombre qui se compose
avee 'un des deux premiers, comme le second se compose avee
Punité. — En d’autres termes : Deux nombres étant donnés,
jappelle U'un multiplicande et Vautve multiplicateur ; et je me
propose de trouver un nombre appelé produdt qui soit au multi-
plicande comme le multiplicateur est a 'exire. »

§ 1. Mais quiest-ce que ceci signifie @ « Ftre a... comme... est
a0y — 81 Pon dit a I'éleve que 12 est & 3 comme 4 est & 1,
en ce sens que 12 est le quadruple de 3, comme § est le qua-
druple de 1, Péleve pourra croire que 'on confond ici explica-
tion avee complication ; et il répondra, s'il ose, que « le double,
le triple, le quadruple, le quintuple, ete., d’'un nombre sont des
idées sultisamment elaires pour se passer de la comparaison qu on
a essavé de faire ».

Cela est tres exact au fond. Car la série des termes ci-dessus,
double, triple, quadruple.., nous conduit facilement a Iexpression
oénérique de n-uple ou de sverivne; d'ou la définition suivante :
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318 RAOUL BAROXN

« multipliecr un nombre par un autre, ¢’est chercher, dans la
série des « multiples » de ce premier nombre, celui qui a pour
numero d'ordre le chiffre du second nombre. »

I en résalte des lors que le multiplicande n’est point un nom-
bre absolument abstrait, a la facon du multiplicateur. D'autre
part, le produit est congénére du multiplicande et semi-concrel
comme lui. Nous allons le prouver avee complaisance, acause de
la gravité réelle de ce probleme pédagogique,

I.— On tarde trop, je crois, a faire connaitre aux éléeves le
« coelficient ». Ce serait pourtant la un bon moyen pour leur
débinir sévicusement le nombre abstrait.

I’y a au monde que des opiers (qui se comptent) et des ges-
tes réitéreés [pour les compter un a un). Dire aux enfants ou aux
jeunes gens, peu importe, que « six » est un nombre abstrait,
parce que l'on trouve abstraitement ce nombre dans six cha-
peaux, six bouteilles, six culs, ete., ¢’est confondre autour avee
alentour! St vous voulez matérialiser vos lecons, avez done un
tas e bouteilles, de chapeaux ou de ce que vous voudrez.. puis
allez au tas et apportez successivement sur la table 1, 2, 3, 4 bou- ‘
tetlles, par exemple. Vous n’aurez pas de peine a fauire comprendre
a l'suditoire que vous vous étes dérangé 1, o, 3, 4 fois pour ras-
sembler, soit des bouteilles, soit des chapeaux, soit n'importe
quot,

Le voila pris sur le vif le fameux nombre abstrait : c'est le
« combien de fois? »

Supposons maintenant que vous rapportiez trois bouteilles & (a
fois et que vous lassiez ce manege 8 fois ; celafait 24 bouteilles,
n’est-ce pas P mais 1l faut enfoncer le clou. Remportez done quatre
bouteilles o la fois et débarrassez votre table en six coups.
llecommencez encore en prenant deux bouteilles a la lois et en
faisant 12 poyages; puis, pour finir, enlevez les bouteilles, en

4 tours de main... — Voila une bonne lecon !

§ 2. Le munrenicavoe dérive dan groupement préalable des
unités quelconques ; quand 'emballage est terminé, on emporte
les ballots, un aun, et on compte les départs. Le murrrernicatnug
sert @ enregistrer la cote. Ce n'est pas une « quantité », clest
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plutot une « quotité », — dans le sens étymologique du terme.

Ici se présente uneréponse a la question soulevée par les méta-
physiciens : « Le nombre gingt, par exemple, est-il une collection
svuthétique de 20 unités ou le pingtieme nombre de la série
numérique 2 » ,

{té bien ??... Cela dépend ? — Grammaticalement parlant les
nombres « cardinaux » sont des adjectifs déterminatils qui n’ont
aucun sens complet par eux-mémes. En ajoutant a la suite le mot
« chose » ou machin (? on se tire d’affaire, mais onne fait point
une abstraction correcte nt enviable. '

Sil'on veut étre intelligible, il faut transformer le mot « vingt»
en « vingtaine » et compter les vingtaines comme on compte des
paquets d’allumettes ou des sacs de pommes de terre, ete., ete.

Par contre, et toujours grammaticalement, s’il s'agit dun
numéro d'ordre, on éerira : Louis XIV = Louis le qua-
torzitme ; et on fera observer que 14 est un nombre ordinal
populairement abrégé.

Done : le nombre 8o {quatre-vingts'. tel quon a pris I'habi-
tude de Particuler, est un index plutot algébrique quarithmé-
lique, en ce sens que la multiplication de 20 par 4 v est énoncée
et non pas cffectuée. Pour le penseur, quatre-vingts suggere
Vidée de la quatrieme vingtaine transférée et consignée par la
caisse des Dépots et Consignations. Le maitre d'école devrait
faire analvser cette locution de la manieve suivante : « Quatre-
vingts, c’est-a-dire 4 fois vingt, c’est-a-dire la quatrieme expé-
dition des marchandises qu'on a coutume de ficeler par bottillons
de 20 pieces. » — En vésumé : Une ¢ingtaine est comme une
Jou:aizze, un quarieron, une grosse; une fonne, cte... (a se
compte a la queue leu leu, tout comme des chapeaux, des bou-
teilles 5 et le compre que ca veprésente est un nombre abstrait
proprement dit, en deux temps et trois mouvements. — Le mot
« fois » se traduit par « temps » en beaucoup de langues.

§ 3. Audela del'enseignement primaire, il serait bon de noter
différenciellement les nombres abstraits, les vrais coeflicients.
par N > 1% afin de les distiuguer formellement de N >< 1! =un
nombre qui contient N unités. — Bref : N fois=N.1";un=1";
N fols un = N, 1°, 1! == N. 1!,
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Que 'on ne crie pas a la scolastique... ! Car je vais immédia-
tement prouver que (3 >< 7 == 35) est une proposition vague,
indigne de la réputation des mathématiciens. — Voici cette
preuve :

% . ’ . . L] 70 g 2} .

2). S1 ¢’est la multiplication de deux nombres parfaitement

abstraits U'un par autre, il faut opérer ainsi :

1o + v __*__ 10 + IQ _{_ IQ _%_ IU + Ix)
1 + j0 + 1° __f_ 10 + v

i e ol S
v -4 1Y .
v+
_j'_ Iu
Total = 35 fois  1° ou 35 pur.

En langage ordinaire on devra dire : 5 fois >< 7 fois égale
35 fois.

31,51 je considere la multiplication de 7 unités par 5, jaurai
35 unités ou 5 lois les sept unités, une quintuple /ieptade d’objets
o N . A o B 1
indéfinis, mais d'osiers. Ou bien : (5 > 1°) > (7 >< ')
= (33> 1),

Euprenant 7 fois ane demi-décade, jaurais le méme résultat.
Nous y reviendrons.

3

v;. 51 je pose la multiplication de 5 unités par 7 unités,
Vyaaral 35 unités carrées @ (5 > 1) >< (7 >< 1) = (35 > 17) et
35 est un nombre rrcrTaxcLE,

o). Comme corollaire : je dis que 25 estle carré de 5, pourvu

que cing ne soit pas (O >< 1),

§ 4. Le genre didactique est trop abandonné pour que jes-
pére soutenir ici (ue le nombre 64, par exemple, dilfere de lui-
méme, selon que lon envisage 64 fois, G4 unilés simples,
64 unités carrées ou 64 unités cubiques, ou méme 64 unités de la
forme 1°.0n a la routine d’éerirve : 64 ><1"=064 > 1' =64 >< 17,
ete. On enseigne que 4><4><4==8><3, sans remarquer que
le signe = serait absurde en géométrie pour établir la lointaine
analogic entre un hexacdre de 4 métres de coté et un carré de

7

8 meotres de coté.

PO e N
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L'algébre a fini, pour beaucoup de maitres, par la démonstra-
tion de "=1{"=*={"? ... etec., ... etc.

On ne remontera pas le courant!

N’empéche que toutes ces conlusions entre |omonymie et
I'égalité ne soient antirationnelles... Mais revenons & notre sujet
préeis.,

Y a-t-il trois termes ou quatre termes en jeu dans la multi-
plication

— Hé bien 2)... et encore, cela dépend ! Voici pourquoi : Si je
considere la multiplication comme la répétition ou addition &
elle-méme d'une certaine grandeur, un certain nombre de fois,
il n'est guere indispensable de reconnaitre quatre termes :
94 4~ 24 ~ 24— 24 + 24 =120 représente le résultat dune
sommation spéciale. Au lieu d’ajouter 'un a U'autre cing nombres
inégaux, j’al ajouté cinq nombre égaux. Cest tout.

Mais si je considere 'égalité de deux rapports par quotient,

A a . , .o,
tels que 4 = 7 » Mma conception est forcément quaternitaire ou,
)

st on veut, doublement binaire. Le multiplicateur et 'unité {or-
mant un premier couple, le produit et le multiplicande forment
un second couple analogue au premier.

Remarquons tout de suite que I’homogénéité n’est exigible
que dansles deux termes d’'un méme couple. Bref: « Six pommes
de terre est @ deux pommes de terre, comme quinze viclons
est ¢ cing violons. »

Toute facétie a part, j'ai le droit de biffer au numérateur et
au dénominateur un terme commun, et de diviser les deux termes
par « pommes de terre », dans un cas, et par « violons » dans

L ¢

. . . 6 .
Pautre cas; de facon a laisser — = ou mieux encore

Ii
2 5
61"  abx<r® Afin de 12 men JEdA Y. .
RV —5;1—0, alm de souligner lidee sptemahque.

[I. — La commutativité semble inséparable de Vessence
de la multiplication ; surtout dauns la conception quaterni-
. A a
taire o = —, attendu qu'on peut déplacer les movens ou les

extrémes, ad libitum.
Quelle est donc, des lors,origine des noms de multiplicateur
et de multiplicande?
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Avouons-le, & notre honte, il y a g9 p. 100 des écoliers qui
demeurent convaincus que, dans la multiplication, on doit placer
en haut de la page le grand nombre et au-dessous le plus petit.
Demandez a qui vous voudrez de multiplier 37 par 819, et vous
verrez, sauf exception infiniment rare, 'enfant, le jeune homme
ou le monsieur écrire ainsi :

819
37
35
7

[SAGR S |

-
5

’
24

DD
3620

Allez au tableau et faites vous-méme l’npffrrati()n de la manicre
smivante : Vous verrez... /!

\
7

819

333

o

2/
296

30303

Mon intention n’est pas de changer les habitudes de faire...
Ces habitudes ont été fixées par la loi de commodité, mais I'in-
telligence est assez souple pour ne pas se figer d’emblée comme
une sauce valgaire ! En d’autres termes: Je voudrais que Von fit
savolr aux étudiants que le nombre placé en haut est le plus
grand, mais qu’il n’est pas toujours ipso facto le MULTIPLICANDE ;
de sorte que 'on ramene la multiplication & une allure uniforme
en invoquant le principe de la commutativité. Cela n’est pas une
subtilité, tant s’en faut,

§ 5. La notion, la nature et Porigine du multiplicande impli-
b h) * A )
quent une sorte d’hypothese mystique, sur les roles des nombres ;
hypothese en vertu de laquelle 1l y aurait un dualisme arithmé-
tique calqué sur Vantithese du male et de la femelle, de Pactif et
du passif. Prenons un fait facile & analyser, c'est-a-dire un
nombre d’objets concrets, comme Go ceufs, par exemple.
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Je puis partager ces 6o auls en tas égaux, de plusicurs ma-

nieres différentes et symétriques deux @ deux.

6 tas de 10 ceufs 10 tas de 6 ccufs ;
5 » » 12 » 2 » » b »
4 » » 1b » I » o » 4 »
3 » » 20 » 20 D » 3 »
2 » » Jo » 30 0 » 2 »

Or, dans chaque exemple, le tas d’arufs envisagé devient la
« matiere » de lopération au méme fitre que Pecuf individuel.
[ « esprit » de Popération s’oppose done a cette matiere, comme
Pactif au passif, ete...

Je ne vois pas, quant a moi, de meilleure idée i se faive con-
cernant le multiplicande et le multiplicateur.

La commutativité est done un phénomene purement expéri-
mental au début et ultérieurement généralisé. Mais 5 tas de

-4 tas de 15 ceufs n’est pas une égalité, ni une équa-

15 @ufs
tion; ¢’est une « équipollence » empiriquement découverte !

§ 6. 11 n’est pas maunvais, non plus, de prendre en considéra-
tion un lait géométrique, savoir : que le rectangle avant pour
base 12 metres et pour hauteur 5 metres, peut tourner d’un
angle droit autour d’'un de ses sommets et prendre 'aspect d’une
wutre figure avant 5 metres de base et r2 metres de haut. On
postule ensuite la permanence de I'aive, en dépit de la rotation
et Pon éerit: 12><5=5>C12. — Mais cela aussi est une petite
découverte expérimentale trés féconde.

Remarquez bien, en eflet, que, dans laire d’un rectangle
envisagée comme produit, il n’y a pas lieu d’opposer les fae-
teurs : Base et Hauteur. Cette fois, il y a commutativité foreée,
attendu que la base est ad libitum multiplicande ou multiplica-
teur. — Micux que cela: « Il y a deux multiplicandes mutuelle-
ment et bissevuellement () multiplicateurs... » Aussi la formule
de ce genre de multiplication mérite-t-elle d’étre retenue, sur-
tout sil'on veut poursuivre notre étude sur le probleme que nous
nous sommes posé¢ des le début, savoir: « Quelles sont les regles
les plus générales de la multiplication ? » -

Tout le monde doit avoir retenu dans sa mémoire, comme un
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¢vénement solennel, Pétrange émolion quil a ressentic en appre-
nant que le produit de deuax lignes droiles (segments) pouvait
: O tg) i

s'obtenir au moyen d'une « quatricme proportionnelle », sans
quiil 1ot question de rectangle coustruit, ni d'aire, ni de surface
évalude,

(Cest 1et que Pon saisil vreaiment Torigine élymologique des

. v (&

proporiions A: B o b, qualifides « géométriques » par les vieux

savantls.

§ 7. Quand on lit Jes wavees de R. Descartes, on se figure
tout d'abord un pavti prisde réduire systématiquement le concret
a Vabstrair, sans aucane chanee de véeiproque. Mais c¢est une
erreur.

Au bout d'un certain temps, on découvre que Uimmortel
penscur est le fondateur de Paverricarion:

Q

(" ou 2°de 'Algibre ala Géométrie ;

¢

9 !

ou 1° de la Géométrie a UAlgebre ;
3° (plus surement) de la fécondation muiuelle de ces deux
sciences mathématiques, Nune par Lautre.

La technique approprice a la détermination d'une quatrieme
proportionnelle consiste essentiellement dans le tracé de plu-
stcurs triangles semblables, de facon a lier intimement 'une a
Pautre la grandeur et la direction !

Brel': .l’égulité de deux rapports par quotient, dans les seg-
ments rectilignes, nous conduit « malgré nous » aux Biraviaris,
et nous révele la profonde intuition des éerivains qui appelerent
géométrique la proportion f ———%.

Reprenons maintenant, par curtosité, la définition de la mul-

tiplication largement concue.

11 nous faut dire: « Probleme qui consiste a déterminer une
inconnue nommeée veontir, en fonction de (rois grmu’l(‘urs COl-
nues, dont l'une est prise pour draron, soit par rapport a la
seconde, soit par rapport a la troisieme, soit par rapport a cha-
cune, » .

Ce n'est pas tout: 1l faut ajouter, en effet, « que le produit se
compose ct se comporte par vapport au multiplicande, tout comme
le multiplicateur se compose et se comporte par rapport &
'é¢talon ».
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§ 8. Mais, diva-t-on, qu’est-ce que cette fagon de se comporier
par rapporta...?

Réponse : « C'est tout le calcul des grandeurs dirigées, soit
dans le plan, soit dans V'espace. »

Voilia done les plus hautes diflicultés de la mathématique évo-
quées et impliquées dans cette étude.

I1{I. — Trois vecteurs coplanaires étant donnés, avec indication
expresse de celui qui est pris pour unité, on les améene faci-
lement & concourir, ¢’est-a-dire & rayonner d’'un méme point ori-
ginel ; et il est facile aussi de construire un quatrieme vecteur se
comportant par rapport a l'un guelcongue des deux premiers,
comme celui-c1 se compese et se comporte par rapport au vee-
teur unitaire. — Il est inutile d’insister la-dessus.

§ 9. Pourquoi donc ecette simplicité serait-elle détruite en
passant des vecteurs coplanaires aux vecteurs non-copl:umires ?

— Parce que, dirais-je modestement, le prestige exercé par
Uiltustre Hamilton a produit les mémes eflets que le prestige
exercé par lillusire Cuvier : on n'a pas osé se permeltre de
trouver autre chose!!!

Les grands hommes ont malheureusement le défaut des grands
arbres : 1l est diflicile de faire pousser quelque chose a leur
ombre, sauf le lierre qui monte le long de leur tige puissante et
qui redescend bientdét pour remonter encore... ct ainsi de
sutte.

La nation qui a produit Hamilton a raison d’¢tre fierve... Mais
celle qui a produit Descartes aurait tort de ne pas 'étre. Javoue,
en ce qui me concerne, ue le calcul sublime des quaternions
¢tant fait et bien fait, il n’y a pas & le refaire. Mais je soutiens
que U'exceptionnalité de son algebre n’est elle-méme qu’une vue
subjective des faits géométriques de l'espace i trois dimensions,
une conqucéte par mouvement tournant de la Terre Promise, un
beau stratageme de guerre enfin. — VYoici la justification minu-
tieuse de mes paroles hardies.

§ ro. Pédagogiquement examinée, la question de savoir Jus-
) \ (l 9o, b »” . .
JUOU - === —— peut s'étendre, se traiterait ainsi

°
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« On ne chzmge pas la valeur d’une fraction en multiplian'it se'5

deux termes par le méme nombre, que] que sott ce nombre. »

 e1s . A « . v g8, % S .
Voila pourquoti , comme ——, peut étre réduit a une {raction
)

=
assez heureusement choisie pour que le dénominateur sott 1° (wn
puissance zéro).

Mais la routine est omnipotente : on considére la division
comme le couronnement des quatre régles de PVArithmétique
¢lémentaire ; de sorte que le rapport par quotient de A : B n’au-
rait méme pas de sens pour éclairer la définition du produit vis-
a-vis du multiplicande ?

Dans un tel état de misere philosophique, comment voulez-
vous arriver a comprendre et surtout a faire comprendre la mul-
tiplication de deux vecteurs 'un par l'autre ? on renonce a éive
professeur... on se fait prestidigitateur et I'on escamote la carte
génante.

Il faut, comme on dit, s’élever du connu a 'inconnu et insister
fortement sur les choses trés connues sans craindre d’y perdre
son temps. Car les hésitations que Von éprouve plus tard, en
présence d’un probleme nouveau, tiennent surtout a ce gu'on
sait mal le probleme antérieur qui sert a préparer la solution.

Si tous les vecteurs étaient paralleles et toujours dirigés de
gauche & droite, par exemple, la recherche du vecteur-produit,
par les constructions géométriques, eut fait Veffet d’un artifice
imgénieux : on se serait dit que la détermination de la propor-
tionnalité des segments rectilignes s’obtient en  détruisant
momentanément leur parallélisme, saufale rétabliv dans U'énoned
final de la réponse stricte a la stricte question.

§ 11. Je n’ai pas besoin de dire que jattache une importance
psychologique trés grande a ce fait historique, en vertu duquel
les grandeurs vectorielles non diversement dirigées dans le plan.
finissent par entrainer le constructeur a la liction d’autres vee-
teurs diversement dirigés, pour faciliter son travail! — La pro-
portionnalité des lignes ne s'établit, en Géométric vraie, que
griace au {ruc des ANGLES.

Mais voici la contre-partic : « Que deviendront nos simidi-
tudes, des que nous sortirons du plan ?»

— Réponse : Des « analogies convenables ».

LA et T
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Il est certain que le rapport de deux vecteurs exige (rois
déterminations :

1° Un quotient numérique abstrait ;

2° Un angle des directions divergentes ;

3° Le plan sur lequel on constate la divergence angulaire.

C’est le terxioN initial !

De la ce théoreme :

« Deux vecteurs A et B peuvent étre déplacés parallelement a
cux-mémes, jusqu’a ce qulils concourent en un méme poini
origine et solent correctement coplanaires. — Arrivés en cetétat,
leur rapport est a la fois quotientiel et angulaire. »

Par conséquent nous pouvons deviner que la biradiale formée
par le vecteur-produit et le vecteur-multiplicande est composée
de deux segments rectilignes ayant entre cuxle rapport quotien-
tiel et angulaire, que nous avons trouvés entre le multiplicateur
et 'unité.

§ 12. Iei une pose nécessaire : une biradiale analytiquement
représentée constitue un (uaternion et non pas un « ternion »,
— S1 le ternion suflit, il faut renoncer a la découverte de
Hamilton, carrément et non pas sournoisement !

Ce sommaire dilemme ne tient pas : Car, personnc n'a, jus-
qu’ici, déterminé la Solidarité obligatoire des biradiales analo-
gues. — Yoila pourquoi il n’est pas question de renverser, ni de
modifier, nid’améliorer la méthode hamiltonienne. — On cherche
AUTRE cHOSE. — Voila tout,

Le calcul des ternions consisterait done a présenter la multi-
plication des vecteurs, dans l'espace, sans descendre de Dabs-
traction conventionnelle et fictive & la réalité concréte, mais en
remontant bien plutét du concret mécanico-géométrique a Vabs-
trait pur de 'analyse.

Cette tentative est issue de Uesprit didactique, avant tout, el
ne vise aucunement a la découverte oflicielle !

Il s'agit d’étendre progressivement, gradativement et sans
secousse, la notion, la nature et Uenseignement des Regles de 1a
Multiplication.

IV. — 11 est évident que le sirict rapport géométrique de deux
vecteurs, 'un vis-a-vis de Pautre, offre a Uesprit un sens immé-
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diat, abstraction faite de P'unité choisie pour Pévaluer. Mais cette
binarité pure tient a ce que I'un des deux vecteurs est implicite-
ment pris pour I'unité non mentionnée. Des lors il se trouve que
la valeur relative de Pautre vecteur, avee sa déviation angulaire
plane, sullit a tout. |

Or le probleme de la multiplication introduit en somme une
seconde biradiale dont 'un des rayons est caché. On dit cect,
par exemple : « Sur les arétes indéfinies d'un angle triedre S,
on prend SA=1, SB=V' et SC=V" et il est question de
construire un quatrieme vecteur SD =, tel que V': r::2: V'
dans toute la force du terme.

§ 3. Discussion. — V' =13, V=4 et @& =12, pour mieux
spécifier le cas et se débarrasser des nombres nus.

(e que nous savons encore, je suppose, c’est que 2 doit faive
avee V' le meéme anglan plan que V' avec le vecteur-unité. Soita,
cet angle.

Done, dira-t-on a premiere vue, il y a une infinité de solutions,
attendu que le veceteur 2 peut tourner librement autour du vec-
teur V" sans cesser de se comporter avec ce vecteur comme il
convient... .

Soit : Il y a une infinité de solutions passables ; mais il y en a
une meilleure que les autres : c’est précisément celle qui permet
en méme temps d’allirmer que le vecteur x fait avec V' le méme
angle 38 que V” fait avec le vecteur-unité. Car rien en somme ne
justifie la distinction fonctionnelle de V' et de V', en tant que
multiplicande ou multiplicateur.

Toute élection a cet égard est gratuite de notre part :

Le produit de deux vecteurs est une conception née de la Géo-
métrie plane, et nous ne sommes pas obligés d’introduire une
nouvelle condition de dissymétrie, une hypothese de successivite
dans une donnée ol tous les éléments sont co-existants. Je dirais
volontiers que dans la multiplication de deux vecteurs, il y &
deux multiplicandes et point de multiplicateur prédilectif, ou que
— du moins — cette conception immédiate, ntuitive et spon-
tanée, Pemporte philosophiquement sur celle des quaternions
artificiels et symboliques. La commutativité, c’est I'épreuve cru-

ctale, le vrai contrdle ou contre-réle.
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Plus directement encore : Deux biradiales égales et copla-
naires sont nécessairement comprises entre deux autres bira-
diales égales et coplanaires; deux biradiales égales non-copla-
naires ne sont pas nécessairement comprises entre deux autres
biradiales égales, mais pewpent I'étre. Dans ce dernier cas, elles
1’eprésentent (quatre vecteurs en proportion géométrique aussl
parfaite que s'il v avait co-planarité. — On pourrait dire quiil v
a co-planarité pirtwelle, dont Vactuelle n’est qu’un cas'plus parii-
culier.

Un angle solide tétraédrique a faces articulées formant des
angles diedres essentiellement variables, de zéro a 180 degrés,
et sur les arétes desquels on prend les 4 vecteurs - 1, V', V' o ;
tel est, dans l'espace, le dispositit impeccable de la multiplica-
tton Vo< V' = V">V = o,

I[I en résulte effectivement I'égalité des faces opposées, dans
Pangle tétraedre susdit.

CONCLUSION

Lorsque quatre grandeurs peuvent se coupler deux a deux ot
peavent donner lieu a certaines analogies, en passant d'un couple
a l'autre, on se trouve en présence d'une proroRTION.

[ enseignement mathématique manque malheureusement de
terme générique pour englober les divers rapports que les gran-
deurs sont susceptibles d'entretenir. On dit bien, en langue
courante : « \esta B, comme aestad. » — Mais, jusqu’a présent
du moins, on ne voit pas clairement ce que c’est que EtrE ... ?

Il serait peut étre inconvenant de dire que la metaphysiqiie
est la lepre de T'esprit humain... Je me contenterai done de
soutenir que la démangeaison de 1'abstrait, que le prurit de la
généralisation illimitée a un inconvénient proverbial :

« Trop gratter cuit ! »

Alnsi javais cru un instant, a tort, que le langage le meilleur
pourmit ¢tre le survant:

« .\ est fonction de B, comme « est fonction de 4. »

Cela conduirait trés simplement, en effet, & ramener toutes les
proportions, a lidéc fondamentale : y=/f1lr . A étant unc cer-
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taine valeur de y pour v =B; « étant une seconde valeur de y
pour x=10; il y a quelque raison de poser: A est & B comme
i est ab.

§ 14. Le premier cas résulte de la fonction élémentaire
y=x—4K, K étant une constante finie, positive ou négative. —
Des lors 1 Aest a B, comme « est a b, signitie proprement que A
dépasse B, comme a dépasse b.

Ce genre de rapport, par équidiflérence, n’exclut pas la diver-
sité des objets comparés, de groupe a groupe. Ainsi il n’est pas
douteux que 8 chapeaux est a 6 chapeaux, comme 1) lampes est
4 13 lampes, en ce sens que le méme cacédent de deux unités se
reirouve icl et la. Clest précaire, mais cela existe,

la fonction élémentaire y =K nous fait passer des rvapports
par équidifférence aux rapports équiquotientiels. Cette fois :
A contient B comme a contient /.

Mais on aurait tort de considérer d’autres fonctions élémen-
taires quelconques, a moins d'en donner un motil mathématique-
ment plausible.

‘Peat-on admettre, par exemple, que 4 soita 16, comme 7 est

4 49, en ce sens que 4 est racine carrée de 16 comme 7 lest
de 497

P o . ‘ 2 . . 3— I I
cut-on supposet que?smt a

comme — est a—=., sous
9

9 2 \/;

V3 .
, au méne
a9,

, ) ~ i .
prétexte que langle de 6o dcgres a pour sinus
I
P 1a P i . =4 B
titre que Pangle de 45 degrés a ok

2

(i'est en examinant impartialement ces questions que l'on est
amené a découvrir le quid proprium des proportions dignes de
ce nom, savoir : la possibilité de changer de place les moyens ou
les extrémes. Dés lors Uexpression large : £st a comme... est a,
se réduit subitement a l'équidiflérence et a 1'équiquotient.
A —B=a— 0, ou bien %::: —Z— Voila tout.

§ 15. Autrefois on écrivait en style de proportions, au moyen
de points séparés ou groupés par deux ou par quatre. On ne tra-
duisait malheureusement que par les mots : Est a, comme, esta...
Ce fut done un réel progres que de traduire en style d’équa-
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lions, au moyen du signe canonique : (=), par des algovithmes

distinets :
A —B=—=a—1b: d’olt A— B+ b—a=o, duncparl.
! A a Lot AxD 1, d’aualre part
s T T g a ou ey T 1 ¢ 5 art.
)\ B b B < « ’ !
Pédagogiquement, il faut le répéter cent fois, cela veut dire
(@
(ue nous ne connaissons, en mathématiques élémentaires ou
supérieures, que deux opérations officiellement commutatives :
I'addition et la multiplication, et que cette vérité vevient a altie-
mer que séro est logarithme de un, dans tous les systemes pes-
sibles et concevables!
( La somme des moyens = la somme des extrémes:

/' Lic produit » » = le produit » »

Tel est le bilun de nos connaissances sur les proportions non
abusivement concues.

It s’agissait done de voir, & ce point de vue précis, I'extension
maxima de la proportion par quotient, autrement dit: « U'égalité
propre de deux rapports quotientiels obtenus par des construc-
tions géométriques. »

§ 16. C’est a ce moment ue se présente a esprit du philo-
sophe-mathématicien 'indissolubilité des deux conceptions : divee-
tion et grandeur, grandeur et direction, sans hiéravchie prédi-
lective.,. — Retenez bien cela,

.

Au reste, s'1l y avait une préséance rationnelle, il faudrait
placer la direction avant la grandeur (géométrique).

On arrive, de proche en proche, a cette proposition remai-
quable, savoir: « que le multiplicateur doit tourner autour de
PVusiri, comme le produdt, lar aussi, doit tourner autour du mvr:
TIPLICANDE, en conservant un rapport quotienticl défini et une
divergence angulaive délinie. » Brel: « le licu géométrique des
situations du produit est un cone circulaive droit tout pareil au
licu géométrique des situations du multiplicateur. chacune &
chacune. »

[in semme 'unité est une longueur-unité et un a.ve fondamen-
tal 5 le multiplicande est une longueur-unité (secondaire) et un
axe sccondaire. (Jest autour de ces deux axes que tournent res-
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pectivement le multiplicateur et le produit, de fagon a conserver
une solidarité déterminable en chaque position, et avee criterium
de réversibilité parfaite.

Cette solidarité releve de la Cinématique; et nous 'avons maté-
rialisée au moyen d’une bielle non décrite jusqu’a ce jour, saufl
erreur bibliographique et facile a corriger.

" . - ¢ .

IT en résulte une générahsatlon non abusive des vecteurs co-
planaires en vecteurs syntropiques, dontles co-planaires ne sont
plus qu'une photographie instantanée et casuelle. — Cette idée
parait [éconde.

§ 17. La composition des « couples » ne doit pas, en elfet,
donner une solution double, & moins que les rotations ne soient
successives. La « parodie » sphérique de I'aboutage des vecteurs
2 et 3, donne (z 4 3) différent de (2 — o) ; mais 'aboutage n’est
pas le type exclusif de laddition des vecteurs ni des arcs. Une
parodie meilleure est celle du parallélogramme des forces.

Il faut done donner aux deux ares-vecteurs la méme origine,
terminer le triangle sphérique et mener un are médian que Pon
prolonge ensuite d’'une quantité égale a lui-méme. Tel est 'ana-
logue de la diagonale représentant la résultante wnique.

Plus directement, dans I'espace, on construira un angle solide
tétracdre, ayant des faces opposées égales. Sar les arétes il sera
toujours possible de prendre quatre longueurs lormant deux
biradiales ¢gales comprises entre deux autres biradiales égales.

Cette mtuition géométrique est au-dessus des impedimenta de
Panalyse : 1l m'tmporte peu que 'on calcule ou que 'on ne cal-
cule point an moyen de symboles tétralogiques qualifiés quater-
nions. — Une muraille de Chine, fort respectueuse sans aucun
doute, environne pour moi le céleste Hamilton, soit dit sans
ironie, — Ce qu'il faut professer avant tout, ¢’est le ouarerzION
ancestral de la « proportion géométrique » intelligible plll‘.SOi-—
méme, avant toutes les algebres...

§ 18. Et puisque je prononce en finissant ce mot au pluriel,

les ArncEpres. je tiens a dire que la orande conception d’A. Comte
9 J j @)

au sujet du caleul des « fonctions indirectes » est plus scienti-
fique que jamais. Introduire artificiellement dans le caleul des

algorithmes quelconques, ct Ies faire disparaitre en fin d'opéra-
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géuie de 'ana-

Iyse est la. Pédugogiquemen't je voudrais donec que la méthode

tions comme un échalaudage provisoire ; tout le

infinitésimale, celle des quaternions et autres... fussent exposées
en bloe par le professeur historien.

gue des caleuls est
tort souvent circonlocutionnelle ou périphrastique, mais que cela

Il auratt qualité pour faire voir que la lan

na rien de compromettant, en ce sens que nos conceptions fon-
damentales des choses restent toujours telles quelles.
l.es algébristes pur sang sont comme les banquiers: ils tra-
vaillent sur des symboles; et leurs spéculations ne valent que
par la possibilité de retraduire le tout en langage économique
véel,
Raouvr Bawvox (Paris).

P LA METHODE EN GEOMETRIE

SUE

DAPRES M. JACQUES HADAMARD

Bien que le livre tout entier mérite assurément qu’on s’y arvéte,
je ne veux parler ici que de quelques pages des Lecons de (éo-
metrie de M. Jacques Hapayaro : elles ont pour titve : Sur lu
méthode en Géométrie, et les conseils qu'elles contiennent doiven!
ttre médités par les éleves et par les maitres. Dégager la mé-
thode de recherche, les objets sur lesquels doit se fixer atten-
tion : contribuer ainsi a éducation de cette faculté, ’est-a-dire
it ln fois de la volonté et de lintelligence, tel est e hut de 1au-
teur; ce but, tous les maitres dignes de ce nom, qui croient que
la seience donne de la vigueur aux esprits qui s’en nourrisseni,
doivent l'avoir devant les veux.

Cette éducation de Pattention, pour ce qui est des mathémati-
ques, se fait par 'habitude méme de la recherche et par une
bonne direction donnée a Uhabitude. C'est cette divection qui est
Fobjet propre de M. Hadamard. Il est certain qu'elle peut résul-
ter, wu moins pour les meilleurs esprits, de habitude elle-méme,
de Tétude du cours, de Papplication de ce cours i des exercices

j;nsmgnomont math.’ 22
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