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Telle est la proposition démontrée par Sophus Lie en se basant

sur les propriétés, déeouvertes par lui-même, des groupes de

transformations.
Il résulte de là que, si l'on appelle « point » l'ensemble de trois

coordonnées, et « déplacements sans déformation », les
transformations de l'un des groupes ainsi définis, on pourra établir,
par rapport à ce groupe, des définitions et des propriétés
correspondantes à celles de la Géométrie où n'intervient pas le postulat

des parallèles.
Quant à ce postulat, il devra être remplacé par d'autres

propositions convenablement choisies suivant le groupe pris pour
base.

Enfin nous citerons les ouvrages de M. Klein 1889-90) sur la

Géométrie non-euclidienne, où l'on trouvera, en plus d'un bel

exposé des travaux indiqués ci-dessus (sauf ceux de Lie), des

résultats personnels du plus baut intérêt, notamment sur les

diverses forni os d'espace susceptibles de correspondre à une
même détermination métrique.

Des travaux illustres que nous venons 'd'énumérer résulte sans

conteste la possibilité d'établir, en écartant le postulat des parallèles,

des Géomélries conséquentes avec elles-mêmes et, par suite,
l'impossibilité de démontrer ce postulat en s'appuya ni sur les

autres axiomes.
D'ailleurs, un simple regard jeté sur une surface sphérique

montre qu'on y peut réaliser une Géométrie satisfaisant, à l'intérieur

d'un domaine convenablement limité, aux axiomes d'Eu-
clide, ii l'exception du postulat des parallèles.

II
Les Géométries et leurs relations.

Duoéiientes Géom.ktries. — Nous allons étudier d'un peu plus
près les différentes Géométries et les relations que l'on peut
établir entre elles.

(*) Klkix. Nichl-Enctidische Geometrie Vorlesungen, misgearbcrtct von Fi\ Schilling,

Güttingen, 189 t.
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Y aurait-il autant de Géométries qu'il y a de groupes de

transformations du type indiqué par Sophus Lie

Nullement, pourvu que Ton n'envisage que l'enchaînement

logique des propositions, en faisant abstraction de la diversité
des figures susceptibles de leur correspondre.

La Géométrie correspondante à un groupe ne dépend que des

propriétés que présentent, par rapport à ce groupe, les notions
fondamentales relatives a ce groupe : lignes jouant le rôle des

lignes droites, fonction jouant le rôle de la distance, etc., de

sorte qu'une seule Géométrie correspond à tous les groupes
susceptibles de se transformer Tun dans l'autre par un changement
quelconque, toutefois réel, de variables.

On peut donc se borner à considérer les groupes dans lesquels
les lignes jouant le rôle des lignes droites sont effectivement les

lignes droites de la Géométrie vulgaire, c'est-à-dire les groupes
projectifs conservant les quadriques de cette dernière Géométrie,
et. parmi ceux-ci, ne distinguer que trois cas (certains cas étant
éliminés par les conditions auxquelles doit satisfaire la mesure
des angles), donnant lieu à trois Géométries, savoir :

Quadrique réelle (domaine intérieur), Géométrie pseudo-sphé-
rique ;

Quadrique imaginaire à équation réelle, Géométrie sphérique;
Quadrique dégénérée en une conique imaginaire, Géométrie

euclidienne ;

On est toutefois conduit, comme on le verra plus loin, à introduire

dans les Géométries non-euclidiennes un paramètre, qui
semblerait indiquer que ces Géométries forment une série
simplement infinie.

Nous verrons qu'en fait ce paramètre est arbitraire, quand on
ne considère que la Géométrie où il figure et qu'il ne caractérise

une propriété de celle-ci que lorsqu'on la compare à une
autre présentant avec la première certaines relations.

Distance generalises suivant Càyley. — Nous pouvons
évidemment nous servir de la Géométrie vulgaire comme système
d analyse pour étudier, au point de vue qui nous occupe, un
groupe conservant une quadrique. Soit l'équation de la quadrique
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le premier membre représentant une fonction du second degré
des coordonnées x, z/, z.

Le groupe admet un invariant simultané relatif à deux points
quelconques x, z/, z ; x\ y', z', savoir le rapport anharmonique
formé par ce couple de points avec les points d'intersection de

la quadrique et de la droite qui les joint.
En posant

i F la ao do 1

- V [x * + + ~àZ 3 J

ce rapport anharmonique a pour expression

„ n Qx.rf + s/Wrr' — Pnr &rlxtt (x, x _ - _
Q£X, — S/Ll*m, —ilxx

'

et l'on peut choisir pour l'invariant une fonction quelconque de

cette quantité.
Pour trois points, /r, y, z ; x\ y\ z! ; x", yr\ z!1, en ligne droite

et se succédant dans l'ordre où ils sont écrits, l'on a

F (,r, x") zz F Im, x') X F (x', x"),

formule que l'on vérifiera en remplaçant dans le second membre
les coordonnées du second point par les expressions

x' ~ tx -fi O.r"

f — ty + Or"

z' ~ tz -f- 0~",

où t et 8 sont des nombres compris entre zéro et l'unité et ayant
leur somme égale à l'unité.

Si l'on veut que la distance soit une fonction satisfaisant, dans

les conditions ci-dessus, à la relation

f{x,x'!) — f{x, x') + f(xJ, x"),

son expression générale devra être évidemment

(i) f [X, Xjznc lüg - - -
£-xxf Y Q'~xx/ &xx ^x/vf
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ou encore
&xxf 4- L>rjT

(2) mx\ X — 1 ic arc cos —, ~ zz 2 arc tang1 7 ' I/Q« ftrM

où e est une constante arbitraire.
L'expression (1) conviendra au cas de la quadrique réelle, et

Ton devra alors choisir pour c une valeur réelle et positive ;

l'expression (2) conviendra au cas de la quadrique imaginaire,
et Ton devra alors donner à c une valeur imaginaire pure

On voit qu'en Géométrie sphérique (ou riemannienne) la mesure
des distances sur une ligne droite présente les mêmes caractères

que la mesure des angles autour d'un point dans la Géométrie

plane ordinaire.

Paramètre des Geometries non-euclidiennes. —Le paramètre c

(paramètre k de Gauss et de Lobatchewski) représente une

longueur déterminée, savoir la distance de deux points dont le rapport

anharmonique relativement à la quadrique fondamentale est

égale h e.

Donner une valeur déterminée à c revient à fixer l'unité de

longueur.
L'introduction du paramètre c présente l'avantage de rendre

arbitraire l'unité de longueur et par suite homogènes les
formules des Géométries non-euclidiennes ; mais la propriété
consistant dans l'homogénéité des formules n'aura pas le même
caractère que dans la Géométrie euclidienne. Dans cette dernière,
la multiplication par un même nombre de toutes les longueurs
figurant dans une formule peut être interprétée soit comme un
changement d'unité, soit comme une modification par similitude
des figures ; dans les Géométries non-euclidiennes, cette dernière
interprétation n'est pas possible, car la longueur représentée par
le paramètre c est liée à la Géométrie même et ne peut être
modifiée par une transformation ponctuelle.

DÉTERMINATIONS METRIQUES PRESENTANT UN CONTACT EN UN POINT.

— No us avons vu qu'il n'existait, à proprement parler, que trois
Géométries différentes, en désignant par le mot Géométrie un
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ensemble de propositions, susceptibles d'ailleurs de

correspondre à des images géométriques diverses. Dans cet ordre
d'idées, on ne distingue pas, par exemple, la Géométrie rieman-
nienne sur le plan de la Géométrie sur la sphère, quoique les

propositions de l'une et de l'autre ne deviennent identiques
qu'en remplaçant dans cette dernière les mots grand cercle par
ligne droite.

Une même Géométrie peut être obtenue en choisissant des

opérations différentes pour définir l'égalité, c'est-à-dire la super-
posabdité ; l'égalité aura les mêmes propriétés, mais les figures
égales 11e seront pas les mêmes dans les deux cas.O A

Mais rien n'empêche d'envisager à la fois dans l'espace, conçu
simplement comme l'ensemble des points, les différents groupes
de transformations susceptibles, suivant le théorème de Lie, de

donner lieu à des systèmes de détermination métrique.
Les groupes dans lesquels les lignes jouant le role des droites

sont les mêmes, donneront lieu aux mêmes propriétés projektives
des figures. Ges groupes sont compris dans un même groupe,
savoir le groupe projeetif général.

Il peut exister entre deux de ces groupes une relation consistant

en ce que les déterminations métriques correspondantes donnent

lieu, en un point déterminé de l'espace, aux mêmes

propriétés, aux infiniment petits près d'ordre supérieur.
M. Kleïn exprime cette relation en disant que les deux

déterminations métriques (ßlaassbeslinimungeii) présentent un
contact en un point.

Considérons une détermination euclidienne et une détermination

non-euclidienne présentant un contact en un point 0.
En ce point, le cone isotrope euclidien doit se confondre avec

le cône tangent à la quadrique fondamentale non-euclidienne,
c'est-à-dire que le plan de l'infini et le cercle imaginaire de l'infini

euclidiens se confondent respectivement avec le plan polaire
du point 0 par rapport à cette quadrique fondamentale et avec

l'intersection de ce.plan et de cette quadrique.
Autrement dit, la quadrique fondamentale du système non-

euclidien considéré est, dans le système euclidien considéré, une

(') Kleoc Math. Ann alen, Bd. IV, S. f>73 ; traduit en français par Langel, Paris.



L'ESPACEEST-IL EUCLIDIEN? 167

sphère ayant pour centre le point 0, et par suite de la forme :

#2+j2 + — 4c2 —o,

c étant réel ou purement imaginaire et de la forme i
On est conduit, d'après les idées de Riemann et de Beltrami, a

donner le nom de courbure a l'expression

I

la courbure étant positive pour une géométrie sphérique (qua-

drique fondamentale imaginaire) et négative pour une géométrie

pseudo-sphérique (quadrique fondamentale réelle).
Il reste bien entendu qu'il ne laut associer a ce mot de courbure

aucune des images géométriques qu il éveille dans la théorie

ordinaire des surfaces et des courbes.

Formons, d'après la formule (i) ou (ibis), Fexpression de 1

élément linéaire ils relatif à la détermination non-euclidienne

correspondante a la quadrique ci-dessus.
Cette expression contient un paramètre arbitraire c, mais la

condition de retrouver, pour x y — £ o, l'expression
euclidienne de l'élément linéaire, conduit à l'égalité des deux
paramètres que nous avons désignés par la même lettre c en prévision

de ce résultat, et l'on a finalement :

4c- (dx* + dr2 + â&\ — (rdx ~~xdY)2— {zdr—rdz)* — {xdz— zdx)*
<h" lc :

(4^-^-c-.2)2 7'

On voit que cette expression se confond avec l'expression
habituelle de l'élément linéaire, non-seulement pour x y z =o,
mais encore, x5 y et ,g étant quelconques, pour c2 co.

Par la condition que les deux géométries considérées donnent
heu à la même détermination métrique au point 0, la longueur
non euclidienne c a pris une signification par rapport à la
géométrie euclidienne, et devient caractéristique de la
géométrie non-euclidienne considérée parmi celles qui ont un contact

en 0 avec cette géométrie euclidienne.
On remarque que, tandis qu'il existe une série simplement

infinie de géométries non-euclidiennes ayant un contact en un
point donné avec une géométrie eucidienne, il n'existe qu'une
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géométrie euclidienne jouissant de cette propriété par rapport a

une géométrie non-euclidienne donnée.
Pour comparer les déterminations métriques sur une ligne

droite, faisons dans la formule donnant l'expression de l'élément
linéaire :

y - — o.

On a alors, x désignant la distance au point O suivant la
détermination euclidienne et s la môme distance suivant la détermination

non-euclidienne :

;\ c-dx
as zr: -7— —

4 c- — X"

En géométrie pseudo-spliérique (lobatchewskienne) :

{•>. r -j- ,r -
S — 1C io g —.c ('2c—afj-

En géométrie sphérique (riemannienne), l'on a pour c' c",

4 c'-dx x
as — •———: s — ic arc tanv -*.

4 C " —j— X" 2 C

Nous venons de voir comment se présentent les déterminations

métriques non euclidiennes, dans l'analyse euclidienne.
Pour varier les points de vue, supposons, au contraire, que,

tout en employant des instruments de mesure non-euclidiens,
l'on continue à tenir pour exactes les formules et les raisonnements

euclidiens.
Dans ces conditions, l'on remplace en chaque point de l'espace

la détermination métrique non-euclidienne par la détermination
euclidienne présentant avec la première un contact en ce point,
de môme que l'on emploie souvent, à la place d une petite portion

sphérique une représentation plane obtenue en projetant
cette portion superficielle sur son plan tangent.

Toute détermination métrique directe (d'angle ou de distance)
se confondra ainsi en chaque point avec la vraie, et la longueur
d'une ligne obtenue par la mensuration successive de ses

segments élémentaires sera concordante avec la longueur qui résulterait

de la determination non-euclidienne considérée.
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Mais la détermination euclidienne employée différera d'un

point a un autre, de sorte que les résultats ainsi obtenus par
des mesures directes ne seront pas concordants avec les résultats
calealés au moyen des formules euclidiennes. C'est ainsi que
l'on constatera, par exemple, que la somme des angles d'un
triangle est différente de deux angles droits.

o o

Géométrie euclidiexxe sur la sphère. — Pour associer quelques

images géométriques aux considérations analytiques exposées

dans ce paraphe, appliquons celles-ci à la Géométrie sur une

sphère, c'est-à-dire à l'ensemble des propriétés invariantes
dans les déplacements sans déformation conservant cette
surlace, déplacements qui sont les rotations autour du centre.

Parmi les notions primordiales, l'on trouve le point et le

grand cercle.
On peut toujours, par un déplacement, amener un point en

un autre point quelconque de la sphère.
Un point de la surface étant fixe, 011 peut encore opérer 1111

déplacement de manière à amener un autre point quelconque sur
un grand cercle passant par le point fixe.

Par un point 011 peut mener un grand cercle, et généralement
un seul, perpendiculaire à un grand cercle donné.

On déduit de ces propriétés tout un ensemble de propositions,
qui deviendraient identiques aux propositions de la géométrie
plane indépendantes du postulat des parallèles, movennant le

remplacement des mots grand cercle par ligne droite.
Il y a lieu d'observer toutefois qu'on doit, pour cette équivalence,

se limiter sur la sphère, à un certain domaine, en raison
du fait suivant :

Tous les grands cercles passant par un point passent par
son opposé et sont perpendiculaires au grand cercle dont ces
points sont les pôles.

Nous reviendrons plus loin sur cette particularité.
Pour comparer deux déterminations métriques au m oven

d'images sphériques, comme nous l'avons fait au moven d'images
planes, prenons sur la sphère, pour système de référence, deux
grands cercles rectangulaires se coupant en un point O, pris
pour origine.
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Les coordonnées d'un point M seront les longueurs X et Y

des arcs de ces grands cercles compris entre le point 0 et les

grands cercles menés par M perpendiculairement aux premiers.
Les trois coordonnées du point M par rapport a un système

trirectangulaire ayant pour origine le centre de la sphère, un des

axes passant par le point 0, ont pour expression :

Cos irsin TT

Cos2 ~ -j-Cos2 -
Y
~R ~~ r >

X
Cos- — r >

Y '

C°s--

r X
Cos _- Cos

Y
IT

\J Cos2 A- + Cos2
Y

"k"--Cos2-pYii
r-

Y

Ü

r Y
Cos —-H

• Sin -
X
TT

y/ Cos2-—-|-Cos2
Y

~LÏ Cos2T r >Y-Los- —

On vérifiera que tout déplacement sans déformation de la

sphère, savoir une rotation autour de son centre, laisse invariante
l'équation

X Y X Y
Cos2 —|-Cos2 Cos2 —— Cos2 «sa o.ii K. ii

ou

tg2ir ~^tg2 rr +I =0"
Posons

X Y
x tgTT' J —Rts-qp

Tout déplacement sans déformation de la sphère sera représenté

par une transformation projective en x et y conservant Léqua-
tion quadratique :

r2 + r2-fR2=o.

Un grand cercle de la sphère a une équation de la forme

X Y X Y X Y
a Cos Tr- Sin \- b Cos Sin J- c Cos — Cos — o.

K i\ ii il iv ii
OU

ax by c—~ o.

La position d'un point sur la sphère est une fonction périodi-
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que des coordonnées X et Y, de sorte que les systèmes de valeurs

X, Y et X + 2ttR5 Y + m.fc R, représentent le même point.
Les coordonnées x et y sont également des fonctions périodiques

de X et Y, mais de période tc R, de sorte qu'aux deux

points X, Y et X -|- tc R, Y -f- iz R correspond le même système
de valeurs #, y.

En laissant de côté un des deux points correspondants à x et

y, on ne considère, en faisant varier x et y de — oo à + co que
la demi-sphère limitée par un grand cercle ayant pour pôle le

point 0. Le groupe euclidien ayant un contact en 0 avec le groupe
des déplacements sphériques est représenté par le groupe pro-
jectif continu en x, yv conservant l'équation

x2+y2 o.

La courbe de l'infini relatif à ee système euclidien est le grand
cercle ayant pour pôle le point O.

Par un de ces déplacements euclidiens, un point quelconque
de la demi-spère ne pourra jamais atteindre ce grand cercle.

Les rotations euclidiennes autour du point 0 se confondent
avec les rotations sphériques.

Une translation euclidienne sera une transformation dans

laquelle tous les points décrivent des grands cercles perpendiculaires

a un même grand cercle passant par le point O. On voit
que ces grands cercles rencontrent le grand cercle de l'infini au
même point. Ils jouent le rôle des parallèles de la géométrie
plane ordinaire.

Ainsi se trouvent réalisées, sur la sphère, deux géométries : l'une
non-euclidienne, qui est relative aux déplacements vulgaires de
la sphère ; l'autre euclidienne, qui comprend un ensemble de
de propriétés susceptibles d'être exprimées par les mêmes
propositions que les propriétés de la géométrie plane ordinaire.

III
L'Infini géométrique.

Diverses conceptions de la ligne droite et du plan. — Nous
nous sommes efforcés, dans les pages précédentes, en variant
les ligures que l'on peut faire correspondre a une même relation
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