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J'appelle mouvement axial un mouvement défini par des

déplacements axiaux. Un tel mouvement est à deux paramètres. 1

appelle mouvement hélicoïdal un mouvement axial dans lecpiel

l'angle de rotation varie proportionnellement à 1 amplitude du

glissement.
Après avoir défini deux plans perpendiculaires, on démontrera

les théorèmes suivants :

73. — Théorème. Si deux plans sont perpendiculaires et si d'un

point de l'un on abaisse la perpendiculaire D sur Vintersection,
cette droite D est perpendiculaire à l'autre plan.

74. — Théorème. Si deux plans sont perpendiculaires et si par
un point de Vintersection on mène la perpendiculaire à l un, elle
est dans l'autre.

75. — Théorème. Deux perpendiculaires à un même plan sont
dans le même plan.

76. — Théorème. Par un point pris hors d'un plan on peut abaisser

sur ce plan une perpendiculaire et une seule.
77. — Théorème. Si deux plans sont perpendiculaires et si d un

point de l'un on abaisse la perpendiculaire sur l'autre, elle est

toute entière dans le premier.
On étudiera ensuite les projections orthogonales, la symétrie,

les perpendiculaires et les obliques, les triangles, les trièdres.

II. — LES TRANSLATIONS

Glissements plans rectilignes.

78. — Définition. J'appelle espace euclidien, tout espace loba-
tschefskien qui satisfait au postulat suivant.

79. — Postulat XII. Le groupe des déplacements lobatschefside tis
admet un sous-groupe invariant.

Les déplacements d'un espace euclidien s'appelleront des
déplacements euclidiens. Les déplacements du sous-groupe invariant
s'appellent des translations.

Un mouvement de translation est un mouvement défini par un
ensemble continu de translations.

80. — Théorème. Toute translation qui laisse un point fixe est la
translation identique.

Supposons qu'une translation T laisse fixe un point A. D'après
un théorème précédent, cette translation serait équivalente à une
rotation R0, d'angle a autour d'un axe J0 passant par A.

Je dis que, s'il en était ainsi, toute translation serait une rotation.

En effet, une rotation R, d'angle «, autour d'un axe quelconque

J, peut être considérée comme la transformée de la rotation R0
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par un des déplacements qui amènent JQ sur J. Comme les
translations forment un sous-groupe invariant, la rotation R serait
encore une translation.

De plus, toutes les rotations d'angle a, 2a, na seraient des
translations, puisque les translations forment un groupe.

Je dis maintenant qu'une rotation R d'angle quelconque serait
une translation. Pour le prouver, je vais montrer qu'on peut
toujours considérer une rotation quelconque R d'angle p autour d'un
axe A. comme le produit de deux rotations R4 et R2, d'angle a,
autour de deux axes Ai et concourants en 0 sur A. Si on construit
en effet les droites D4 et I)2 telles que

Dt — D

et

D2 I)

Ri
2

on sait que A devra être perpendiculaire à 1), et D2 et p 2 (D1, D2i
si R R4 R2

Or le trièdre 0,DD4D2 est isocèle ; ses faces sont égales à ^ et

la base à ~ Cherchons si on peut construire ce trièdre connaissant

^ et &
* Si nous'menons par D le plan DX perpendiculaire

au plan D4D2, nous sommes ramenés à construire le trièdre
rectangle DD4X. Comme X est la projection de D4 sur le plan DX,
nous devons mener par le point O, dans le plan DX, une semi-

droite D qui fasse avec D4 un angle égal à ^ ; comme l'angle de

D4 avec X est égal à y on sait que le problème est possible si

Si cette condition est remplie, la rotation donnée R serait le

produit de deux rotations R4 etR2 d'angle a. Comme ces rotations
seraient des translations, et que les translations forment un

groupe, R serait une translation.
Si la condition précédente n'est pas remplie, on peut trouver

une rotation PC d'angle p' t telle que l'on ait :
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en prenant n assez grand. Alors la rotation R' serait une translation

et il en serait de même de la rotation R R"z

Donc, si une translation laissait fixe un point A, sans être la
translation identique, toutes les rotations seraient des translations.

Par suite un déplacement quelconcjue serait aussi une
translation, puisque tout déplacement est le produit de deux rotations;
et le groupe des translations ne serait pas un sous-groupe du

groupe des déplacements, mais ce groupe lui-même.
81. — Corollaire. Il y a une translation et une seule qui amène

un point A en un point donné A'.
Soit T0 une translation quelconque qui amène un point

quelconque M en M'. On peut toujours construire un triangle isocèle
AA"A' ayant AA' pour base et tel que AA" A/A" MM'. Effectuons

un déplacement qui amène MM' sur AA". La translation T0
se transforme en une translation qui amène A en A" puisque les
translations forment un sous-groupe invariant. De même il y a

nue translation T" qui amène A" sur A'. Donc A' provient de A

par le produit T'T", c'est-à-dire par une translation T.
Il n'y a qu'une translation T qui amène A sur A'. S'il y en avait

une autre T., la translation TdT
1

laisserait A fixe. Ce serait la
translation identique et on aurait T Ti

Une translation est donc clairement désignée par deux points
homologues.

82. — Remarque. Pour définir un mouvement de translation il
suffit de se donner un ensemble continu de points M' homologues
de M et comprenant le point M. Le mouvement peut donc être à
3, 2, 1 paramètres. S'il est à un paramètre, il suffit de se donner
la trajectoire du point M. Si cette trajectoire est rectiligne le
mouvement de translation est dit mouvement de translation
rectiligne.

88. —.Théorème. Dans une translation, toute- droite qui joint
deux points homologues glisse sur elle-même.

Soient la translation T et un point A. Posons B ~ AT et
C BT. Désignons par R une rotation quelconque autour de AB
de sorte que A AR, B BR, C CR. Puisque les translations

forment un sous-groupe invariant, la transformée de T
par R est une translation T', telle que B AT' et C BT'.
D'où :

B BT~V

Donc T T' est la translation identique. Par suite, comme on a

aussi C Cl 1 C' et C sont confondus. Donc C est sur la
charnière AB.

85. — Corollaire. Dans un mouvement de translation rectiligne
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tous les points décrivent des droites. On appelle ces droites des
glissières.

Théorème. Dans une translation, tout plan qui passe par une
glissière glisse sur lui-même.

Considérons en effet la translation T qui amène M en M'. Soit P

un semi-plan d'arête MM', P' sa position homologue. P' dérive
de P par un mouvement axial A GR.. G étant le mouvement de
glissement plan rectiligne cle P et de MM' sur eux-mêmes, et
d'amplitude MM', R le mouvement de rotation d'angle a qui amène
P sur P'. Considérons le mouvement de translation rectiligne
MM'. Puisqu'il est défini par un ensemble continu de translations,

a varie d'une manière continue dans ce mouvement et on
peut trouver un nombre entier n assez grand tel que a passe par

idr
la valeur comprise entre zéro et a. A cet instant le point M est

n

venu en M1 entre MM', tel que MMi — a, par un mouvement de
translation T0, qui est un mouvement axial d'amplitude a et

kdr
d'angle —- Dès lors, le mouvement de translation T sera un
mouvement axial d'amplitude na et d'angle kdr, et par suite sera
équivalent à un glissement plan rectiligne.

Donc toutes les translations d'amplitude na sont des
glissements plans rectilignes. Si nous construisons dans le semi-
plan P le triangle isocèle MM"M' de base MM' et de côtés na, la
translation MM" est un glissement plan rectiligne ; de même la
translation M"M'. Le produit de ces deux translations, c'est-à-dire
la translation MM' est donc aussi un glissement plan rectiligne.

Tout plan passant par une glissière s'appelle un plan de
glissement.

85. — Théorèmi;. La transformée d'une translation par une
transposition autour d'une perpendiculaire ci un plan de glissement

est la translation inverse.
Soit O est le pied de la perpendiculaire Os sur le plan P, et 1

une translation. Soit O' — OT. La transposition autour de Ü3
laisse O fixe et amène O' en 0'x dans le plan P. O j est symétrique

de O' par rapport à O. La transformée de T est la translation
qui Amène O en O', ; c'est manifestement la translation inverse
de T.

86. — Théorème. Le produit de deux translations est commutatif.
Soit en effet T une translation qui amène O en O'. Puis T' une

translation qui amène O' en O". Faisons la transposition autour
de la perpendiculaire au milieu de O'O", au plan OO'O". O vient
en O", O" en 0 et O' en 01 Or la translation qui amène O en 0[
est la transformée de'celle qui amène O" en O', c'est donc
l'inverse de T'~~ c'est-à-dire T'. De même la translation qui amène
Oj en 0" est égale à T. Donc TT' T'T.



LE GROUPE DES DÉPLACEMENTS 97

La théorie des parallèles.

La théorie des parallèles peut ensuite être faite comme l'a si
clairement exposé M. Carlo Bouklet dans son Cours abrège de
Géométrie. La seule démonstration un peu pénible de cette théorie

s si deux droites sont parallèles, toute droite qui coupe Lune coupe
l'autre), peut être simplifiée en introduisant la notion de bande
de plan.

Immédiatement après, se place le théorème des projections, la
définition du sinus et du cosinus. Cette théorie, complétée par la
notion de produit géométrique, permet de traiter toutes les questions

de relations métriques sans parler de triangles semblables.
Enfin, la dernière partie de la Géométrie élémentaire comprendrait

l'étude des transformations : homothétie, similitude (triangles
semblables), inversion, transformation par pôles et polaires
réciproques.

*

J'ai voulu montrer dans cette note, que si on prend pour base de
la Géométrie élémentaire l'existence du groupe des déplacements,
on a besoin de moins de postulats que dans l'exposition
classique due à Euclide ; que ces postulats peuvent être plus nettement
posés; que lorsqu'on les a admis, on n'a plus besoin de recourir
à l'expérience et que, par suite, cette exposition, au point de vue
purement logique, vaut au moins autant que celle d'Euclide. Si,
d'autre part, cette façon de présenter les choses permet aux élèves
de suivre de plus près les réalités ; si elle les initie, par
l'introduction de la notion de groupe de transformations, aux méthodes
les plus fécondes de la Géométrie moderne, de sorte, comme l'a
dit M. Bourlet4, qu'elle descend plus bas et monte plus haut que
celle qui a cours, il semble qu'on doive faire des efforts pour la
faire pénétrer dans l'enseignement.

Je serais heureux si la présente note pouvait aider les professeurs

dans les tentatives qu'ils feront dans cette voie.
Th. Rousseau (Lycée de Dijon).

1 Nouvelles Annales de Mathématiques, novembre 1905.

L'Enseignement mathém., 11e année; 1909.
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