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SUR LES ÉQUATIONS TRANSGENDANTES

QUI SE PRÉSENTENT
DANS LA THÉORIE DES TIGES ÉLASTIQUES

PAR

M. Paschoud (Lausanne).

1. — Dans leurs FMiktionen tafein mit Formeln und Kurven
(Teubner, 1909), MM. Jahnke et Emde donnent (p. 2 et 3) les
racines de diverses équations transcendantes, parmi
lesquelles se trouvent les suivantes :

cos .x- ch x =z ±: i et tg x colh x ~ — 1

OÙ

ex + e~x ex _l_ e~xchx — et coth x -—X—

Il semble intéressant de remarquer que les racines de
1 équation tgx coth^zrz — 1 se déduisent immédiatement de
celles de l'équation cos x ch x — 1, fait qui paraît avoir
échappé à MM. Jahnke et Emde.

Plus généralement, il est facile de montrer que des racines
des équations cos .3? ch x Hb; on déduit celles des équations

tg x coth x ± 1 et igx ih x— ± 1

2. Les équations transcendantes indiquées ci-dessus se
présentent dans la théorie du mouvement vibratoire des
tiges élastiques.

On sait que l'équation du mouvement vibratoire d'une telle
tige est

S+»-S=«- f»
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y est l'ordonnée d'un point d'abscisse x, t est le temps, k

le moment d'inertie de la section de la barre, 62 E///, où

E est le module d'élasticité et a la niasse de la tige par unité

de longueur.
Pour intégrer (1), on pose

(k}) 2,y u cos I
-Tg mzt

u étant fonction d'x seul; l est la longueur de la tige, m un

nombre à déterminer. En portant cette expression de y
dans (1), il vient pour u l'équation

— -u. (2
dx4 /4

Si T est la période de vibration, on a

2tu l2
T

kbm2

Pour déterminer complètement u, il faut encore indiquer
les conditions aux extrémités de la tige, qui sont:

pour un bout libre :

S=°. £=•
pour un bout appuyé :

d2 u
u 0 —-9 z= 0 ;

dx2 '

pour un bout encastré :

du
u 0 — 0

dx

L'intégrale de (2) s'écrit, sous forme symétrique,

/ mx mx\ „/ mx ,mx\ mx \ i.mx\
u A (cos-y- -f ch-y-j + B( cos— ch—j~ J -j- C( sin —j (- sh —— \

_ / mx mx
+ 0^" —-sh —

A, B, C, D sonl les constantes d'intégration qui se détei<-

minent par les conditions aux extrémités de la tige.
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Ces conditions aux extrémités donnent:
pour une tigelibre à ses deux bouts :

cos m clt m — 1

pour une tige encastrée à ses deux bouts :

pour une tige appuyée àses deux bouts :

sin m — 0

pour une tige libre ci un bout, encastrée ci Vautre :

cos m clt m ~ — 1
}

pour une tige libre à un bout, appuyée à l'autre. :

lg m colh m — l

pour une tigeencastrée à un bout, appuyée à l'autre:

cos m ch m — 1

On reconnaît parmi ces équations transcendantes celles
dont nous avons parlé.

3. — Les deux plus importantes de ces équations,
cos mch m—. ± 1 ont été étudiées par Poisson
2e éd., t. II, p. 389 et suivantes).

Pour
cos m ch m n 1 jgj

Poisson remarque que lorsque m est grand, ch m est très
grand et positif. Donc pour que (3) soit satisfaite, il faut que
cos m soit très petit et positif, c'est-à-dire que m soit à peu
près de la forme (2 n+ l)~.

Pour m pair, la racine m,, correspondante est

mn < (2n+ l)f
et pour n impair,

mn>(2/i + 1) |
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Poisson pose alors

mn
^ D ßn >

où ßn est petit et positif et il calcule ßn par approximations

successives. Mais les valeurs qu'il donne pour les plus petites

racines de cos m ch m 1 et de cos ch m — 1 ne sont

pas exactes.
Lord Rayleigh (TheTheoryof Sound, 2e édit., t. 1, p.

et suivantes) a repris le calcul des racines des deux équations

cos ira ch ira ± 1 et, par approximations successives,

il calcule les valeurs exactes de ces racines. Ce sont, pour

cos m ch m — 1 :

ml — 0 m2 4,7300408

m8 7,8532046 10,9956078

m — 14,1371655 m6 17,2787596

Au-delà, avec sept décimales exactes,

mn i(2n + l)x

Pour l'équation
cos 7 ilch m — 1

Lord Rayleigh trouve

77!, 1,875104 7712 4,694098

7772 7,854757 10,995541

777^ 14,137168 77ig 17,278759

Au-delà, m„ — ~(2/i — 1)tt, avec six décimales exactes.

4. — Des calculs analogues à ceux de Lord Rayleigh
permettraient de trouver les racines des équations

ig m coth m =z ± 1 et tg ni th — ± 1

Nous allons les déduire de celles de (3) et de (4).

5. — Partons de
cos 2in ch 2ni 1 ; (5)
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cette équation s'écrit

(2 cos2 m — 1) (2 ch2 m — 1) 1
cos2 m ch2 m

ou enfin
1 + tg2 m 1 -f th2 m

c'est-à-dire tg;?z coth m ± 1.
Les racines de (5) se décomposent donc en deux groupesqui sont formés respectivement par les doubles des racinesde tg mcoth m letde t gmcothm=_ 1.
On a ainsi, pour les racines de t coth l

m_n 7,8532046
m!— 0 i»s— 3,9266023

14.1371655
"h g — 7.0685825

et, au-delà,

«J(l+1 (2« +

Les racines de tgm coth /« — 1 sont

4,7300408
_ 10,9956078

2 ~ 2,dbö020.t m— 5,^878039

et, au-delà,

17,2787596
m6

2 — 8,6393798

Cette dernière équation tg.n coth». _ 1 a été rencoii-tree par M. Föppl dans un problème concernant les vibrations

propres d'un navire TechMechanik, 4e édit.,t. IV, p. 268). M. Föppl trouve ses racines, par tâtonnements'
en se servant de tables de fonctions hyperboliques et de
I onctions circulaires.

6. La décomposition des racines de cos 2m ch «2 1
en deux groupes pouvait être prévue. On sait en effet qu'une
tige élastique, de longueur /, libre à ses deux bouts et qui
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vibre de façon à avoir un nœud en son milieu, se partage en

deux tiges, de longueur i, dont chacune vibre comme si

elle avait une extrémité libre et 1 autre appuyee.

Pour la barre entière, vibrant de la façon indiquée, il faut

donner à m les valeurs des racines mt, "h ••• de ^ équa-

tion cos m chm 1.

La période T correspondant à ce mode de vibration est

rp
2*P

—kbm2\
Pour chacune des deux demi-barres, libres à un bout et

appuyées à l'autre, en lesquelles la barre totale se divise,

la période de la vibration est la même. Puisque la longueur

de ces barres est pour que T ne change pas, il faut que

m prenne les valeurs f ^ > T ' - et oes valeurS Ser°nt

des racines de l'équation tg m colli m 1, qui doit être vérifiée

dans le cas d'une barre libre à un bout et appuyée à

l'autre (n° 2).
7. — Gomme au ïi° 5, on voit que l'équation

cos 2m ch 2m — 1 (6)

peut s'écrire
tg m th m db '1

•

Les racines de (6) se décomposent donc aussi en deux

groupes qui sont formés respectivement par les doubles des

racines de tg m th m —1 et tg m th m — 1.

On a donc, pour les racines de tg th — 1

1,87^1Q4 0,937552 m3
7'85*757

3,927378

_ 14,137168 _ 7>068584

et, au-delà,

m2«+l — " + 2) 2
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Les racines de tgm th m— 1 sont

4,694098 10 995541m. — 9 3 A7IV.Q iu,yyoo<*l2,347049 ,„4 5f497770

8,639379

2

17,278759

et, au-delà,
2

1
<2n 2,2

7Z

8. Si, pour plus de symétrie, on prend pour origine
des coordonnées le milieu de la barre, on voit que pour une
barre libre à ses deux extrémités, m doit satisfaire soit à
l'équation tg m coth m 1, soit à tg m eoth 1.

Pour une barre libre à un bout et encastrée à l'autre, on
trouve de même que m doit être solution soit de--

tg m lh m 1 soit de tgi»thni=_l
Ceci montre bien encore les relations qu'il y a entre les

racines des six équations transcendantes considérées.

MÉLANGES ET CORRESPONDANCE

A propos d'un article sur la rectification approchée
des arcs de cercle.

Après avoir indiqué, dans son étude sur la rectification approchée
des arcs de cercle [E. M., tome XX, p. 215), une dernière

variante de la construction à laquelle il a été conduit, M. E. Pleskot
ajoute (p. 218) : « La valeur approchée est identique à celle qu'onobtient par la construction donnée par M. d'Ocagne. » C'est qu'eneffet les deux constructions sont elles-mêmes identiques. Il suffit,
pour s'en convaincre, de compléter la fig. 4 de la page 217 en
appelant P le point de rencontre de la droite AC et du cercle K,
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