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c’est-a-dire p = 0. Maintenant dans 'expression (2), démontrée pour
p > 0, passant & la limite pour p = 0, tous les termes doivent étre
étudiés séparément, et apres les conclusions qui s’y rattachent, on
ne doit plus penser & la relation (1) et & celle dont elle a été déduite,
toujours dans '’hypothése s > 1. De plus il faut observer que Dirichlet
démontre, et n’admet pas, comme dit M. Aubry, quelim log L, =+ oo
(p. 598, § 11). s=!

Lobjection de M. L. Aubry, qui consiste dans Pexamen des rela-
tions dont on déduit (2), pour s = 1, n’est pas compatible avec les
considérations du passage a la limite, qui suivent ces relations.

Génes, le 27 juillet 1921,

CHRONIQUE

Académie des Sciences de Paris. — Prix décernés.

Mathématiques. — Prix Francceur (1000 fr.), M. René Bairg, pro-
fesseur a la Faculté de Dijon.

Mécanigue. — Prix Montyon (700 fr.), M. E. Foucut. — Prix
Poncelet (2000 fr.), M. JouGuer, professeur a I'Ecole des Mines. —
Prix Boileau (1300 fr.), M. MaILLET, professeur a ’Ecole des Ponts
et Chaussées.

Astronomie. — Prix Lalande (540 fr.), M. P. STROBANT, directeur
adjoint de 1’Observatoire de Belgique. — Prix Valz (460 fr.), M.
Trousser, astronome a I’Observatoire de Bordeaux. — Prix G. de
Pontécoulant (700 fr.), M. CrOMMELIN, astronome & I’Observatoire
de Greenwich.

Priz générauxr. — Prix Petit d’Ormoy, sciences mathématiques
(10.000 fr.). Le prix est décerné a feu Georges HumMBERT, membre
de I'’Académie, pour I'ensemble de ses travaux. — Prix Saintour
(3000 fr.), M. Pierre Boutroux, professeur au Collége de France,
pour ses travaux sur la théorie des équations différentielles et ses
études sur I'histoire de la philosophie des Sciences.

Fonds de recherches scientifigues. — Fondation Henri Becquerel
(prix de 3000 fr.), M. Camille Frammarion, directeur de I’Observa-
toire de Juvisy, pour 'ensemble de son ceuvre scientifique.
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Académie Royale de Belgique.

Priz décernés. — La Classe des Sciences a décerné un prix de
mathématiques & M. P. MonteL (Paris), pour son Mémoire «Sur
les familles quasinormales de fonctions holomorphes. Un autre prix
de mathématiques a ¢été atteibué a M. L. Goprauvx (Bruxelles),
auteur du Mémoire «Sur les transformations rationnelles de Jonquiéres
de Tespace ».

Concours de 1923. — La Classe de sciences met au concours les
questions suivantes:

I. On demande une contribution importante a la géométrie infi-
nitésimale.

II. On demande une contribution au probléme des corps dans la
théorie d’Einstein.

Pour chacune des questions, ’Académie peut accorder un prix de
1500 fr. — Délai: 1er aout 1922.

Conférences mathématiques a Bruxelles.

I. — A V/nstitut des Hautes Etudes de Belgigue (anciennement
Université Nouvelle) M. KraiTcHIK a exposé en 25 lecons pendant le
dernier trimestre 1920, la Théorie des Abaques et ses applications.

Le 20 décembre 1920, le méme auteur a fait une conférence spéciale
sur la Nomographie.

Le 19 mai 1921, M. KraiTcHIK a terminé son cours sur la théorie
des nombres. Procédés graphiques et applications a la factorisation.

Le 23 mai, M. Pierre BouTroux a fait une conférence sur I'Euvre
scientifique de Pascal.

Les 30 et 31 mai, M. Charles Moureu, membre de I'Institut, a fait
deux conférences avec projections lumineuses sur les gaz rares des
gaz naturels.

M. A. GErARDIN, de Nancy, a fait les 2, 3 et 4 juin, trois conférences
sur les sujets suivants: Carrés magiques en nombres tous premiers.
Construction mécanique; applications au tissage, & I’ameublement, aux
mosaiques et aux travaux de dames. — Les jeux et les nombres entiers.
Historique. Questions attachantes pour parents et enfants. Enseigne-
ment visuel. Nombres pensés. — La Théorie des Nombres. Son domaine
et son histoire. L’avenir passionnant de cette « Reine des Sciences ».

II. — Deuxieme quinzaine internationale (20 aott-b septembre) au
Palais Mondial (Cinquantenaire). — Le 24 ao0t 1921, conférence de
M. Paul OtLET, sur la question bibliographique et documentaire.

Les 1, 2 et 3 septembre, M. A. GEraArDIN a fait trois conférences
dont voici les titres: Origine de nos chiffres. Systémes de numéra-
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tion. — Questions d’analyse indéterminée en nombres entiers, sur les
degrés 2, 3 et 4. Méthode universelle. — Polynomes de degrés quel-
conques ne donnant que des nombres premiers pour les premiéres
valeurs de la variable.

Aux mémes dates, M. Krarrcuix a fait trois conférences sur la
nomographie (abaques). Aprés avoir exposé une théorie sommaire des
différents modes de représentation graphique, 'auteur — qui depuis
des années fait des abaques pour les divers services de la Société
Financiére de Transports et d’Entreprises Industrielles — a montré
différents abaques; la plupart sont faits pour les besoins de la sus-
dite Société. I1 a exposé plus en détail le Tokométre (dont il est parlé
spécialement dans la chronique A. F. A. S. 1921). 11 est vraiment
regrettable que cet appareil, d’une utilité indiscutable pour les ban-
quiers soit si peu connu. Et cependant il existe sous sa forme actuelle
depuis 1914, et il a été utilisé avec succes.

94° Gongreés des Sociétés savantes, Paris, mars 1921.

La section des Sciences, sous-section de mathématiques et astro-
nomie s’est réunie a la Sorbonne le mardi 29 mars 1921, a 14 h. 30
sous la présidence de M. Bicourp AN, membre de I'Institut et du Comité
des travaux historiques et scientifiques.

M. Bigourdan donne lecture de certaing paragraphes de son mé-
moire: Un essai d’Institut d’optique au XVIIIe siécle, a Paris.
L’auteur raconte les efforts faits sous Louis XV et Louis XVI pour
créer & Poissy le cabinet de physique du roi. On devait y perfection-
ner ou y construire les instruments d’optique et principalement
d’astronomie.

L’impulsion la plus vigoureuse a été donnée a cette institution par
I’abbé Rochon qui construisit divers appareils encore utilisés de nos
jours. On lui doit la découverte de la distribution de la chaleur dans
le spectre, puis le spectre infra-rouge, les miroirs de platine, le prisme
objectif, etc...

Ce cabinet de physique fut supprimé en 1790.

M. A. GErarpin, de Nancy, présente une communication sur la
Primalité et la Factorisation, suite de ses recherches pourle 53¢ Congrés
des Sociétés savantes.

Par exemple:

N=27_1, q premier — 2n -+ 1
s1

— ‘ — g2 \
Uy, = — 3 avec la loi Uy = U, (mod. N)

et u, = 3, le nombre N est premier s’il n’est pas divisible par 6gz -+ 1.
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Lorsque N est composé, us, est différent de — 3; on poursuit le
caleul jusqu’a la rencontre d’un deuxiéme nceud ce qui donne la facto-
risation.

Exemple:
g —= 11, N = 2047 ,

3.9, 81, 420, 358, — 797, 639, 968, — 502, 223, 601, 929, — 793, 420

Les diviseurs sont donnés par 793 — 81>

M. H. GROUILLER, assistant & I’Observatoire de Lyon, envoie une
note pour la septiéme question du programme: Utilisation d’une série
importante d’observations non encore publiées d’étoiles variables.

Les travaux de la Section de mathématiques et d’astronomie
de I’Association frangaise pour I’Avancement des Sciences.

Congrés de Rouen, 1-6 aoit 1921.

Les sections I et I1 (mathématiques, astronomie, géodésie, méca-
nique) ont fonctionné du premier au six aolt sous la présidence de
M. Lerieuvre (Rouen), assisté de M. A. GErarpin (Nancy), comme
Secrétaire. MM. J. pE Lassvus (Paris) et M. Kraircaik (Bruxelles)
ont été élus Vice-Présidents.

Communications présentées.

1. — M. LeELIEUVRE. — Note sur les surfaces cerclées. — L’auteur
montre la possibilité d’arriver sans intégration a la représentation
paramétrique des surfaces cerclées rapportées a leurs génératrices
circulaires et aux trajectoires orthogonales de ces génératrices.

2. — M. J. ve Lassus. — Sur un compresseur rotatif dit « hydro-
mécanique ».

3. — M. Krarrcuix. — Applications industrielles des abagues.
Tokomeétre. Calcul des titres & revenu fire. — IL’auteur montre les

ressources que la théorie des abaques offre aux applications indus-
trielles. Il a fait un abaque pour les calculs concernant les obligations
(titres & revenu fixe). Cet abaque est un véritable appareil, car I'échelle
mobile se déplace dans deux directions par des dispositifs mécaniques.
Au moyen de cet appareil, que I'inventeur appelle « Tokométre » (du
grec Tokos = intérét) on peut résoudre par simple lecture, done pour
ainsi dire instantanément, les problémes suivants: |

a) Etant donné le taux effectif qu’on se propose de réaliser par un
placement en obligations, trouver la parité (prix) d’un titre.
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b) Etant donné le prix d’un titre (cote de la Bourse) trouver le
taux effectif. (Partant, on trouve le placement le plus avantageux
entre plusieurs titres).

¢) Trouver le taux d’une annuité donnée.

4. — M. Emile Beror, Vice-Président de la Société Astronomique
de France, adresse son mémoire. — Sur I'évolution de la Cosmogonie
dualiste et tourbillonnaire. — La faillite de la cosmogonie jusqu’ici est
due & une faute de méthode dans la recherche. Les Astronomes ont
abandonné la méthode inductive suivie inconsciemment par Képier
trouvant des lois empiriques du systéme solaire d’ou Newton put
remonter & une hypothése explicative. C’est en reprenant cette mé-
thode et trouvant de nouvelles lois empiriques de notre systéme que
Iauteur a pu fonder la nouvelle cosmogonie dualiste qui explique
I'origine des Mondes dans tous leurs détails et dans toutes leurs formes.

Voiel la conclusion du mémoire: Tous les étres cosmiques comme
les étres organisés, doivent leur naissance & un dualisme ol se ren-
contrent deux procréateurs différents dans leur nature, qui transmet-
tent a leurs descendants les caractéres propres de leur espéce.

5. — M. J. CamEscasst (Paris) envoie un mémoire intitulé:
U Initiateur mathématique, et Uéducation mathématique objective (avec
fig. et tableaux). — Origines et procédés antérieurs. — Unité de la
Mathématique et Avantages de la Présentation stmultanée (Arithmé-
tique, Algébre, Géomeétrie) grace a la méthode ObJectlve E\:perlmen-
tale. — Indélébilité des Impressmns et connaissances acquises par
le contact et la vue des Formules et Phénoménes Mathématiques
matériellement présentés. — Connaissance et Compréhension instan-
tanée du systéme métrique décimal quand numération apprise par
PInitiateur Mathématique. — Régle des opérations Fondamentales
comprises parce que Objectives.

6. — M. Krarrcuik présente sa note Sur un procédé graphique de
criblage. — L’auteur explique en quelques mots son procédé qui sera

exposé avec détails dans le volume I de sa Théorie des Nombres, que
la maison Gauthier-Villars éditera fin 1921. Il donne deux exemples
de recherche des facteurs de grands nombres: :

258 1 927 1 1 — 15358129 >< 586 477 649 |
261 L 231 L1 = 3456749 > 667 055378 149 .
7. — M. CrAPIER envole un mémoire: Sur les équations aux déri-

vées partielles dont les caractéristiques sont des géodésiques sur les sur-
faces intégrales.

8. — M. A. GERARDIN. — Problémes sur des sommes de carrés
égalant d’ autres sommes de bicarrés « Solutions nouvelles ». — L’auteur

Ei

T ey P
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indique la bibliographie du sujet, donnée dans I'History of Theory
of Numbers de L. E. Dickson, et il rappelle que I'étude de toutes
ces questions se rameéne a

Am3 + Bm? +Cm +D =20, (1)

ou A, B, C, D sont des fonctions de nouvelles indéterminées. 11 a exposeé
ce procédé en deétail dans I'Intermédiaire des mathématiciens (1915,
pp. 149-161). . .

L’étude compléte de (1) se raméne & 11 cas généraux. Les identiteés
données par le procédé de Fermat, ou trouvées par d’autres mathé- -
maticiens découlent de I'un seulement de ces onze cas, dont ’ensemble
fournit bien toutes les solutions, comme M. G. Humbert I’a confirmé
par les hautes mathématiques. L’auteur utilise ici sa méthode uni-
verselle (Bull. Soc. Philom., 1911).

9. — M. Léon AuBRY envoie une note, présentée par M. A. GERAR-
pIN: Solutions récurrentes du systéme en nombres entiers

x? 4 2axy + by? = u? x? 4+ 2cxy + dy? = v? .

L’auteur a donné dans le Sphina-(Edipe (Numéro Spécial, avril
1920, p. 8-9), pour le cas particulier: ¢ = —3,b6 = —9,¢= —1,
d =3, que Ed. Lucas avait signalé a tort comme impossible, une
méthode qui permet de déduire par récurrence une infinité de solu-
tions de la solution immédiate x = u = ¢ = 1, y = 0. 1l généralise
cette méthode, pour tous les systémes dans lesquels on n’a pas ¢ = a
oub—a*=d-—c.

10. — M. R. GoorMAGHTIGH adresse un mémoire, présenté par
M. A. GirarpiN: Extension aux cycloidales de la propriété fondamen-
tale de la spirale logarithmique. — La spirale logarithmique coupe sous
un méme angle tous les rayons vecteurs menés du pole; or la spirale
appartient, avec la cycloide et les épi-hypo- et pseudocycloides, &
la classe des cycloidales, "caractérisées par I’équation intrinseque
o + Is* = a® L’auteur établit dans sa note le théoréme suivant:

Pour une cycloidale quelconque, il existe toujours dans Uespace un
point tel que les rayons vecteurs menés de ce point rencontrent tous la
courbe sous un méme angle.

Le pole n’est réel que pour les spirales logarithmiques et les pseudo-
cycloides avec rebroussements. Dans le cas de la cycloide ordinaire,
le pole est a P’infini. '

11. — M. PomEeY, Ingénieur des télégraphes, envoie un mémoire:
Remarques sur Uapplication du théoréme des moments cinétiques. — « La
vitesse de I'extrémité de 'axe du moment des quantités de mouve-
ment est équipollent & 'axe du moment des forces extérieures. » Dans
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un énoncé de ce genre tous les vecteurs sont censés ramenés paralle-
lement & eux-mémes 4 une méme origine. Qu’arrive-t-il si I’on prend

les moments par rapport & un point A animé d’une Vitesse_V*A ?
. —> . . .
St AK est le moment cinetique par rapport & A, M la masse du Sys-

~> : o, T
teme, V; la vitesse du centre de gravité, AJC le moment par rapport
a A des forces extérieures, on a:

d —> — > —
AR =AM — [V, MV ]

les crochets indiquant un produit vectoriel; ce terme complémentaire
provient de la vitesse du point A; la note a pour objet d’exposer sa
raison d’étre. .

En appliquant de méme le théoreme dans le mouvement autour du
centre de gravité, mais en prenant les moments par rapport a un point
A:

Le moment cinétique par rapport & A est le méme que par rapport
aGetlPona:

d _"*___ . —_> d =z
77 GK = AJTL + [GA, C—IQMVG:' :

Le terme complémentaire disparait quand A coincide avec G; il
faut remarquer que dans ce terme la dérivation ne porte que sur le
second facteur. |

12.— M. VironnET, astronome a Pobservatoire de Strasbourg:
Sur les Etoiles nouvelles et Etoiles géantes. — Le calcul permet de mon-
trer que les deux composantes d’une étoile double peuvent se rappro-
cher, se fusionner et produire une température intense, qui explique
les principaux caractéres des étoiles nouvelles. La pression de radiation,
due & cette température, peut repousser certaines fines particules
avec des vitesses comparables 4 celle de la lumiére, expliquer les nébu-
losités et les nébuleuses spirales, en tenant compte de la rotation ori-
ginelle. Ces nébulosités, en se contractant, peuvent former une enve-
loppe continue autour de. 1’étoile centrale, expliquer ainsi les étoiles
géantes, Bételgeuse, Antarés, d’un diamétre extérieur mesuré de 300
et 40 fois celui du soleil, expliquer les étoiles variables du genre
céphéide, et plusieurs phénomenes de notre soleil.

13. — M. A. GErARDIN présente 4 la Section Treize Lettres iné-
dites de J. J. Syloester et siz de Th. Pépir. adressées & Ed. Lucas de
1877 ¢ 1880. — Cette importante contribution a P'Histoire de la Théo-
rie des Nombres étudie surtout les solutions initiales de z° + y? = Az,

Aprés traduction et réajustemect, elles seront publiées au S phinz-
Edipe.
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14— M. A. GErARDIN., — Histoire des Sciences, un ancétre de la
presse mathématique frangaise : « Le Géométre ».— Ce recueil, a 'usage
des candidats aux écoles spéciales, était édité en 1836 a Paris par
Guillard. I’exemplaire, cartonné, contient quatorze feuilles 13 >< 21
et 9 planches. Gerono, Sturm, Miquel, Catalan, Terquem, Chasles...
s'y sont intéressés. On y trouve des mémoires, des questions et répon-
ses, la solution de certains concours généraux, et des problémes résolus
ignorés des mathématiciens et géomeétres modernes.

15.— M. A. GErRARDIN expose divers Procédés et problémes de calcul
mental, avec applications & des problémes des 2¢, 3¢, et 4© degrés. —
Partant d’une solution rationnelle de ax®> 4+ bx + ¢ = y?*, T'auteur
apprend & trouver foutes les solutions entiéres.

La juxtaposition de ses méthodes fournit une solution élégante de
la question.

16. — M. Trie1ER. — Mouvement d’une surface invariable, — Déter-
mination graphique de la caractéristique.

17. — M. le Cdt LitrE. — Principes de la rotation des fluides.

18. — M. CADENAT.— Sur des formes se reproduisant par la multr-
plication. '
Ainsi:
(@? + ab + %) (¢? + cd + d?) = e* + ef + [*
avec
e =ac + dla + b) , f= bec — ad ;
ou encore
e = ad 4+ b(c + d) f=ac— bd .
Le prochain Congrés se tiendra a Montpellier. Le président des
Sections I et II sera M. E. FaBRry, et le secrétaire M. A. GERARDIN.

Société mathématique suisse.
Réunion de Bdle, 8 mat 1921.

Les mathématiciens suisses ont tenu leur réunion de printemps &
Béle, le 8 mai 1921, sous la présidence de M. L. CrELiER, professeur
& 'Université de Berne. Donnant suite & un veeu qui avait été émis
en septembre 1920, & I'occasion du Congrés de Strasbourg, le Comité
avait invité les mathématiciens de Strasbourg & prendre part a la
réunion. :

L’ordre du jour comprenait deux conférences, 'une de M. FRECHET,
Directeur de I'Institut de mathématiques de 1'Université de Stras-
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bourg, autre de M. Gustave Duwmas, professeur a I’Université de
Lausanne, puis une série de courtes communications.

CONFERENCES.

1. — Conférence de M. Maurice FrECHET (Strasbourg). — Sur la
désaxiomatisation de la Science. — 1.’ auteur rappelle d’abord qu’ayant
fondé sur la méthode axiomatique la plupart de ses propres travaux,
il ne saurait étre suspecté de vouloir diminuer I'importance de cette
méthode.

Maus il estime qu’il serait dangereux de lui assigner un réle exclusif.
Bien souvent cette méthode substitue 4 un concept d’ordre concret
un concept abstrait sur lequel on peut édifier des raisonnements rigou-
reux; mais il arrive trop souvent qu’on en applique les conséquences
a la réalité concréte en substituant sans s’en apercevoir le concept
concret qui était le but de étude au concept abstrait, base unique
de ces déductions logiques. I’auteur cite quelques exemples: la défi-
nition usuelle de la tangente impossible a réaliser graphiquement,
la définition de la différentielle totale exacte qu’on abandonne taci-
tement aprés 'avoir énoncée, ete... Il y aurait lieu d’introduire des
deéfinitions ou intervient 'ordre d’approximation admis pour 1’élé-
ment & définir. Par exemple,a titre d’indication, la dérivée moyenne
dans un intervalle de longueur ¢ remplacerait la dérivée exacte,
la valeur de ¢ étant trois ou quatre fois supérieure a I’épaisseur
concréte de la courbe, ete.

2. — Conférence de M. Gustave Dumas (Lausanne). — Tableaux
de Poincaré et propriélés topologiques des surfaces. — Poincaré, dans
ses recherches mémorables d’Analysis Situs, a fait usage de tableaux
permettant de caractériser, au point de vue topologique les variétés
d’un nombre quelconque de dimensions.

M. Gustave Dumas, dans une large esquisse, montre, & grands
traits, comment ces tableaux facilitent I’étude des propriétés des
surfaces bilatérales ou unilatérales de Pespace & trois dimensions et
comment le nombre permet de retrouver, d’'une maniére rigoureuse,
tous les résultats que I’on doit a I'intuition géométrique.

La méthode, dans son essence, fait correspondre 4 des polyédres,
tracés sur les surfaces, certaines formes bilinéaires.

Les polyédres sont orientés de la maniére indiquée par MM. Veblen
et Alexander, lesquels ont introduit encore, a4 propos des formes
ci-dessus, des systémes d’équations linéaires *.

Les solutions de ces systémes fournissent un moyen avantageux
de représenter les contours fermés. On est ainsi conduit directement

1 0. VesLen and J.-W. ALExANDER, Manifolds of N dimensions. Adnnals of Mathematics,
2me série, t. 14, p. 163, 1912-13.
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3 la notion d’homologie que Poincaré a introduite et dont la place
est prédominante dans ses travaux'. o o
La premiére formule d’Euler acquiert de son c6té une interpretation
facile 2, tandis que, d’un autre, on se trouve en possession d’un pro-
cédé commode donnant les contours d’encadrement ®.
Les questions d’homéomorphie, enfin, se greffent sans grande
difficulté sur ceci®. |
On sait, ce qu’en esprit de finesse, les plus illustres, les Riemann,
les Jordan, les M¢bius et, combien d’autres, ont dépensé d’ingéniosite
dans I'exploration de ce domaine si riche et si attrayant de I’Analysis
Situs, derniére citadelle, selon quelques-uns, de I'esprit de finesse.
Leurs efforts n’ont point été vains; mais, dans ce champ aussi,
grice au génie si varié et si illimité de Poincaré, I'on verra peu a peu
les tendances des Weierstrass et des Kronecker prédominer. Tant il
est vrai, comme souvent on I’a dit, que, si les nombres ne gouvernent
point le monde, ce sont eux néanmoins qui nous enseignent comment
le monde est gouverné.

COMMUNICATIONS.

1. — M. G. Vavriron (Strasbourg). — Sur les fonctions entiéres. —
Soit f(z) une fonction entiére d’ordre fini non entier p ; ’exposant de
convergence de la suite des zéros est égal & p. Soit r, le module du
n'me zéro, je dirai que la fonction est de premiére classe si la série

F
"
n

converge, dans le cas contraire qu’elle est de deuxiéme classe. En
m’appuyant sur une généralisation simple de I'inégalité de M. Jensen,
j’ai établi que, la condition nécessaire et suffisante pour que la fonc-
tion soit de premiére classe est que 'intégrale

log M (x) .
o

dans laquelle M(x) désigne le maximum de |f(z)| pour 2z = z, converge.
Si 'on désigne par R, le rapport rectifié du coefficient de rang n au

1 Gustave Dumas et Jules Criuarp, Sur les homologies de Poincaré. Comptes rendus de
UAc. des Sc., t. 171, p. 1113, 1920.

Voir aussi la thése « Questions d’Analysis Situs » présentée A 1'Université de Lausanne
par M. J. CHUARD.

Rendiconti del Circolo mat. di Palermo, t. 46.

2 Voir a ce propos: O. VEBLEN, An application of modular equations in Analysis Situs.
Annals of Mathematics, 2¢ Série, t. 14, p. 86, 1912-13,

3 Gustave Dumas, Sur les contours d'encadrement. Comptes rendus de Ac. des Sc.,
t. 972, p. 1221, 1921,

4 Gustave DumAs, Sar un tableau normal relatif aux surfaces unilatérales. Comptes rendus
de T'Ac. des Se., t. 174, p. 93, 1922, '
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coefficient de rang n — 1 dans le développement de Taylor de f(z),
on déduit de la proposition précédente que la série (1) converge ou
diverge en méme temps que la série :

S ”

Dans le cas de P’ordre p entier, la convergence de (3) entraine que le
genre est o — 1. Il résulte de 12 que la classe se conserve par la déri-
vation, que les fonctions f(z) — z sont toutes de méme classe; de
méme ces opérations conservent le genre dans le cas de ordre entier
lorsque (3) converge.

Comme application on voit que si I’on pose

et si 'on suppose que la série

>

converge, ou bien I’ordre de f(z) est moindre que %, ou bien Pordre est
k et la fonction de la premiére classe et si % est entier le genre est £ — 1
au plus (Voir la communication de M. PoLya & la derniére réunion de
la Société, Neuchatel, aott 1920. 1) Ens. Math., t. XXI, p. 217)

a/z—}—l

o’n

2. — M. R. Fuerer (Zurich). — Le critére de Kummer relatif au der-
nier théoréme de Fermat. — Afin de pouvoir appliquer les méthodes
de la théorie moderne des nombres & ’étude de Péquation de Fermat

at + b + =0 (/. nombre premier impair) , (1)

il faut d’abord remplacer la forme additive de 'énoncé de Fermat par
une forme multiplicative. Des transformations simples permettent
de ramener I’expression (1) &

(@ + bR)0 (@ + b1 . (@ 4 b7 ) -te = 40yt (2)
2mi
ou h =e ', r étant une racine primitive (mod. l) et r; le plus petit

reste positif de ri ¢ est un nombre du corps k(%) et p un nombre

. . b
déterminé par p = — ) (mod ).

La formule (2) est valable pour ¢ premier avec I. Elle fournit immé-
diatement les critéres de Wieferich et de F urtwaengler. On peut aussi
en déduire facilement les conditions de Kummer et de Mirimanoff,
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3. — M. Alex. VironNer (Strasbourg). — Variation de la masse et
de la distance d’une planéte dans un milieu résistant. — On suppose que
Patmosphére de la planéte absorbe toutes les particules rencontrées.
Alors sa distance au centre d’attraction varie en raison inverse du
carré de sa masse: m? r = const. I’équation du mouvement et 'équa-
tion de la trajectoire se déterminent facilement quand on se donne
la loi de variation de la densité du milieu. De deux planétes, celle dont
la valeur de m?r est la plus faible se rapproche le plus vite du soleil.
Le calcul montre que, quelque soit la loi de densité, les planétes n’ont
pas pu se former & des distances trés différentes des distances actuelles
sans se rencontrer.

4. — M. A. SprisEr (Zurich). — Sur la décomposition des nombres
premiers dans les corps algébriques. — Etant donnée une équation a
coefficients entiers

no__ J—1
2" = a,x + ...+ a,,

on peut former avec les nombres a,, @,_1, ... , @, une série récurrente
en commencant par n nombres entiers quelconques, par exemple par
0,...,0, 1. En réduisant les termes de cette série par un nombre pre-
mier p qui ne divise pas a,, on rec¢oit une série périodique. Soit u le
nombre de termes dans la période et soit f le plus petit nombre satis-
faisant 4 P'équation p/ = 1 (mod u), on démontre que f est le degré
des idéaux premiers divisant p dans le corps algébrique formé par les
racines de I’équation proposée.

»

5.— M. Maurice FricHET (Strasbourg). — Sur divers modes de conver-
gence. — Les ensembles de fonctions ou la limite d’une suite est défi-
nie au moyen d’une définition particuliére de la convergence donnent
lieu & une extension plus ou moins compléte des propriétés des ensem-
bles linéaires suivant que la définition adoptée pour la convergence
peut ou non s’énoncer au moyen d’un écart de deux fonctions.

La convergence uniforme, la convergence en moyenne de Fischer,
la convergence en mesure de F. Riesz convenablement généralisée,
la convergence relativement uniforme de E. H. Moore peuvent étre
définies par P'intermédiaire de.définitions, convenant a chaque cas,
de la distance de deux fonetions.

Dans un mémoire sous presse !, 'auteur a montré qu’au contraire
la convergence ordinaire, la convergence quasi-uniforme d’Arzela,
la convergence presque partout de Lebesgue ne peuvent étre définies
par 'intermédiaire d’une définition de I’écart, quelle qu’elle soit.

1 Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, 1921.
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6. — M. L.. CreLIER (Berne).— Sur la puissance de la droit.e‘.mLa

puissance d’une droite par rapport & un cercle que nous avons définie
par I'expression

P
~—

,_}_d
C—d

T
)
|
[

(84
ro
l

peut étre établie également sans difficultés par la géométrie synthé-

tique, en considérant la puissance d’une involution circulaire de points

et en passant a celle de I'involution circulaire des tangentes corres-
pondantes. La puissance de Iinvolution est alors égale a la puis-
sance de I’axe de I'involution par rapport au cercle considéré.

En outre tous les théorémes et toutes les constructions déduits de
la puissance d’un point par rapport a un cercle correspondent & des
théorémes et des constructions analogues déduits de la puissance d’une
droite.

Enfin la notion de puissance se laisse parfaitement étendre a la
sphére. Nous aurons la puissance d’un point et la puissance d’un plan
par rapport a une sphére avec .des propriétés analogues aux précé-
dentes.

Les propriétés involutives déduites de la théorie de la puissance du
point ou de la droite se retrouvent également dans la puissance du
point ou du plan par rapport 4 une spheére.

7.— M. L. Korrros (Zurich). — Invariants orthogonauzx de I'espace
@ n dimensions. — La généralisation, dans I'espace a n dimensions,
des notions de distance, d’angle et de courbure conduit aux résultats
suivants: :

1. En géométrie euclidienne, deux espaces linéaires ¢, et :, n’ayant
aucun point commun (dans le fini et a Pinfini) ont une seule perpen-
diculaire commune; il y en a plusieurs en géométrie non euclidienne.

2. Si e, et e (k4 1< n) ont un seul point commun, le nombre de

leurs angles ¢ est le plus petit des 4 nombres £, l,n—Fk,n—1. Ce -

résultat, démontré par Jorpan (Bull. soc. math., t. 1I1) avait été
trouvé (22 ans auparavant) par ScaLiFLI dans un mémoire: Theorie
der vielfachen Kontinuitit qui n’a été publié qu’en 1901. Schlifli appelle
facteur de projection d’un espace sur 'autre le produit des cosinus de
ces angles et le travail de Jordan permet de trouver Iéquation qui
détermine ces cosinus. La forme de cette équation ne montre pas immé-
diatement que ces angles ¢ sont réels, quand les espaces ¢, et ¢, le sont,.
Or, en prenant un des espaces donnés comme espace de coordonnées,
on trouve pour {g°c une équation séculaire; toutes les racines sont
donc réelles et, de plus, positives, car tg’p s’exprime, d’ailleurs, par

! Enseignement mathémalique, No 1-2, XI1Xe année. janvier-mars 1917,
Nowuvelles Annales de Mathématiques, 4¢ série, t. XVII, aott et septembre 1917.
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le quotient de 2 formes quadratiques définies et positives. Les cOtés
(my, ng) ... (m,n) de ces angles sont tels que chaque m; ou n; est

perpendiculaire & tous les m, et n, (ou A% 1). Sil'on considére les

éléments a P'infini de nos espaces, on déduit du résultat précédent un
théoréme de géométrie non euclidienne, car I’e,_y a l'infini d’un e,
euclidien est un espace de Riemann. Pour n = 4, on retrouve cette
proposition connue ': 2 droites gauches d’un espace de Riemann a
3 dimensions ont 2 perpendiculaires communes, toujours réelles, 'une
AA, correspond & un minimum de la distance, 'autre BB, a un maxi-
mum; 2 plans passant respectivement par les 2 droites ont un angle
maximum lorsqu’ils contiennent AA,, minimum quand ils passent
par BB,.

3. Pour généraliser la notion de courbure totale, nous utilisons un
théoréme de Jordan (C. R.; 79) (Euler pour n = 3). Considérons dans
e, = ey une «k-surface » définie par un systéme de £ équations
simultanées: z,,4; = fi(x,, ..., ,) pour =1 ..k; elle présente en
chaque point m directions rectangulaires telles que la somme des
carrés des angles formés par deux «k-plans» tangents consécutifs
divisée par ds? soit maximum ou minimum. En désignant ce quotient

1 1 . .
par it o T Pour chacune de ces m directions, nous appellerons
|8
1 m
courbure totale de la « k-surface » en un de ses points P le produit:
-
1 : , e : 0%/
¢ = ——————. Si I'on représente les dérivées secondes parr,, = ——
R, ... R, Lo dxda,

et la double somme }_Zrmrlb par le symbole (a, b), on trouve, en pre-
Ly

nant P pour origine et son «k-plan» tangent pour espace de coor-

données '

(1, 1) . . . . .1, m

\

(m, 1) . . . . .(m, m

i

Pour : =1, on a la surface: z, = f(z, ... ,—,) ; le" déterminant

?

ci-dessus est alors un carré parfait et Iexpression de la courbure
totale est:

| ) "lm

% f

¢ == | en posant
M[o.’xa

=r, (leta=1..m

r s 5 8 = al
mi mmn

(rt — s? pour n = 3).

! DawBoux. Principes de géom. anal., 1917, p. 310.

L’Enseignement mathém., 22¢ année; 1921 et 1922,
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8. — Chargé par le Comité de la Société mathématique suisse
d’introduire la question de 'adhésion de la Suisse & I’ Union interna-
tionale mathématique, M. H. Feur donne un apercu des statuts de
'Union adoptés a Strasbourg le 20 septembre 1920. Cette union se
rattache au Conseil international de recherches créé sous les aus-
pices de la Conférence internationale des académies. L’admission d’un
pays & ’Union est subordonnée aux conditions fixées par le Conseil
international de recherches. La Société helvétique des sciences natu-
relles ayant adhéré au Conseil international, en aott 1920, la. Société
mathématique suisse ne saurait se tenir 4 1’écart de 'Union inter-
nationale mathématique. La question sera soumise & I’assemblée
annuelle (Schaffhouse, aott 1921) aprés entente avec le Comité central
de la Société helvétique.

Société mathématique suisse.
Schaffhouse, 27 aout 1921,

La Société mathématique suisse a tenu sa onziéme réunion annuelle
a Schaffhouse, le 27 aott 1921, sous la présidence de M. le Prof.
L. CreLIER (Berne), & Poccasion de la cent-deuxiéme réunion annuelle
de la Société helvétique des sciences naturelles.

Dans sa séance administrative la Société a décide, a Punanimité,

“d’accord avec le Comité central de la Société helvétique, d’adhérer &

P Union internationale mathématique. Puis, aprés avoir donné décharge
au trésorier sortant de charge, elle a constitué comme suit le comité
pour les années 1922 et 1923: M. Gustave DumAs (Lausanne), prési-
dent; M. O. Spiess (Bale), vice-président; M. A. SPEISER (Zurich),
secretaire-trésorier.

La prochaine réunion annuelle aura lieu & Berne.

COMMUNICATIONS SCIENTIFIQUES.

1. — M. S. Bays (Fribourg). — Sur la généralisation du probléme des
treples de Steiner. — Appelons n-uple une combinaison n a n, et pro-
bléme des n-uples, le probléme suivant, généralisant le probleme des
triples de Steiner :

Pour quel nombre N d’éléments, peut-on trouver un SYSTEME DE
N-UPLES, conlenant UNE FOIS et UNE SEULE FOIS chaque (n — 1)-uple
de ces éléments*?

1 Exemple : Le triple 123 contient les trois couples 12, 13, 23, et le systéme de triples
(de Steiner) 123, 145, 167, 246, 257, 347, 356, contient une fois et une seule fois chaque couple
des sept éléments 1, 2, ..., 7. Voir Nerro, Combinatorik, chap. 10, p. 202,
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Je peux établir, pour ce probléme général, les résultats suivants:
La condition nécessaire pour l'existence d’un systéme de n-uples,
est intégrité de tous les quotients:

NN —1)(N—2) ..(N—n—4+2 (N—1)(N—2)..(N—n+2
- n' ' (n— 1)!
N—n-++2
g -

3 cee

I. Il y a, quel que soit n, indéfiniment des N remplissant cetle congfi-
tion nécessaire. 11 suffit de prendre N = m n! + n (m entier positif).

1. Pour un n donné, les N remplissant cette condition nécessaire,
sont tous les nombres N tels gue N — n n’est pas congru ¢ — 1, sutvant
un module PREMIER inférieur ou égal ¢ n. Ainsi le probléme des triples
(de Steiner) est possible pour tous les N tels que N — 3 m’est pas
— — 1 mod. 2 ou 3, ce qui donne les formes N = 6z 4 1 et 6z + 3.
Le probléme des quadruples est possible pour N = 6z + 2 et 6z + 4.
Le probléme des quintuples est possible pour tous les N tels que N —5
n’est pas = — 1 mod. 2, 3 ou 5; ete.

111. D’un systéme de n— uples avec N éléments, jobtiens un sys-
teme de (n— 1)uples avec N — 1 éléments, par suite un systeme de
(n — 2)-uples avec N — 2 éléments, etc. Si done, pour un certain n,
il n’existe plus de systémes de n-uples pour aucun N, il n’en existera
plus pour aucun n supérieur. Mais ceci est peu probable. Pour tout
N = 6z + 1 et 62 + 3, il existe des systémes de triples (de Steiner).

IV. Appelons systéme cycliqgue de n-uples, celui qui posséde le
groupe cyclique | (123 ... N){. On a le théoréme: les systémes cycliques
de n-uples vont par PAIRES de sysiémes conjugués; les 2 systemes de la
méme paire sont déductibles U'un de U'auire par la substitution |x, N — x|
et n’ont aucun n-uple commun.

Je puis donner des systémes de quadruples (n = 4) et de quin-
tuples (n = 5) pour les premiéres valeurs de N permises, et jai le
moyen de reconnaitre les systémes de n-uples différents, c¢’est-a-dire
ne provenant pas un de I'autre par une permutation des éléments.
Exemple: les éléments étant 0,1, ...,9,0', les 2 systemes cycliques
conjugués déterminés par ': - S

01235 01269 01278 01347 01368 01579
01239 01247 01256 01348 01357 01469

sont les 2 seuls systémes cycliques de quintuples pour 11 éléments.

! Chaque systéme est constitué des 66 quintuples découlant des 6 donnés par la- per-
matation cyelique (012 ... 0'). ' ' :
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2. — M. G. P6éLya (Zurich). — Sur les zéros des dérivées successives.
— 1. On désigne a comme paleur exceplionnelle de la fonction entiére
g(2), s1 la fonction g(z) — a n’a qu’un nombre fini de zéros. Supposons
que g(z) ne soit pas de la forme P(z) eQ(z) - a, ou P(z) et Q(z) sont des
polynomes et @ une constante. Alors au moins une des trois fonctions
8(2), g'(2), g" (z) ne posséde aucune valeur exceptionnelle.

2. Soit F(z) une fonction méromorphe. Le « champ d’activité » d’un
pole de F(z) soit défini comme I’ensemble des points plus rapprochés
du pole en question que des autres poles de F(z) ; le champ d’activité
de chaque péle est un polygone convexe. Les zéros des fonctions
F(z), F'(z), F'(z), ... forment un ensemble dénombrable; 1’ensemble
dérivé de celui-ci coincide avec la totalité des segments séparant les
champs d’activité des différents poles de F(z).

3. Soient P(z), Q(z) des polynomes, de degré p, ¢ respectivement,
q > 2. Posons F(z) = P(z) e, On peut déterminer I’ensemble
dérivé de 'ensemble dénombrable formé par les zéros des fonctions
F(z), F'(z), F"(z), ...: il consiste en q demi-droites issues de la racine
de Péquation linéaire Q([’—l)(z) = 0, partageant le plan en ¢ angles
égaux et tendant vers les directions dans lesquelles F(z) décroit le
plus vite.

3.— M. Chr. MosEr (Berne). — A propos d’équations se rapportant @
une association qui se renouvelle, avec application aux caisses d’assu-
rances sociales. — Soient H personnes qui se réunissent pour consti-
tuer une association. A la suite de diverses circonstances (déces, ete),
’association, que nous supposons tout d’abord fermée, c’est-a-dire
ne se renouvelant pas, sera devenue plus petite & Iépoque ¢. L.e nombre
des participants sera représenté a ce moment-1a par H.p(t), ou p()
désigne la probabilité pour un adhérent du début d’appartenir encore
a l'association au temps ¢, de telle sorte que p(0) =1 et p(0) = 0. La
fonction p(t) est supposée connue.

St I'association se renouvelle d’une maniére continue, dans la méme
mesure qu’elle diminue, et par des éléments tels que, dans leur compo-
sition, ils correspondent & la génération du début au moment de la
constitution de D'association, et si, de plus, le renouvellement &
Pépoque 7 est désigné par H f(-) d-, il faut que I'équation suivante
soit satisfaite, pour toutes les valeurs de ¢, et indépendamment de la
base H:

¢
L= p(t) + [1p(t — 5) d . (1)

[’association a pour but de supporter en commun un risque bien
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déterminé, par exemple, garantir des rentes de veuves dans le cas
d’une caisse de secours pour veuves. -

Ia veuve d’un participant décédé touchera, durant la per]0’d§3 1,
une rente 1, donc durant le temps d-, une rente drt. Si H w(t) désigne
le nombre de veuves, provenant de I’association fermfée .Hp(-.),
() = - = t, qui jouissent de leur rente a I'époque 1, w (Z'-) 1\11d’1’que la
probabilité pour un adhérent du début de n’étre plus en vie a1 époque
/, mais de laisser une veuve, en jouissance de la rente a ce rpoment-la.
Dés lors, le nombre de veuves HQ(f) pour Passociation qui se renou-
velle se déterminera a Paide de la relation

t
Qt) == o (t) + /’/'(t)(o(t — 1)dt . (1L}
0

D’une maniere analogue, la réserve mathématique HZ (1) afférente
\ R . | . A A )
a Passociation qui se renouvelle pourra €tre exprimee par I’équation
sulvante:

quﬂn+/mwu_ﬂk, (111

en désignant par Hz(z) la réserve mathématique pour I'association
fermée.

Le passage & 'époque du plein fonctionnement de I'assurance pre-
sente un intérét particulier. Si P désigne la prime nette constante
d’un adhérent pour la période 1, Pdz, pour la période dr et si ¢ repré-
sente la valeur du capital qui, avec ses intéréts, au bout du temps 1
atteindra la valeur 1, nous aurons

P — e (l\")

et si Pon considére que, pour Pépoque du plein fonctionnement de
assurance, les fonctions f, () et Z doivent se rapprocher de cons-

1 Dr 0. ScHENKER. — IIme Bulletin de I’Association des Actuaires suisses. — Berne,
1916,
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tantes, nous aurons

a=lim f(t) = 1 ,
(=00 ®
fp(t) dt
0
fw(l)dt
B=Ilim Q¢ = :
t—=cc oA
[Pt dt ¥
0
fz (t) dit
Y= lim Z (t) = 2

» | (VI

et

p 'f‘p’(t)dt -+ Sfmz (t)dt = /ogw(t) dt , (VII)
0 o v

< ;s . , . : 1 - soa
ou e désigne la base des logarithmes népériens, i -= —~ —1, Pintérét,

et 0, 'escompte logarithmique.

Pour ’époque du plein fonctionnement de I’assurance, le rapport R
entre les recettes en intéréts de la réserve, d’une part, et les recettes
en primes, d’autre part, est donné par la relation

(VI

On remarquera la facilité et 'élégance avec lesquelles les grandeurs
principales, valables pour 'époque du plein fonctionnement de I’assu-
rance, peuvent étre établies. La considération d’autres risques, par
exemple, du risque d’invalidité, ou la combinaison de divers risques,
conduirait & des équations tout a fait analogues. |
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4. — M. Emile MarcuAND (Zurich). — Le probléme fondamental de
Passurance. — Le probléme fondamental de l'assurance peut étre
énoncé comme suit:

« Etant donné le principe de la péréquation des ressources avec les
engagements, ayant établi une hypothése quant au développement futur
d’un groupement d’assurance, et élant connues les prestations futures
aux adhérents, comment déterminer les primes et répartir les charges ».

Le probléme formulé d’une maniére aussi générale conduit & une
infinité de solutions, qui toutes doivent satisfaire I’équation suivante * :

= 4 ) N {
N N D) (¢) {¢) v __
2 rt 2 2 rt (Ax,” T Mx,u ' Pr,n) =0

t=0 x=xy n1=0
en désignant par:

r 1 + 1, 7 étant le taux annuel de I'intérét,

x  DPage des assurés au moment de leur adhésion, x,1'dge minimum,
» 1’dge maximum,

{ I'époque de I’adhésion, comptée a partir de la constitution du
groupement,

n  la durée d’assurance, comptée a partir de 'adhésion de I'assuré
au groupement, N la plus grande durée qui puisse inter-
venir,

Mg_’“ le nombre de personnes qui adhérent au groupement & I'époque ¢,
agées de z années, et qui en font encore partie comme
payeurs de primes, & I’époque ¢ 4 n, dgées de = 4 n an-
nées, avec une activité de n années,

le montant que chacun des M(x‘jn assurés doit verser a I’époque
I+ n.

A" 1a valeur des versements aux assurés, a effcetuer dans I'inter-

x,n
valle de temps ¢t + n at + n -+ 1, valeur rapportée a
Iépoque t + n, et correspondant a ’ensemble des assurés
qui ont adhéré a I'époque ¢, & I'dge z, et pour lesquels,
aprés n années, des droits aux prestations subsistent pour
eux-mémes ou pour leurs ayants droit.

(0)
px n

>

Tous les systémes d’assurance doivent satisfaire cette équation et,
réciproquement, de cette équation doivent dériver tous les modes de
répartition des charges dans tout groupement d’assurance. Les diverses
possibilités pour la répartition des charges différent Uune de I'autre
untquement par la maniére dont le groupement total est subdivisé en

! D Julius KAAN. Die Finanzsysteme in der Gffentlichen und in der privaten Ver-
sicherung. — Versicherungswissenschaftliche Mitteilungen des osterreichisch-ungarischen
Verbandes der Privat-Versicherungsanstalten. Neue Folge, 5. Bd. Wien, 1910.
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sous-groupements, tels que chacun subyienne & ses propres charges, sans
apport extérieur. :

En se servant d’une représentation graphique, — deux systémes de
coordonnées rectangulaires dans lespace, z,n,i: le systéme des
dépenses et celui des recettes — il est aisé de définir les modes les plus
usuels de répartition des charges. 11 suffit de considérer, entre ces deux
systémes, I'équivalence par points, par droites, par plans, dans diver-
ses positions.

Le rapporteur termine par quelques remarques concernant les prin-
cipes de la capitalisation des primes et de la répartition des charges
annuelles, et indique qu’il a préconisé ce dernier principe pour lintro-
duction des assurances sociales en Suisse !

5. — M. Jules Cuuarp (Lausanne). — A propos des homologies de
H. Poincaré. — La notion d’homologie est fondamentale en Analysis
situs. Pour la définir, ’auteur envisage des surfaces fermées de Pespace
usuel, qu’il suppose triangulées et orientées de maniére 3 faire appa-
raitre un polyédre de o, sommets, o, arétes et o, faces. Il en tire
les tableaux de Poincaré: T, de rang p, et T, de rang 78

A la matrice T,, il associe un systeme d’équations linéaires et homo-
genes, le systéme A.

[l'a démontré, dans sa these de doctorat, que:

1o Le systéme A posséde un systéme fondamental de p solutions
en nombres 0, 4 1 et — 1, (L= o, —p,).

St done ¢, ¢, ... Cp sont ces u solutions, toute solution entiére du
systeme A peut se mettre sous la forme

P ‘
C:;flcl, (1)

les 7, étant des nombres entiers. ,

20 A toute solution en nombres entiers du systéeme A, correspond
un contour fermé, constitué par des arétes du polyédre et réciproque-
ment.

L’expression (1) représente done indifféremment un contour fermé
ou la solution correspondante.

Soient I'y (k= 1,2, ..., 2,) les solutions correspondant aux fron-
tiéres des faces. Elles sont définies par les colonnes de la matrice Ts.

5° Sila surface est bilatére, I'on peut former un systeme fondamen-
tal avec p, solutions I'; et o= ps = oy — p; — py = A solutions ¢

! Emile Marcnanp. A propos de Ilintroduction des assurances sociales en Suisse.
Contribution a P’étude des diverses possibilités pour la répartition des charges. Bulletin
de UAssociation des Actuaires sutsses, 16me Bull., 1921.
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de sorte que toute solution entiére peut se mettre sous la forme

A P2
Q! g
2 27 r,, 2)
I — k=1

les [, et les T, étant des entiers.

40 Sj la surface est unilatére, le méme systéme de solutions est
complet. Il existe alors des solutions entiéres de la forme (2) dans

. . [ .
lesquelles les r,_sont des fractions multiples de 3 . Cela résulte de la

présence, dans la matrice T,, d’un coefficient de torsion (invariant ou
diviseur élémentaire) égal a 2.

Mais une homologie nulle caractérise un contour fermé, qui sur
une surface, limite une aire. Nous avons done, avec Poincaré, les homo-
logies fondamentales

['yev 0. e =1, 2z a5 B)

Puisqu’une aire se compose nécessairement de faces, toute homo-
logie s’exprimera a l’aide des homologies fondamentales

bne homologie apparait don¢ comme une solution entiére du sys-
téme A qui résulte uniquement des colonnes de la matrice T..

Si G 0, ¢’est que dans (1) tous les £, sont nuls. D’otu

.
2

C :2 e

—

(e}

S1, d’autre part

9

t‘l+i N

k=1

¢! *‘2 L By +E s

(=1 k=1

a
[l
o ||'\/>J

|

sont tels que toutes les différences z,— ¢, soient nulles, 'on a les
homologies
C—C ~0 soit C~ C .

Plus généralement, soient ¢ contours C,

A 2
C.),:Efl,ycZ —I_ET/‘"/ I, =1, 3 s 5]

=1 k=1
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Pon peut écrire I'homologie
g

21)27(37 ~ 0,

7= -

si les A égalités suivantes sont satisfaites

G
2 i, m — 0,
— b7

-7

d’ou une conséquence importante: Entre ) -~ 1 contours fermés
tracés sur une surface fermée, il existe toujours une homologie nulle.
A + 1 exprime Pordre de connexion de la dite surface.

Les homologies possédent toutes les propriétés des solutions entiéres
d’un systéme d’équations linéaires et homogénes. On peut addition-
ner ou soustraire deux homologies, multiplier ou diviser (quand c’est
possible) tous les termes d’une homologie, I'on retrouve une homo-
logie.

Relativement 4 la division, il faut remarquer qu’elle peut conduire
a un contour C défini par (3), tel que les 7, soient des fractions. Dans ce

cas ’homologie C ~ 0 est dite « par division ». Dans tous les autres
cas elle est dite « sans division ».

L’homologie « par division » est une expression symbolique qui ne
peut exister que dans le cas de surfaces unilatéres. Elle met en évi-
dence des contours fermés qui, parcourus une fois, ne limitent pas
d’aire, mais qui en deviennent frontiéres, si on les parcourt deux ou
un nombre pair de fois dans le méme sens.

6 et 7. — M. Rolin Wavre (Neuchatel). — I. Réponse a la question
posée par M. Plancherel sur le probléme de la médiane & une courbe
fermée plane. — Voir I Ens. math., t. XXI, p. 265-277, Sur Déquation
fonctionnelle flo; (t)] = flo,(t)].

Remarque sur quelques équations de Fredholm dans le domaine
complexe. — M. Pincherle a montré le parti que I’on pouvait tirer
de I'équation de Fredholm pour étude de certaines équations fonc-
tionnelles dans le domaine complexe notamment Péquation de
Schroder a une variable pour le probléme local. Je voudrais en par-
tant d’un point de vue un peu différent traiter I'équation de
Schreeder a plusieurs variables étudiées par M. Leau dans sa these
(Annales de Toulouse, 1897).

Soient I'T, ..., T, n courbés fermées simples analytiques situées
dans les plans des variables complexes z, Z, ... , limitant un domaine
D & 2n dimensions et n fonctions Gp (2, .. 24), (p = 1, 2 ... n) holo-
morphes dans le domaine D et sur sa frontiére, telles que
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z, &, ... 2, étant quelconque sur I'), T, ..., I's respectivement, ),
soit intérieur a I',.

Ceci étant, on peut démontrer en transformant légérement une
méthode employée par M. Julia, dans son mémoire sur I'itération des
fonctions rationnelles, qu’a tout point intérieur au domaine D corres-
pond également un point intérieur & D et que les itérés successifs
Gp (2,5 ooe @) oo s Pp [, (2, on T0), Gy 5 woe, Y ] d'un point quelconque de
D convergent vers le point double unique P de la substitution z,, ¢,.
I1 est dés lors immédiat que sous ces conditions I'équation de Fred-.
holm ‘

A o(z, ... 5,)dz ... dz,
A gy e B = — - f
(27i) [5, — & (g oo, 2 )1 X X [2,— ¢, (g, -5 2,)]
1-"Il Fi |

est entiérement équivalente a ’équation de Schreeder

S —

7¥

v PR ont G O 1 oY NS %

B

ple, .. 2]= o[d, (g, .y xn), LZJ’Z [y o s .7(:1”] .

Systeme déquations fonctionnelles. Je vais donner une condition
suffisante pour que le systéme

. B _—
U, (x) =% 2 A, () U [d, (@)]  (p =123 .. (1)
g=1

ou les fonctions U, (x) sont inconnues puisse se ramener & une unique
équation de Fredholm. Les A, (x) et ¢, (x) étant holomorphes a
Pintérieur d’un cercle C et sur ce cercle lui-méme, il suffit que = étant
quelconque sur G, g, (x) soit intérieur a C et cela pour tous les
g = 1,2,3...; et que 'on ait, les «, formant une suite de nombres po-

s

.. [V

sitifs tels que 2 0y cOnverge:
g=1

A (x)
Pq
|3 — kPq(x} ’l K ,

quels que soient ¢ = 1,2,3... et les variables x et zsur C. Les systémes
de la forme (1) & un nombre fini de fonctions inconnues

U, (x) =& E AL (@)U [4, (7]

q=1

ont été étudiés par M. Leau dans sa thése et dans le cas ou toutes les
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fonetions g, () sont identiques par M. Bittcher (Annales de I’Ecole
Normale, 1909).

8et 9. — M. G. Juver (Neuchatel). — 1. Sur la méthode de la varia-

tron des constantes en mécanique céleste. — Soit un systéme canonique:
dg. . oH dp. oH
ﬁ: : _ﬁ:____ (t=1,2..n (1)
dit Op; dt 0g;

ou H = H, 4 R. Supposons que ni H , ni R ne dépendent explicite-
ment du temps ¢. Sil’on sait résoudre le systeme canoniqueou H=H ,
on sait qu’il est aisé de résoudre, grace a la méthode de la variation
des constantes arbitraires, le probléme posé et cela, en le ramenant
a un systéme canonique ou H = R. La démonstration que nous
donnons ici, et que nous croyons nouvelle, utilise systématiquement
la notion de transformations canoniques (T.C.).
Soit une T.C.:

9= filog, Br) o pi = 8ilay, By 2)

transformant H, en o(x, ... «,); alors, on sait que:

o; == const. B . — — ¢ | 7 - (3) (ot g, = consl)

On peut prendre a; et »; comme nouvelles variables canoniques au
lieu de o, et 3, et chercher & mettre & leur place dans (2), des fonctions

de ¢, tellement choisies que (2) donne Pintégrale générale de (1), ou
H = H, 4 R. On a, en effet,

2300, = Ty dx;, — 3(to) ,

ce qui montre bien qu’on peut conjuguer a o; la grandeur ».. D’autre
part:
Ep,équ = Eﬁiﬁai + 35S ,
d’ou:
2,00, = Xp;d3q; + 5(te — S) | (%)

Or la fonction génératrice H' du systéme canonique, qui définit les
fonctions «; et ¥ est:

ou L." est définie par:
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Mais on sait que

d(Zp;dq;) dq;
— — oL L — H + X Pigy

(o7}

(3) montre donc que:

L':L+(%<up._s) (6]

Exprimons H' au moyen des o et des y. On a d’apreés (3):

dcxi da do
g = iy + gy
or
‘ . d'a . dq, ds
2B dr T =Py dt

car d’aprés les hypothéses faites S ne dépend pas explicitement de ?
et dS = J5. On a done:

d" d(lk das do
e S T N A

ou la barre indique qu’il faut effectuer le changement de variables
indiqué. (5) devient alors, en utilisant (6):

dq,  ds de

H — - =
+ Pr—a¢ dt+ dt

dt

dqy

" OrH =g + R ; done: H' = R. Le systéme canonique cherché est
bien, comme les resultats classiques nous le confirment:

da; R dy;  oR

dt_—b—'ﬂ’ dt bai'

I1. Les équations aux dérivées fonctionnelles et la théorie de la rela-
twité. — M. VOLTERRA' a montré que les equations lagrangiennes qui

! Rendiconti dei Lincei, 1890, VI, p. 127
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définissent les fonctions Y1 -+ Yr, rendant extrémale 'intégrale mul-
tiple: '

_ (el . . o Wi Wy
I..f...fF(a,l TR D1 DS G e e e a;) dy — dp
J

1

peuvent prendre une forme canonique. On définit de nouvelles varia-

par une transformation analogue

oy
bles pour remplacer les F@ =Y

. . . o oF . .

a celle de Poisson-Hamilton: pi = SL'_’ alors si I’on introduit la
ij \

fonction

Hz==—F + Epijyij ,
i
le systéme canonique définissant les y et les p est:

F bxj 091’ OJJ. bpl]

Ebpij _oH 0 _ oH

Lorsque F dépend des y;; par Pintermédiaire exclusif des déter-
Dri,» 53, - 73,)
minants fonctionnels —* 2 é

_ » M. Volterra a montré que le
Xyy Xy oo )

systeme canonique (C') (de forme légérement différente de celle de C)
peut €tre résolu si 'on connait une solution de certaine équation
aux dérivées fonctionnelles partielles dépendant d’un nombre suffisant
de constantes arbitraires. Il généralise ainsi les méthodes de Jacobi.

Dans le cas qui nous occupe et qui se présente en relativité (déter-
mination des g par un principe de moindre action, ou équations du
champ électromagnétique, ete.) !, Je n’ai pu obtenir que Iéquation:
aux dérivées fonctionnelles partielles & laquelle satisfait la fonction-
nelle I. I est en effet une fonctionnelle qui dépend de la frontiére R,_,,
limitant la région de I’espace & %k dimensions sur laquelle on intégre,
et qui dépend encore des valeurs des y: sur cette frontiére.
En suivant pas a pas les idées de Jacobi ?, on arrive & démontrer que
I satisfait a I’équation:

, oI ool oI
H e X Ny e Xy Ty e — =90
In + (x] .%h X1 Y ‘6(9’51 , 'Tl) D(yi’ Tj) b(yn’ ‘Tk)>

(1

1 Voir WeyL : Rawm, Zeit, Materie (Die Miesche Theorie et le chapitre 1V), Berlin,
4e éd., 1921. — Une édition francaise de cet ouvrage vient de paraitre.
2 Vorlesungen iber Dynamik, 19e lecon. ‘ ,
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On a remplacé dans H (z;, yi, p¥), les p¥ par les qui sont

b(yi7“§)
Jes dérivées fonctionnelles partielles de I, par rapport a y;, dans la

direction de Paxe ;. I’ est la dérivée normale de I. Ces grandeurs

sont définies par les identités suivantes. Calculons d1, en variant les
y; sur le contour de quantités dy; sans altérer le contour Rj.-1, alors:

8I:f[2

Ry

ol

0(7;> “j)

cos(a&, n)

831] d(k——l) -

i J
ou (z;, n) est angle que fait la normale & Ry, avec 'axe des z;, et
ou dt—1) - est I'élément d’hypervolume de Rp_.

Si maintenant on fait varier le contour, sans toucher aux y;, cette
variation étant définie par un glissement dn de chacun des points de

la frontiére Rj_i, le long de la normale qui y est relative, la dérivée I,
est définie par la formule qui donne la variation ¢'I dela fonctionnelle I,
dans ce cas:

Nous avons cherché a tirer de la considération de ’équation (1)
des conséquences utiles pour I'intégration du systéme (C); le probléme
est plus difficile que celui que s’est posé M. Volterra. Nous avons obtenu
jusqu’ici quelques résultats intéressants grace a l'emploi de deux
méthodes dont on trouvera 'une dans les C. R. de la Société suisse de
physique, mais nous ne sommes pas encore parvenu & généraliser
tous les résultats de Jacobi .

10. —- M. C. CaArATHEODORY (Smyrne). — Sur des transformations
générales de Legendre.

Nouvelles diverses. — Nominations et distinctions.

Allemagne. M. M. DEnN, professeur a I'Ecole technique
supérieure de Breslau, a été nommé professeur ordinaire a 1’Uni-
versité de Francfort a. M. |

M. P. Gurenick a été nommé professeur ordinaire d’astronomie
4 I'Université de Berlin et directeur de I’Observatoire universitaire
a Neubabelsberg.

1 Depuis le mois de septembre, nous avons pu faire notamment avancer cette question
(janvier 1922. date de la correction des épreuves). : - ' ‘
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M. O. Haupr, professeur a I'Université de Rostock, a été nommé
professeur ordinaire a I’Université de Erlangen.

M. le Prof. M. von Lavk (Berlin), a été appelé a la chaire de phy-
sique théorique de 1'Université de Hambourg.

M. L. Licarenstein, professeur &4 I'Université de Miinster, a &té
nommeé professeur ordinaire & I’Université de Leipzig.

M.P. RiEBESELL a ét6 nommé professeur 4 ’Université de Hambourg.

M. le Prof. A. ScuoEnrLiEs, de I'Université de Francfort a. M.,
a pris sa retraite.

La préparation des professeurs de mathématiques en Prusse. —
Jusqu’en juin 1921 les candidats aux examens d’Etat pour le profes-
sorat dans I’enseignement secondaire supérieur devaient avoir passé
par les universités, les semestres suivis dans une Ecole technique
supérieure n’étant compté que pour trois au maximum. A la suite
d’un décret ministériel I'Ecole technique supérieure est mise sur le
méme rang que I’Université pour ce qui est de la préparation des
candidats a I'enseignement des sciences mathématiques, physiques
et chimiques. En outre les ressortissants dune Ecole technique
supérieure qui auront subi avec succeés 'examen d’Etat, auront accés
au grade de docteur-ingénieur.

Belgique. — Cercle mathématique de Belgique. — Le 20 octobre
1921 a été fondé a Bruxelles le Cercle mathématique de Belgique.
Cette société, qui a son siége a Bruxelles, a pour but de contribuer
au progres et a la diffusion des sciences mathématiques en Belgique.
Elle s’occupe exclusivement des questions touchant les mathématiques
pures et appliquées au sens le plus large de ces mots. Elle s’efforcera
.d’établir un lien permanent entre I'enseignement secondaire et I’en-
seignement supérieur. Le Cercle tient une séance ordinaire par mois,
sauf en aodt et en septembre. Le premier comité, nommé pour deux
ans, est composé comme suit: Président: M. Th. D DoxpER: Vice-
Président: M. MiNEUR; Secrétaire: M. ErrERA; Secrétaire-adjoint:
M. Van MurLpera; Trésorier: M. CasteEELS; Trésorier-adjoint:
M. VANDERLINDEN. ,

Les Amis des nombres. — Le 3 juin 1921, & Bruxelles, MM. A.
Gérardin et Kraitchik ont fondé la société « Les Amis des nombres »
dont le but est de réunir les professionnels et les amateurs qui 8’inté-
ressent surtout aux nombres. La séance de constitution a eu lieu au
Palais mondial, Bruxelles-Cinquantenaire, siege social. Le Bureau
est composé de M. OTLET, président, et de MM. KraiTcHIK, A. ERRERA,
Bosman et A. GHERrARDIN, secrétaire. Le « Sphinz-(Edipe », dirigé
par M. Gérardin (Nancy) insérera les communications officielles du
Comité. ’ ' '

Danemark. — M. J. NigLsen, professeur 4 I’Ecole technique
supérieure de Breslau, a été nommé professeur a ’Académie d’agri-
culture de Copenhague, en remplacement de M. le Prof. Chr. CRONE.
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Etats-Unis. Mouvement de réforme de Uenseignement mathé-
matique. — A la suite des travaux publiés par la sous-commission
américaine de la commission internationale de l’enseignement mathé-
matique, un important mouvement de réforme a pris naissance aux
Etats-Unis. Un comité national (National Committee on Mat}}ema-
tical Requirements) a été constitué sous les auspices de I’ Association
mathématique américaine. Il est composé de MM. J.-W. Youxg,
Dartmouth College (Hannover, N. H.), président; J.-A. FoBERG
(Chicago), vice-président; A.-R. CraTHORNE, University of tho.]s;
C.-N. Moorg, University of Cincinnati; E.-N. Moorg, University
of Chicago; David-Eugéne Swmiru, Columbia University, New York;
H.-W. TYLER, Massachusetts Institute of Technology; W.-F. DowNEY
Boston, Mass.; V. BLair, New-York City; A.-C. OLxeY, Sacramento,
Calif.; Raleigh ScmorrLing, New-York City; P.-H. Uxperwoob,
Galveston, Tex.; Eula A. WrEeks, St. Louis, Mo.

Nous ne manquerons pas de tenir nos lecteurs au courant des
résultats de Penquéte que vient d’entreprendre le comité américain.

France. — M. E. BoreL a recu le grade de docteur honoris causa
de I'Université de Dublin.

M. Corron, professeur de physique théorique et de physique
céleste, est appelé a prendre la chaire de physique générale & I’Uni-
versité de Paris, vacante & la suite du décés de M. Lippmann.

M. Darmorts est nommé professeur d’Analyse supérieure & I'Uni-
versité de Nancy.

M. DELTHEIL est nommé professeur de mathématiques générales &
I'Université de Toulouse.

M. DracHh, professeur de mathématiques générales, est appelé a
la chaire d’application de 'analyse & la Géométrie de I’Université
de Paris.

M. GiraUD est nommé professeur de Calcul différentiel et intégral
a 'Université de Clermont.

M. P. HumBERT est nommé professeur de mathématiques & I’Uni-
versité de Montpellier.

M. Piris est nommé professeur de mécanique rationnelle a I’Uni-
versité d’Aix-Marseille.

M. E. TurriErE est nommé professeur de mécanique rationnelle
a I'Université de Montpellier.

Académie des Sciences de Paris. — M. J. ANDRADE, professeur a
I'Université de Besancon a été élu correspondant de la section de
mécanique. — M. Marcel BriLLouin, professeur au Collége de France,
a 6t¢ élu membre de la section de physique générale, en remplacement
de Gabriel Lippmann, décédé. ‘

Italie. — R. Accademia dei Lincei. — M. R. MARCOLONGO,
professeur & 1’Université de Naples, a été élu membre national dans
la section des mathématiques pures et appliquées. — Dans la méme

I’Enseignement mathém., 22¢ année; 1921 et 1922. 6
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section M. G. ARMELLINI, professeur 4 'Université de Pise, a été élu
membre correspondant; MM. A. EINSTEIN (Berlin) et Ch. DE ra
VALLEE Poussin (Louvain) ont été6 élus associés étrangers.

Societa dei XL. — La Société des XL a conférs le prix de mathé-
matiques pour 1921 a M. O. Tepoxnk, professeur & I'Université de
Génes. Elle a admis au nombre de ses membres MM. E. ALmansr,
professeur & I’Université de Rome, et G. Riccr, professeur a I'Uni-
versité de Padoue:

Université de Rome. — A la suite d’un voeu de la Faculté des Sciences
ont été transférés a I'Université de Rome: M. G. BAGNERA, de Palerme,
pour I’Analyse infinitésimale; M. F. SEVERI, de Padoue, pour Panalyse
algébrique; M. F. EnriQuEs, de Bologne, pour I’enseignement, qu’on
vient d’instituer, de Méthodologie mathématique. — M. ZoNDADART
a été admis, en qualité de privat-docent pour la géométrie descriptive,
a la Faculté des Sciences de Rome.

Instuut technique supérieur de Milan. — M. U. CisoTTI, profes-
seur de Physique mathématique & I'Université de Pavie, a été nommé
professeur de mécanique rationnelle.

Conférence de M. A. Einstein. — M. A. EINSTEIN a tenu en octobre
dernier quelques conférences de vulgarisation sur sa théorie de la
relativite: trois & Bologne sur I'invitation de la société de philosophie
scientifique présidée par M. Enriqués, et une & Padoue, sur I'invitation
de I'Académie de cette ville. Ces conférences ont attiré une foule
extraordinaire de savants et d’amateurs donnant lieu & grand reten-
tissement méme dans la presse quotidienne.

Societa Italiana di Matematiche « Mathesis ». — La Société italienne
de Mathématiques « Mathesis » s’est réunie a Naples, du 13 au 16
octobre 1921, en un congrés présidé par M. le Prof. F. ENriQuEs
(Bologne). L’organisation locale de la réunion avait 6t confiée &
un comité dirigé par M. le Prof. R. MarcoLoNGo. Nous aurons Pocca-
sion de revenir sur quelques-uns des objets inscrits & Pordre du jour
de ce congrés qui avait attiré un grand nombre de mathématiciens
venus de toutes les parties de I'Italie. Bornons-nous pour le moment
de signaler les conférences de MM.:

F. Exriougs: Evoluzione del concetto della Scienza nei pensatori
matematicl. — G. Scorza : Il principio di causabiliti e le appli-
cazioni delle matematiche alla Scienze economiche e sociali. —
R. MarcoLoNGo: Sul materiale diddattico d’ insegnamento. —

R. Marcoronco: Nel mondo degli atomi. — D. MERCOGLIANO :
L’ insegnamento dinamico. — Bemporan: L’ astronomia nelle scuola
medie. — Garrucar : Critica e ipercritica. — G. Fano: Le Scuole di
Magistero.

Suisse. Université de Genéve. — M. le Professeur C. CATLLER
prend sa retraite pour raison de santé. — M. R. WaVRE a été admis

en qualité de privat-docent.
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Nécrologie.

Ed. GuBLErR. — Nous apprenons avec regrets la mort de M. le
Prof. Ed. GuBLER, survenue & Zurich le 6 novembre 1921. Né¢ le
7 juillet 1845, E. Gubler fit toute sa carriére dans I’enseignement
secondaire; il prit sa retraite en 1914. On lui doit des manuels trés
appréciés et de nombreux rapports sur I’organisation et la métho-
dologie des mathématiques dans les écoles moyennes. Il fut, avec le
regretté C. BRANDENBERGER, I'un des fondateurs de la Société suisse
des professeurs de mathématiques (1901). Gubler fit partie de la
sous-commission suisse de lenseignement mathématique et rédigea
le rapport sur les mathématiques dans les Ecoles supérieures de
jeunes filles.

En qualité de privat-docent, puis de chargé de cours a I’'Université
de Zurich, Ed. Gubler eut occasion de prendre une part active &
la préparation des candidats a I’enseignement scientifique par ses
cours sur la Trigonométrie, I’Algébre, I’Analyse et la théorie des
assurances.

Ses recherches mathématiques se rattachent a I’Analyse et plus
particuliérement & la théorie des fonctions de Bessel. T[l1 publia
avec le Professeur J.-H. GrAFr, une introduction a la théorie des
fonctions de Bessel de 17¢ et de 2me espéces (Berne, 1893-1900), d’aprés
les lecons et les manuscrits de son illustre maitre le Professeur L.
SCHLAEFLI. H. F.

H -A. Scuwarz. — On annonce la mort du mathématicien alle-
mand M. Hermann-A. Schwarz, décédé a Berlin dans sa 79¢ année.
Eléve de Weierstrass, Schwarz débuta dans I’enseignement supérieur
en 1867 en qualité de professeur extraordinaire a I’Université de
Halle. Nommé professeur a I’Ecole polytechnique fédérale, & Zurich,
en 1869 en remplacement de Christoffel, 1l y resta six ans. En 1875,
il fut appelé a I’'Université de Goettingue, puis, en 1892, & la mort
de Weierstrass, il rentra a Berlin pour occuper la chaire de son
illustre maitre.

L’ceuvre mathématique de Schwarz appartient aux domaines de
I’Analyse et de la théorie des surfaces. Tous ceux qui ont suivi les
progrés de la Géométrie infinitésimale connaissent ses importants
mémoires sur les surfaces minima.

Schwarz était membre de ’Académie des Sciences de Berlin, de
la Société des Sciences de Geettingue et correspondant de I’ Académie
des Sciences de Paris.

Au moment de mettre sous presse nous apprenons le décés de
M. Camille JorpAN, membre de I'Institut, et de M. Charles CAILLER,
professeur honoraire de I’Université de Genéve.
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