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SUR LES TRACTRICES
ET LES COURBES ÉQUITANGENTIELLES

RAR

G. De Jans (Gand).

1. La présente Note a pour but, non d'apporter des résultats
nouveaux dans la solution du problème général des tractrices
et des courbes équitangentielles, mais de montrer que l'usage
des coordonnées intrinsèques rend pour ainsi dire intuitive la
démonstration des formules fondamentales, et permet d'établir
d une manière facile certaines propriétés des tractrices du cercle.

On définit la tractrice d'une courbe plane (C) comme la
trajectoire d'un point P, susceptible de glisser avec frottement
sur le plan de la courbe, sous la condition d'être maintenu à une
distance invariable h d'un point M décrivant (C).

La tractrice dépend donc, en général, de deux éléments
arbitraires: la longueur du segment rectiligne k et l'orientation
de ce segment pour une position donnée Mo de M.

La définition qui vient d'être donnée est équivalente à la
suivante: la tractrice d'une courbe (C) est une courbe (C') telle,
qu'à chaque point P de (C) corresponde un point M de (C),
situé sur la tangente de (C) au point P, de manière que la
longueur P M soit constante.

C'est cette deuxième définition dont on déduit généralement
les propriétés géométriques des tractrices. Elle montre qu'une
courbe quelconque est tractrice de toutes ses courbes
équitangentielles; le problème des tractrices et celui des équitangen-
tielles sont ainsi réciproques.

2. Désignons par l'arc de la courbe (C), compté à partir
d'une origine arbitraire Mo sur cette courbe; par r, le rayon de
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courbure correspondant. Soient de même R, s les coordonnées

intrinsèques du point correspondant P de la tractrice (G

Soient encore M, M' deux positions infiniment voisines de M, se

suivant dans le sens des arcs croissants: P, P', les positions

correspondantes de P ; eZr, l'angle compris entre les droites MP,
M' P'; l'angle de M P avec la tangente à (C) en M, compté

dans un sens convenable. On a

ds — da cos a kdx — da sin a

En tenant compte de la relation ds Rd-, on déduit de ces

formules les relations bien connues

— — ds R)

!g a - p>
• (2)

Dans la première, le signe ambigu du radical a été mis en

évidence. La seconde exprime que le centre de courbure de la
tractrice est l'intersection des normales aux points M et P qui
se correspondent sur leurs courbes respectives.

Il en résulte que R s'annule en tous les points P où P M est
normale à (C), et devient infini en tous les points P où P M est

tangente à (G).
3. Si a, au point M', devient a -f" doc, et si nous appelons dl

l'angle de contingence de (C) au point M, nous avons encore

d~k — d a d a, d a — rd À ;

d'où, en tenant compte de (1) et de l'équation (2) difîérentiée,

+ \ It-' -P V/.R f/R

—y - - 1 - "R^+y a • <o)

Pour obtenir l'équation intrinsèque de la tractrice, il faudra
éliminer r et cr entre les équations (1), (3) et l'équation intrinsèque

7 f(r) de la courbe (C). En général, on sera conduit
ainsi à définir la tractrice par une équation, différentielle du
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second ordre. Nous verrons cependant que, comme dans le cas
où l'on emploie les coordonnées cartésiennes ou polaires, les
équations intrinsèques des tractrices de la ligne droite et du
cercle s'obtiennent par l'intégration d'équations du premier
ordre, se ramenant immédiatement aux quadratures.

L'équation différentielle qui définit les tractrices d'une courbe
(C) peut admettre des intégrales singulières correspondant elles-
mêmes à des tractrices; on peut appeler celles-ci des tractrices
singulières.

4. Réciproquement, pour obtenir l'équation intrinsèque de
la courbe équitangentielle de (C'), pour la valeur | k | du segment
constant, on éliminera R et s entre les équations (1), (3) et l'équation

intrinsèque R y (5) de (C'). Comme le segment \ k\ doit être
porté sur la tangente, en deux sens opposés à partir du point
de contact, il faut donner à k le double signe; on aura ainsi à
éliminer s entre les équations

3

(?2 + ^2)2 r y<p2 -j- k-
~ 2 _J_ /. 2

'

j.. "jl "
r ' ^ — / ds 4O" -h A r- /-çç J ç

' ' '

où l'on a posé ®

L'équitangentielle ainsi déterminée peut, d'ailleurs, être
décomposable en deux courbes distinctes.

5. Pour une valeur donnée de \k\, une courbe n'a qu'une
équitangentielle, tandis qu'elle a une infinité de tractrices. L'équation

de ces dernières peut changer suivant qu'on prend k avec
1 un ou 1 autre signe. Nous ferons à ce sujet la convention
suivante, qui s'accorde avec la règle usuelle des signes. Au point
initial M0, pris sur la courbe de base, l'orientation de la droite
sur laquelle sont portés les segments Ä, — &, est définie par la
valeur a0 de l'angle «, déterminé d'une manière univoque
(n°s 1 et 2). Les segments opposés M0 P0, M0 Q0, égaux à \k\,
définissent deux points initiaux P0, Q0, à partir desquels,
lorsqu'un point M décrivant la courbe (C) passe en M0, deux points
P, Q tracent chacun une branche de tractrice. Nous convenons
de dire que les trajectoires de ces deux points forment une
tractrice complete. Celle-ci peut etre indécomposable ou non.
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Au point de vue envisagé, la tractrice ordinaire de la ligne

droite n'est pas une tractrice complète 1.

La tractrice complète dépend donc des arbitraires \ k\ et

ce qui s'accorde avec sa définition par une équation différentielle

du second ordre. L'angle aü varie de 0 à tt.

6. Développée de la tractrice. — Désignons par R17 si les

coordonnées intrinsèques des points de cette développée qui

correspondent aux points R, 5 de la tractrice; nous choisissons

l'origine des arcs 5, en un point de rebroussement de cette

dernière courbe; des relations •

^ ^ R R^t — ^R

il suit immédiatement

R 5, ds ^ ; (5)

par substitution dans l'équation de la tractrice, on aura l'équation

de la développée.
On peut encore écrire, en partant de la courbe (C) et en

utilisant les formules (1), (3), (5),

i /I ^*1 + ll 2

4Y b\ + k* ds, R,da L—- 1 - (6)
' + k- '

7. Application à la tractrice ordinaire. — Dans ce cas, (C) a

pour équation r go ; la formule (3) donne

ds _ R^R
7 ~ '

En comptant les arcs à partir du point où R — 0, on obtient
l'équation bien connue de la tractrice:

R2 P (ek — l) 2Pek sh ~

77
1 La tractrice complète de la droite, pour | Är | arbitraire et orQ —, se compose de deux

tractrices ordinaires, symétriques par rapport à la droite de base ; c'est peut-être ce qui
a l'ait dire à Salmon (Traité de géométrie analytique (courbes planes), trad. 0. Chemin,
Paris, 1884; p. 405) que la tractrice ordinaire doit être complétée par sa symétrique.
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La deuxième formule (6), pour r oo, fournit l'équation
de la développée:

.S-2

R1 ï'-+*,
qui représente une chaînette.

Déterminons encore les équitangentielles de la tractrice

R2

a2En posant

"2 — ><2
~ 'il2 — c2

q c e —
t2 — 1 '

on trouve, au moyen des équations (4), la représentation
paramétrique suivante:

r :

ak2

a _t_ k '
[a ± /• — at2) _ ' 2- lo ~~ C]t ^ ^

{t -f- c)° (t 1)

Les courbes qu'elle définit sont toujours décomposables en
deux syntractrices. Un cas remarquable correspond à k =- a\
une branche est la droite asymptote, l'autre a pour équation
intrinsèque

r — — cos h -2 a

c'est une courbe bien connue.
8. Application aux tractviccs du ccrclc. — Soit a le rayon du

cercle donné. L'équation (3) devient, pour r a,

t ,2 «/R tfR
a -u yHu 4- kÀ ~ /'-fV ^ K2 -f- /,2 ds ' (A

En excluant la solution

R ± V«2 — x-2 (8)

on peut séparer les variables et écrire

atRdRds —
(R2 + F) qp VK2 + F (9)
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L'équation (8) est une intégrale singulière de (7); elle montre

que, parmi les tractrices du cercle r — a, pour une valeur donnée

de Zc, se trouve comme tractrice singulière un cercle de rayon
\/a2 — k2. Ce cercle est évidemment unique et concentrique

au cercle donné; il est réel si |A*| < a.

Dans l'équation (7), on peut toujours admettre que k est

positif; car, dans l'hypothèse Zc < 0, il suffirait de compter les

arcs en sens inverse pour être ramené à ce cas.,D'autre part,
l'équation étant du premier ordre, son intégrale générale dépend
d'une seule constante arbitraire, qui sera fixée par le choix de

l'origine des arcs; donc, lorsque k est donné, (9) définit une courbe

unique pour chacun des signes attribués kv R2 + k2. En d'autres

termes, les deux tractrices, celle qui répond au signe — comme
celle correspondant au signe +, sont déterminées en forme et

en grandeur par la valeur de Zc; l'orientation, au point M0, de

la droite P0 Q0 n'influe que sur leur position. Par conséquent,
il y aura toujours au moins un point de ces courbes où la droite
P M (ou la droite Q M) passe par le centre du cercle de base,

c'est-à-dire où R — 0. Nous compterons les arcs à partir d'un
tel point.

On obtiendra aisément l'intégrale générale en posant dans

l'équation (9) R2 + Zc2 w2; il vient ainsi, avec la condition

que 5 0 donne u Zc,

Rs ** <± « - k) ^±l\U.rJ,loi

OU

R2 — 4k2 (+ a — k)

a— k+ kek

a ch ± + /, sh L\ sh |-

[(2/' + a)sh-i± a ch

pour l'équation intrinsèque de la tractrice. Elle peut représenter
deux courbes, à cause des doubles signes; les signes supérieurs,
ainsi que les signes inférieurs, se correspondent.

On voit que R s'annule pour 5 0 et pour s k log rr|r^
Ces dernières valeurs sont réelles si k y a; elles mesurent la



1JkZ C. DE JANS

longueur de l'arc compris entre deux points de rebroussement
consécutifs. De même, on a R co pour s — k log - a

; les

points correspondants sont réels sur les tractrices qui
correspondent à k ]> a, et sur une branche des tractrices qui
correspondent à k < a. Enfin, lorsque 5 tend vers l'infini, R a pour
limite 1/ au — k2 ; et l'on sait en effet quelatractrice pour k < a
a une longueur infinie et possède un cercle asymptotique réel
de rayon \/a2—A2, concentrique au cercle de base et asymptotique

pour les deux branches de la tractrice complète; il coïncide
d'ailleurs avec la tractrice singulière. Si k — a, ce cercle a un
rayon nul; l'équation (10) donne d'une part R o, et de l'autre

c est l'équation connue de la tractrice polaire (tractrix complicata

de Cotes). Dans ce cas, l'arc entre le point de rebroussement

et un point d'inflexion mesure a log 2.

Remarquons que la courbe (10), où l'on prend a avec le signe
—, s'identifie avec celle où a est pris avec le signe -f-f si l'on
remplace s par «9 — k log ^ ^ ce qui revient à transporter
l'origine des arcs du point de rebroussement primitivement
choisi en un des points de rebroussement immédiatement voisins.
En n'introduisant que des arcs réels, ce transport de l'origine
n'est possible que pour les tractrices qui correspondent à k > a.
Donc les deux courbes représentées par l'équation (10) sont
congruentes si k > a; elles ne le sont pas si k < a. En d'autres
termes, il n'y a qu'une tractrice dans le premier cas; il existe
deux tractrices différentes dans le second.

9. La tractrice du cercle peut-elle être une courbe fermée —
Puisque les tractrices, pour k < a, possèdent un cercle
asymptotique, et ont, par conséquent, la forme de spirales à une
infinité de spires, seules les tractrices qui correspondent à k > a
pourront éventuellement se fermer sur elles-mêmes. On sait
que ces courbes présentent deux séries de points de rebroussement,

répartis sur deux cercles concentriques au cercle de base,
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de rayons k + a et k —a. En s'appuyant sur d'évidentes raisons

de symétrie, on s'assure que, en désignant par 0 le centre du

cercle, et par A, B, C, trois rebroussements consécutifs sur la

tractrice, la condition pour que cette courbe se ferme est que

l'angle au centre A 0 G soit commensurable avec 2rr, ou, en

d'autres termes, que l'angle A 0 B soit commensurable avec tt.

Or, si nous connaissons l'arc g du cercle qui correspond à l'arc s

de la tractrice, d'extrémités A, B, il est clair — vu que le segment
k aux points A et B est normal au cercle, et passe ainsi par 0 —

que l'angle AOB est congru à ~ suivant le module tt. La tractrice

sera donc fermée, si le rapport ~ est commensurable, et cette

condition est aussi suffisante.

Posant e7c — x, on a, par (10),

j k CIX

\/1 + iP=±T'
avec

A2 (± a — /•) [(+ a + k)x2 — 2kx — fcfc a — &)]

Nous pouvons supposer que a est affecté du signe +; nous

avons vu, en effet, (n° 8) que si a était précédé du signe —, on
serait ramené au premier cas par un simple changement d'origine
des arcs. L'équation (1) donne alors

/
dx

ai ak-~
A

En fixant l'origine des arcs de manière qu'à s o corresponde
a — o, et en nous rappelant que l'arc s' compris entre deux

rebroussements consécutifs A, B vaut k log ^ ^, l'intégration

donne, pour l'arc correspondant du cercle de base,

__ (2p -h i) ak j:

y/,-2 — a2

p étant un entier.
La condition de fermeture sera que le rapport positif

[2g + l)k
yp~zr^
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soit égal à un nombre commensurable. Représentons celui-ci

par une fraction ~, que nous pouvons supposer réduite à sa

plus simple expression. Il en résulte

T ~ \ • (V î?

Comme nous pouvons donner à y des valeurs entières
quelconques, nous obtiendrons toutes les tractrices envisagées en
donnant à p une valeur fixe; en choisissant pour cette dernière la
valeur zéro, il vient

f=vA-(f)2- (i2)

Cette formule détermine le rapport des longueurs a et k qui
définissent une tractrice fermée; elle montre que la fraction -
est au moins égale à 1.

Appelons foliole l'arc ABC de la tractrice, A et C étant deux
points de rebroussement voisins sur le cercle de rayon k — a, et
B le rebroussement intermédiaire situé sur le cercle de rayon &+a.
La tractrice définie par la formule (12) est composée de y folioles,
et l'on fera, pour la décrire, 1 fois le tour du cercle de base. En
effet, l'angle &>, qui mesure l'arc de cercle décrit par le point M
pendant que le point P décrit une foliole, est égal au double

de ~ pris pour p 0; nous aurons donc

'o X

2tz U.

ce qui démontre la proposition énoncée.

L'angle sous lequel la foliole est vue du centre du cercle de
base est

et l'angle sous lequel la tractrice entière est vue a la valeur

2- (A —

10. Un cas particulier assez intéressant est celui des tractrices
à une seule foliole, c'est-à-dire celles qui répondent à y 1.
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Ces courbes sont pyriformes et possèdent deux points de rebrous¬

sement alignés sur le centre du cercle; elles sont, pour a0 |7

des tractrices complètes indécomposables. Celle pour laquelle
X 2 a la forme conventionnelle d'un cœur. A mesure que À

augmente, elles tendent vers la tractrice polaire.
11. Il y a lieu de distinguer les courbes fermées pour lesquelles

k < 2a, de celles pour lesquelles k > 2a.

Si k < 2a, on a 1 > ; le minimum du nombre y est 1.
y o

Il y a dans cette catégorie des tractrices à un nombre

quelconque de folioles.
Si k > 2a, on a

l'entier y minimum qui puisse satisfaire à cette condition est

y 7, ce qui signifie que cette classe ne comprend pas de

tractrices à moins de sept folioles. Avec cette valeur de y, l'inégalité
précédente exige À 8: on fait donc 8 fois le tour du cercle.

12. Développées des tractrices du cercle. — Les équations (5)

et (9) donnent pour l'équation la développée,

(7 + f) (a±p,+ k")

a
" '

Cette courbe se compose de deux branches, à cause du double
signe du radical. Si y 1, elle appartient aux lignes dites à

X ventres.
En particulier, la développée de la tractrice polaire est

p —
C + a") (a—C +y)

1

ci-

Cette ligne est bien connue; elle n'est autre que la spirale
algébrique d'équation polaire p(&>2 — 1) 2a.

L'Enseignement mathém., '22« année, 1921 et 1922. 10
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