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312 VITO VOLTERRA

très subtil, qu'il y aura au moins une espèce appartenant à la

seconde ou à la troisième catégorie dont la population d'équilibre
augmentera et qu'il y en aura une au moins qui appartient à la

première ou à la troisième catégorie dont la population diminuera.
Ce résultat a un grand intérêt pour ce qui suit parce qu'il est

à la base de l'une des lois fondamentales des fluctuations

biologiques.

§ IX

On sait que, dans la mécanique, on déduit des équations

fondamentales certaines intégrales qui ont un intérêt considérable

par les conséquences qu'on en tire. De même ici on peut

trouver des intégrales importantes des équations (3). Nous ne

développerons pas l'analyse qui permet de les obtenir, ni même

nous ne les écrirons toutes, mais nous nous attacherons à la

considération des lois générales qui en sont les conséquences.

Commençons par établir le principe que nous avons appelé

de la conservation de Vénergie démographique.

Posons
n n

2 ßrNr L •

1 r 1

Puisque ~ est l'équivalent de chaque individu de l'espèce,
rf n

ßr peut être regardé comme sa valeur et par suite L 2r ßr
1

est la valeur de toute Vassociation.Aupoint de vue biologique,

on peut la regarder comme une énergie démographique actuelle
n

tandis que M =C —2rßrerXr sera considérée comme une

énergie démographique potentielle, étant supposé que la constante C

n
est la limite supérieure de 2 ßr £r Xr, appelé potentiel démo-

1
r

graphique. Or, la pi^emière intégrale qu'on tire des équations (3)

est
L + M const.



MATHÉMATIQUES ET BIOLOGIE 313

Cette intégrale exprime que la somme de deux énergies
démographiques est constante,c'est-à-direque l'une se transforme dans
Vautre. Cette proposition est analogue au théorème des forces
vives en mécanique.

Nous avons fait déjà allusion aux produits cataboliques émis
quelquefois par les individus et dit que ces produits sont capables,
dans certains cas, d'une intoxication du milieu (voir § IV).
Si nous envisageons l'action de ces produits cataboliques d'une
manière tout à fait générale, nous sommes conduits à un
problème d'analyse historique qui s'exprime par des équations
intégrodifïérentielles. Mais on peut le simplifier en supposant
que l'action due à chaque espèce reste constante. Dans ce cas
elle sera à chaque instant proportionnelle à la quantité de
vie de l'espèce. Il est alors possible de modifier les coefficients
d'accroissement de chaque espèce en y ajoutant une expression
linéaire des quantités de vie.

Si les actions d'intoxication sont réciproques, on peut
introduire un potentiel démographique en ajoutant une forme
quadratique au potentiel linéaire précédent. L'énergie potentielle

démographique devient alors égale à une constante diminuée

de la valeur totale du potentiel (§ XIII).
Le principe de la conservation de l'énergie démographique

ne subit ainsi aucune altération de forme.

§ x

Etablissons maintenant les lois des fluctuations biologiques.
Elles se déduisent de certaines intégrales des équations
fondamentales.

On peut d'abord donner à celles-ci une interprétation
cinématique.

Supposons par exemple que le nombre des espèces soit trois,
alors on voit que les seconds membres des équations (2) sont
les formules bien connues de la cinématique des corps rigides à
trois dimensions où les translations correspondent à a, b, c, les
rotations correspondent à p, q,retles coordonnées sont
N1; N2, N3.
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