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SUR LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
DES SOLUTIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU PREMIER ORDRE

par V. Marié et M. VUILLEUMIER

Soit I'équation différentielle
yo=1(x); (1)

lorsque f est une fonctionrationnelle en x et y, Hardy [1] a donné
le comportement asymptotique des solutions définies dans un
voisinage de linfini. En outre, il a montré que toute solution,
ainsi que toute fonction rationnelle d’une telle solution, est ou
bien constante, ou bien strictement monotone a partir d’'un x.

Or, en ne faisant que des hypothéses relatives au signe de f,
on peut encore obtenir des résultats sur le comportement des
solutions, & savoir qu’elles tendent vers une limite, finie ou
infinie, ou méme qu’elles sont quasi-monotones, ¢’est-a-dire que
pour tout a, ou bien y(x) +a >0, ou bien y(x) +a <0,
a partir d’'un x. *)

Ces résultats sont donnés par les deux théoremes suivants:

TueorEME 1. Stf(x,y) est continue pourx > xpely; <y <y,
et st quel que soit y fize, f (x,y) est constamment = 0 ou cons-
tamment < 0 @ partir d’ un x, alors toute solutton de (1) définie
dans un voisinage de Uinfint tend vers une limite, finte ou
nfinte.

Démonstration. On suppose par I’absurde que y (x) est une
solution de (1) telle que

lim inf y (x) < lim sup y (x).

X >0 X0

*) Cette définition correspond a celle qu’a donnée Hardy [2] pour les suites, a
savoir, une suite est quasi-monotone si chaque terme n’est minoré (ou majoré) que par
un nombre {ini de termes.
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Alors, quels que soient deux nombres I, [, tels que

lim inf y(x) <, <1, <lim sup y(x)

et quelque grand que soit x, i1l existe deux nombres &, &,,
x < &y < &, , tels que

[ <v(&y) <y(&) <y,

(ou, si 'on veut, tels que I; <y (&) < y (&) <1,).
On peut donc construire un &, avec &; < & < &, , tel que

V(&) <y(&) <y(&y), et y (& >0
(resp. y (&) > y(&) > (&), et y (& <0).

D’apres la continuité de y’, on en déduit 'existence d’un inter-
valle entier [x,, x,] contenant ¢ tel que pour tout x e[x;, x,]
on a y (x) > 0 (resp. < 0) et tel que I; <y (x;) < y(x,) <,
(resp. Iy <y (x3) < y(xq) <ly).

On peut ainsi trouver une suite d’intervalles [x,,_, x,;],
avec x; — oo, sur lesquels y’ est alternativement > 0 et < 0, et
dont les images forment une suite d’intervalles fermés emboités.
Si y, désigne un élément commun a tous ces intervalles, 1l lui
correspond une suite {&;} telle que &, —» oo,y (&) = yo et y' (&)
est alternativement > 0 et < 0, ce qui contredit I’hypothése
que f(x, yo) est de signe constant a partir d’un x.

TatoreME 2. Soitf (X, V) définie pour x > Xgely;, <y <V, ;
supposons qu’ a tout yo €(y4, ¥,) on puisse associer un ensemble
ouvert 9 du plan, contenant la drotte y = y, pour X assez
grand, de telle sorte que f(x,7y) soit constamment >0 ou
constamment < 0 sur l'un des deux ensembles

D7 ={(x,y):(x,y)eD et y >y}
ou
D ={(x%,1):(x,)eD et y <yo}.

Alors, toute solution de (1) définie dans un voisinage de U'infint
est quasi-monotone.
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Démonstration. Supposons par 'absurde qu’il existe une
solution y définie dans un voisinage de l'infini qui n’est pas
quasi-monotone, c¢’est-a-dire qu’il existe un y, € (y;, y,) et une
suite {x;}, z; - oo, tels que

V(x3) >yo et y(Xa+1) < Vo -

Soit p; la distance du segment [(x;, o), (X;+1, Yo)] au bord du
domaine . Il existe alorsun &, x; < &, < x;.,telquey, <y (&;)
< Yo+ o (resp. yo —p; < V(&) < yo) et y' (&) <0 st v est
pair et y’ (&;) > 0si 1 est impair. Puisque &; — oo , cela contredit
I'hypothése que f (x, y) est de signe constant dans 97 (resp. 7).
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