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Das astasierte elastische Pendel als Schweremesser.
Von Prof. Dr. C. F. Baeschlin, Zollikon.

(Fortsetzjing.)

Die resultierende Richtkraft A erleidet bei einer Aenderung von
g um Ag eine große Relativänderung, da t und y nahezu gleich sind.

Da
A t — y

so ist
A A A (t — y) —Ay

da ja At gleich Null angenommen worden ist (t konstant).
Damit wird
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Durch Einsetzen in die Gleichung (5) folgt :
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Die relative Aenderung der Richtkraft A ist abgesehen vom
Vorzeichen das N-fache der relativen Aenderung der Schwerkraft g. Wenn

AAwir daher N groß wählen, so brauchen wir—— nur ziemlich grob zu

messen, um daraus — mit großer Genauigkeit zu bestimmen.
9

Wir wollen nun unser Instrument zunächst auf eine Ausgangsstation
stellen, auf der g g0 sei, das wir anderweitig bestimmt haben. Die
Richtkraft auf dieser Station bezeichnen wir mit A„, die Astasierung
N mit N».

Es ist nun
(8) A0 t — y0 t — m p g0
und

y« __ m p 9« _ yo(9) n0 t — y« t — m p g„ A,

Wir bringen jetzt unsern Apparat auf eine andere Station und setzen
voraus, daß r, p und m unverändert bleiben.

Die Schwerebeschleunigung auf dieser Station dagegen sei gx + 9V
Wir haben

(10) Ax t — yx — r — m p gx

(11) JV, yi mp°l -^r— yx T — mpgx Ax

Die Gleichung (11) können wir als Proportion schreiben

^ mP 9i
1 t — m p g-!

Daraus folgt nach einem bekannten Satz der Proportionenlehre

Nx + 1
_ m /> 01 + (t — mp gx)

__ t
1 T — mp gt r — mp gx

\r 1 1
T TTT —-mp gx r — yx Ax

(12)

Dividieren wir die Gleichung (12) durch die Gleichung (11), so
erhalten wir:

(l3) ^ - yi
Lösen wir Gleichung (8) nach g0 auf, so folgt

a - r — A°
90 - mp

aus Gleichung (10) folgt analog

r— Ax
9i mm p

Daraus ergibt sich
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A0 Ax
</i — i/o

und weiter

g* - go
mP

ffi go
___

A0 — Ax _ Ao — At
9o m p g« y0

Nun ist aber nach Gleichung (9)

(14) y„ N„ A0

und analog nach Gleichung (11)

(15) yx NxAx
Damit erhalten wir die wichtige Gleichung

gx — g0 1 A0 — Ax
(16)

go No A„

Diese Gleichung kann noch auf eine andere Form gebracht werden,
die für den praktischen Gebrauch meist bequemer ist.

Es ist
y0 r — A0; yx T — Ax

gemäß der Definitionsgleichung für A [Gl. (3)]. Andererseits ist nach
den Gleichungen (14) und (15)

N„Aa y„ NxAx =>y1
Damit finden wir

JV0
T ~~-A" -I 1

und daraus

»¦ -^ - ir - '

xt xt T T A0 A,iVj — 2V„ -r- - -;- T -
Ax A0 Ax A0

Nach Gleichung (12) ist aber

T

und es folgt daher
At"^+1

Somit wird
(17)

Nx - N, Ao Al (Nx + 1)
Ao

A0 — Ax Nx — N0
A„ Nx + 1

Setzen wir dies in Gleichung (16) ein, so erhalten wir:

(\ f,\ gi — go 1 jVj — Np
V ;

go N, jVi+1
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Aus dieser Gleichung (18) erkennen wir, daß wir gt aus g„ bestimmen

können, wenn es uns gelingt die Astasierungen Nt und N„ unseres
Instrumentes zu ermitteln.

Diese Bestimmung der Astasierung N auf einer beliebigen Station
kann sowohl nach einer statischen, wie nach einer dynamischen Methode
erfolgen.

Statische Methode zur Bestimmung der Astasierung N.

Die statische Methode besteht darin, daß wir den Ausschlag aus
der Gleichgewichtslage bestimmen, den ein bestimmtes ablenkendes
Drehmoment hervorruft.

Ein solches ablenkendes Drehmoment kann der Beobachter in
einfacher Weise an dem System anbringen, indem er den Pendelfuß
um einen kleinen, möglichst genau bestimmten Winkel cp neigt.

Das System werde um eine horizontale Achse parallel zur Drahtachse

um einen Winkel cp gedreht.
Während vor der Drehung die Gleichgewichtslage durch einen

Winkel 9 0 gekennzeichnet war, in Uebereinstimmung mit
Gleichung (1), so tritt jetzt die Gleichgewichtslage für einen von Null
verschiedenen Winkel 9 ein.

Da der Torsionsdraht die Drehung um den Winkel cp mitmacht,
so ist der Drillungswinkel 9. Die Neigung der Stabachse gegen die
Lotrichtung dagegen ist jetzt (9 + cp).

Da das Torsionsmoment und das Drehmoment, das durch die
Schwerkraft erzeugt wird, für den Winkel 9 im Gleichgewicht sein
müssen, das resultierende Drehmoment also verschwinden muß, so
erhalten wir jetzt die Gleichung:

(19) — t9 + y sin (9 + cp) 0

Daraus folgt:
sin (9 + cp) t

9 y

nach Gleichung (13) ist aber

y N + 1
=1 L _L

y JV + JV

Somit erhalten wir die Gleichung

« i + i - * V d

und daraus
9

(21) N --si i—. - iv ' sin (9 + <p) — fl

Wenn 9 und cp so klein sind, daß
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sin fl fl; cos fl 1

sin cp cp; cos cp 1

gesetzt werden können, so geht die Gleichung (21) über in

(21a) JV =j-
Da die Astasierung JV im Interesse einer hohen Empfindlichkeit

des Apparates groß gewählt wird, (einige Hundert bis Tausend), so ist
fl im allgemeinen ziemlich groß (mehrere Grade), so daß die strenge
Gleichung (21) verwendet werden muß. Deren Auswertung bietet ja
aber keine besondern Schwierigkeiten, da ja cp und fl aus Beobachtungen
vorliegen.

Schwieriger ist die Auflösung der Gleichung (21) nach fl, wenn
JV und cp gegeben sind.

Wir können dies in folgender Weise durchführen. Wir berechnen

aus JV, — mit Hilfe der Gleichung (13)
Y

Damit erhalten wir die Gleichung

1
_

sin (fl + cp) _ sin fl cos cp + cos fl sin cp
1 + JV fl fl

Wir entwickeln nun sin fl und cos fl, resp. sin cp und cos cp in Reihen
nach fl resp. cp. cp ist im allgemeinen einige hundertmal kleiner als fl.
Es genügt daher für eine erste Näherung die Entwicklung für fl bis
zur 3. Ordnung, diejenige von cp nur bis zur 1. Ordnung zu treiben.
Das letztere heißt, daß

cos cp 1; sin cp cp

gesetzt werden kann.

Damit erhalten wir

l + ± TyRJyMi"¦" JV fl + fl
fl2 cp

Das Glied —~ können wir noch vernachlässigen, weil es von höherer
Â

als der 3. Ordnung ist; damit erhalten wir:

1 + i' X
& 9
3! + fl

oder vereinfacht:

(22) d» + A-fl.— 6 cp 0
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Das ist eine in fl kubische Gleichung ohne quadratisches Glied,
in Normalform geschrieben. Sie ist für fl und cp in Arcus-Maß verstanden.
Gehen wir zu Winkelmaß über, so erhalten wir:

fi a"2
°£ fl" — 6 y2 y o

Somit wird:

fl" j/ 3 p2 cp" + j/(3 p2 cp")2 + l^jf-f

+ y 3 P*9" - ]/(3 9"? + (—/-)'
Für cp 30".00, JV 1000.00 erhalten wir nach dieser

Näherungsformel (es sind alle Glieder von höherer als der 3. Ordnung
vernachlässigt worden)

fl" s^ 15476

Wenn man einmal eine solche Näherungslösung hat, so findet man
ständig bessere Lösungen, indem man die Newton'sche Methode oder
die Regula falsi anwendet.

Die strenge Lösung unter Verwendung lOstelliger Logarithmen
wird:

fl" 15455". 800 4° 17' 35". 800

Man erkennt also an diesem Beispiel, daß die Näherungslösung
nach (21a) gänzlich unbrauchbar ist, indem danach

fl" — 30 000"
würde.

Um die nach dieser statischen Methode mögliche Genauigkeit für
die Bestimmung von gx abzuschätzen, müssen wir uns über die
Genauigkeit in der Bestimmung von fl und von cp orientieren.

Wenn wir zur Bestimmung der Neigungen cp einen Hebelarm von
ca. 100 cm mit einer feinen Mikrometerschraube verwenden, so kann
mcp etwa zu 0". 05 angesetzt werden.

Den Winkel fl werden wir am bequemsten mit Hilfe einer Poggen-
dorf'schen Spiegelablesung bestimmen.

Wir schätzen den mittleren Fehler in der Bestimmung von fl
etwa zu

mß, + 25"

Aus der Differenzierung der Formel (21) nach fl und cp erhalten wir:

(24) dN
Sin <* + &= t™-%± Ö d9 - ^cos^fl+^v ' [sin (9 + <p) — fl]2 fl

Für den oben behandelten Fall

cp 30"; fl 15455". 8; JV 1000.00
erhalten wir



— 47 —

dJV 0.1267 dfl" — 64.52 dcp"

Mit mfl ± 25"; mp ± 0". 05

wird
mjvfl "± 3.17 mNip ± 3.23

Daraus folgt

mjv ^(3.17)" + (3.23)2 ± 4.53

Durch Differenzierung der Formel (18) erhalten wir:

lg. — g„ \ JVi 1 JV„ + 1 1

(25) d (— — - dJV„+—— rfJVj.*¦ ' \ go / W.+ 1W ,T JV, (JV, + l)2
1

(Fortsetzung folgt.)

Principes pour la construction d'un nouveau
planimètre.

Par W. K. Bachmann, géomètre officiel, Lausanne.

La précision des planimètres polaires, et souvent aussi celle des

planimètres à disques, laisse à désirer pour le calcul de surfaces de

plans cadastraux. Les principales causes d'erreurs sont les suivantes:
1° Le fonctionnement imparfait de la roulette. Le réglage de la roulette

n'est souvent pas parfait, d'où il résulte des erreurs considérables.
Son roulement dépend en outre de la surface du papier. Pour les

planimètres à disques, les causes d'erreurs sont les mêmes; toutefois,
l'erreur provenant de la surface de roulement est partiellement
éliminée par l'emploi du disque. Cette erreur ne sera cependant
jamais complètement supprimée, attendu que de petites irrégularités
de la surface de roulement se présenteront toujours.

2° L'opérateur n'arrive jamais à suivre exactement les limites avec la
pointe ou la loupe du planimètre. Pour les limites naturelles, (cours
d'eau, etc.) cette erreur n'a certainement pas une grande importance,
vu l'incertitude qui règne souvent sur la position exacte de pareilles
limites. Pour les limites artificielles, courant en ligne droite d'une
borne à l'autre, l'influence de cette erreur sera en général assez
grande. Il serait par conséquent intéressant d'examiner la possibilité
d'éliminer complètement cette erreur.
Le procédé le plus rationnel pour le calcul de grandes surfaces

consiste dans l'emploi du coordinatographe. En choisissant une origine
et une base arbitraires, les coordonnées des sommets de la parcelle
seront mesurées, à l'aide desquelles, la surface sera ensuite calculée.
Les parties restantes, comportant généralement des limites courbes,
sont ensuite calculées au planimètre. Cette méthode excellente a
malheureusement l'inconvénient d'être un peu longue. Il est donc intéressant

d'étudier un autre procédé pour le calcul de surfaces, donnant
une précision supérieure à celle du planimètre, et étant moins long que
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