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Calcul du relèvement par inversion
par W. K. Bachmann, géomètre officiel, licencié es sciences.

(Fin)

Posons maintenant z x y iy et z x — iy, ce qui nous donne

x2 + y2 z~z 2 z z + z 2 y f^-Z — i (z — z))

et l'équation du cercle Sx devient

zz — (z + z) rj • cos @! + i (z — z) rx ¦ sin &t 0

ou bien

zz — rx ¦ z ¦ (cos @t — r sin 0X) — rx ¦ z (cos &t + i sin @i) 0

et en définitif

(6) z~z — rt ¦ z ¦ e~l&1 — rx • z • e+l&1 0.

En appliquant la transformation (1), l'équation (6) devient

/•j e 1 i&l
0 ou bien

1 — /-! ¦ e
l@1

¦ w — /-! • e+l&i ¦ w 0.

En posant, comme plus haut w f + i-q et w £ — irj, nous
trouvons la droite

dt: 1 — 2r, • cos @r • | + 2 rx • sin @. • -q =0.
L'interprétation géométrique de cette équation est immédiate et il
me semble inutile de donner d'autres explications à ce sujet.
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Ainsi, les cercles Sx et S2 ont pour transformées:

dx. 2rx • cos 0X • Ç — 2 rx • sin 0X • -q — 1

(7) ' d2: 2r2 • cos 02 • | — 2 r2 • sin 02 ¦ -q 1.

Désignons le déterminant de ce système par A; sa valeur est

cos 0X — sin 0X

cos 02 — sin 0.2
A Arx • r2

ou bien

(8) A A rx r2 sin (0X — 02)

La résolution du système (7) nous donne

4 rx r2 (sin 0X cos 02 — cos 0X sin 02)

1

A

* =A
d'où finalement

1 — 2 rx sin 0X

1 — 2 r2 sin 02

2 Tj cos @i 1

2 r, cos @, 1

—r (rx sin ®! — r2 sin 02)

(9)

I

V

—p (rx cos ©! — f2 cos 02)

rx sin ®! — r2 sin ©2

2r!r2 sin (0X — 02)

rx cos 0X — r2 cos 02
2rxr2 sin (©! — @2)

Appliquons maintenant la transformation inverse z — ; on a

x + iy f + iij ~ + i»1

I2 + V

+ ij»

è — iv

x + iy

ria + r22 — 2 /-! r2 (sin 0x sin 0;. + cos 0X cos Q;)
4rx27-22 sin2 (0X— 02)

ri2 + ri — 2 rx r2 cos (0X — 02)
Arx2r22 sin2 (0X — 02)

(rx sin 0X — r2 sin 02) ¦— i (rx cos 0X — r2 cos 02)
2rxr2 sin (©j — @2)

è^y-q 2rtr2 sin (0X — 02) f

i — 0.)
'

l '"y -g2 rx2 y r22 — 2 rx r2 cos (0

(rx sin 0X — r2 sin 02) — i (rx cos 0x — r2 cos 02) \,

d'où, en séparant les parties imaginaire et réelle

(10)

2rxr2 sin (0X — 02)
rx2 y r22 — 2 rx r2 cos (0X — 02)

— 2rxr2 sin (0X — 02)

¦ (rx sin 0X — r2 sin 0t)

• (rx cos 0X — r2 cos ©2).
r,2 + r22 — 2rxr2 cos (0X — 02)
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4" Interprétation géométrique des relations (10).

Les relations (10) admettent une interprétation géométrique très
simple; il suffit en effet d'introduire les centres Cx (ycx< xci) e* C2 (?/c2> xcì)
des deux cercles Sx et S2 (voir flg. 4).

1°

X

c,

1

C
2 rS^^ S

_£*/

rk
s'

T
»>

y

Fig. 4.

En désignant la distance Cx C2 par R et la surface du triangle (P0 Cx C2)

par S, nous avons
i?2 rx2 + r22 — 2rxr2 cos (0t — ©2)

AS 2rxr2 sin (0, — 02)

4 S
_ 2rtr2 sin (0t — 02)

R2 ~ r2 y r2 — 2 rt r2 cos (0X — ©2) '

La surface S est naturellement prise avec son signe; elle peut être positive

ou négative. Posons maintenant

(il) a -AA.

d'où

Soient p et g les projections du vecteur C2 Cx sur les axes de coordonnées;
nous avons

p rx cos 0X — r2 cos 02

q rx sin 0X — r2 sin 02

et les relations (10) peuvent alors s'écrire

(12)

(13)

^S
R2

A S
R2

Q

P

où tous les éléments ont une signification géométrique.
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Dans le but de faciliter les calculs numériques, nous allons introduire

les coordonnées des centres Cx et C2, ce qui nous donne

2 rx r2 sin (0! ®2) 2 (yCl xC2 — xCx yc_)

P (xci — xcù

(ya — y&)
d'où les relations

(14)

x

y

2 (ycx xc2 — xcx yc2)
¦ (ycx

¦ (xcx

— Vc2)

— xc2)

(vcx — yc2y + (xcx — xc2y

— 2 (»d xc2 — xcx yc2)

(ycx — vc/ + (xd — xc2)2

5° Calculs numériques.

Dans ce qui précède, nous avons établi toutes les formules utiles
pour le calcul numérique du relèvement. Afin d'en faciliter l'application,

nous allons les résumer ici.

Soient ax et a2 les deux angles mesurés. Il est essentiel d'introduire
l'angle a2 tel qu'il est indiqué à la fig. 5 et non pas l'angle P2 P P0;
nous obtenons ainsi les mêmes formules pour la détermination des deux

Fig. 5.



P :

Po :

Pi ¦¦

P, :

7

1

2

Vp

Ay.
y0

Vi

Vi

±
52 161.16

Ax_

Xq

xx

x%

±

+
37 222.20

689.37
51 471.79

624.81
37 847.01

50 947.34
51 729.30

36 870.44
38 394.39

Ayx yx — yo

dy2 y2 — y0

+ 524.45
257.51

i-Jl eis | -Xj » CC/) + 976.57
547.38

tg Vi

sin ax

sin cpx

COS cpx

di

2rx

A

Ayc --

zS +0-537033 ?>

+0,85 12 59 at
0! ^>! + at — lOOgr

+ 0,47 31 23 sin 0X

+ 0,88 09 96 cos 0X

Ayx Axx 1108.'
sin cpx cos cpx 1108.'

31gf37' 47" tg tp,

r 64gr 83' 21 " sin a2

jry-2 +0.470441 v>2 =227gr99' 36"

+ 0,46 31 03 a2 169gr 34% 72"
396gi- 20' 68"
—0,05 95 48 sin cp2

-- +0,99 82 25 cos?2

Uj 1108.484 d2

e. Rt:, nst; •> „

02 <Pi + a2 — lOOgr =297gr 34' 08"
— 0,42 56 88 sin 02 — 0,99 91 27

—0,90 48 70 cos 02 —0,04 17 58

_ Ay2
_

Ax.
_

604.926 j
sin <p2 cos <p2 604.926 J

sin

VCi XC2

— A

ax sin a2

yCi ri • sin &i — 38-77 Î/C2 r2 • sin 02 — 652.55

xCi ri - cos ©i + 649.93 xC2 r2 ¦ cos 02 — 27.27

yci~ UC2 +613.78
xCi — *c* +677.20

— xCi VC2 +425 169.08 B (yCl — yC2)2 + (xCl — xC2)2 + 835 325.73

A 2 • 4" 2 • 0,508986 + 1,01797
ts

(xCx — xc_) — 689.37 Axc + A (yCx — yC2) + 624.81 |
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cercles Cx et C2. Il est facile de voir pour quelle raison l'angle a2 doit
être introduit tel qu'il est indiqué à la figure 5. L'angle i/i (voir fig. 3)
peut en effet être positif ou négatif. Il est facile d'établir une règle y
relative. En effet, soit P0 Pa le côté pour lequel nous voulons déterminer
le cercle Sa. Considérons le vecteur P0 Pa. A l'aide d'une figure, la

position approchée du point P peut être déterminée ainsi que la position
approchée du centre Ca de Sa. Nous obtenons alors la règle suivante:

Si le centre Ca est situé à gauche du vecteur P0 Pa, nous prenons I

pour a l'angle intérieur du triangle P0 PPa en P; dans le cas où le

[ centre est situé à droite du vecteur P0 Pa, nous prenons l'angle extérieur. |

En supprimant les indices (puisque les relations sont valables à la
fois pour les deux cercles), nous avons

0 JL_ a

0 cp — ifi tp + a y
d

r -= ;
2 sin a

En ajoutant à ces relations les formules (14), nous avons tout ce qui
est nécessaire pour déterminer le point P.

Les calculs numériques s'effectuent très rapidement en utilisant
le formulaire ci-joint. Je tiens cependant à faire remarquer que j'ai
expressément renoncé à développer des formules de contrôle pour ces

calculs, et ceci pour la simple raison qu'elles ne seraient d'aucune utilité
pratique. En effet, une fois les coordonnées provisoires déterminées,
nous devons procéder à la compensation en utilisant les visées
surabondantes. Dans ce but, les gisements des côtés déjà utilisés pour la
détermination du point approché sont de nouveau calculés. Une fois
ces gisements obtenus, les calculs se vérifient immédiatement puisque
nous devons de nouveau obtenir les angles ax et a2.

La méthode développée permettant de calculer facilement un point
en une demi-heure, elle présente des avantages considérables pour la
pratique.

Lausanne, le 3 avril 1941.
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