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Calcul du relévement par inversion

par W. K. Bachmann, géomeétre officiel, licencié &s sciences.
) (Fin)
Posons maintenant z = x -+ iy et z = x — iy, ce qui nous donne
72—z

24+ Y = zz 2x = z + z 2y:~———l.—»~f=~—i(z——;))

et 1’équation du cercle S, devient
zz — (z + 2z)r;-cos @, +i(z—2z)r,-sin @ =0
ou bien .
z2—r; -z -(cos @ —isin @) —r, - z(cos @, + isin O,) = 0
et en définitif '

(6) ZZ — Iy - 2 - e_i@l X e+i@1 = 0.

En appliquant la transformation (1), I’équation (6) devient

ot BE S NEE. L g ou bien
w - w w w
1—r1-e—i@1-5—r1 . e_.}_i@hw = 0.
En posant, comme plus haut w = ¢ 4 in et w = ¢ — in, nous

trouvons la droite
d: 1 —2r,-cos O,- ¢ + 2r, -sin @, -np = 0.

L’interprétation géométrique de cette équation est immédiate et il
me semble inutile de donner d’autres explications a ce sujet.
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Ainsi, les cercles S, et S, ont pour transformées:
{ di: 2rp-cos @, - £ —2r,-s8in @, - =1
dy: 2ry-cos @, - & — 2r,-sin @, -y = 1.

Désignons le déterminant de ce systéme par 4; sa valeur est

(7)

cos O, — sin @,

4 = 4r;,r,- 6 B, — g B, = 4r,r,(sin @, cos @, — cos @, sin @,)
ou bien
(8) 4 = 4r,r, sin (0, — 6,).
La résolution du systéme (7) nous donne
£ = 1 ) ~ il S G, = B I(r, sin @, — r, sin 6,)
4 1 —2r,sin 0, 4

1 2r, cos 6, 1

- % (r, cos ®;, — 1, cos B,)

n =4
4 2r, cos 0, : |
d’ou finalement
§ r, sin ® — r, sin @,
5 ~ 2ryr, sin (@; — 6,)
_ Iy cos B — ry cos 6,
K 2r,r, sin (@, — 0,
Appliquons maintenant la transformation inverse z = 1 ; on a
_ w
; 1 & — i
x iy = —(——+— = g
o b § s in fﬂ <} ,,’2
8 rs? 4+ ry2 — 2r,r, (sin @, sin @, + cos @, cos @,)
T = 4rz2r,? sin? (@, — O,)
£ 1 g2 = r2 4+ r2—2r,r, cos (0, — 60,
£ P (ry sin @, — r, sin @,) — i (r;, cos @, — r, cos 6,)
w3 Ty _ E—in _ ~2r,r1, sin (0, — 0, *A_{
£ + red 4+ r2 — 2r;r, cos (0, — 6,)

. {(r1 sin ®, — r, sin @) — i (r; cos @, — r, cos O, },

d’ou, en séparant les parties imaginaire et réelle

_ 2r,r, sin (@, — 6,) g ‘
T = TR FrP—2r.r,cos (0,—0, (ry sin @, — r,sin @,)

_ — 2r,r, sin (0, — 0,)
v 12+ r?—2rr,cos (0;,— 0, (rycos @, —r,cos ©,).

(10)
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4° Interprétation géoméirique des relations (10).

Les relations (10) admettent une interprétation géométrique tres
simple; il suffit en effet d’introduire les centres C, (yq,, T¢,) et Cs (Yc,, Tc,)
des deux cercles S, et S, (voir fig. 4).

X

Fig. 4.

En désignant la distance C, C, par R et la surface du triangle (P, C, C,)
par S, nous avons

R =r24+r2—2r,1, cos (0, — 0,)
4 S = 2r,r, sin (@, — 0,)

R? r2 4+ r2 —2r,r, cos (6, — 6,)°
La surface S est naturellement prise avec son signe; elle peut étre posi-
tive ou négative. Posons maintenant
4 S

(11) A == R
Soient p et q les projections du vecteur C:*Cl sur les axes de coordonnées;
nous avons
(12) { p =r c?s 0, — r, c?s o,

g =r, sin @& — r, sin 6,

et les relations (10) peuvent alors s’écrire

48
s

4 S
A

(13)

ol lous les éléments ont une signification géométrique.
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Dans le but de faciliter les calculs numériques, nous allons intro-
duire les coordonnées des centres C, et C,, ce qui nous donne

2]‘1 Iy sin (@1 e @z) = 2 (yCI Lo, — Toa yCz)
p = (xg, — Zc)

9 = (Yo — Yco)
d’ou les relations

2 (Ug, ¢, — %, Uc)

xr = . .
(yclE — yjc2)2 + (:zc1 —x 02)2 (y(;1 Yc,)
(14)
o 2Wc, ¢, — *¢,¥c) g, — )
(ycl - ycz)z + (xcl —_— sz)z Cl (:2

59 Calculs numériques.

Dans ce qui précéde, nous avons établi toutes les formules utiles
pour le calcul numérique du relevement. Afin d’en faciliter I’applica-
tion, nous allons les résumer ici.

Soient a, et a, les deux angles mesurés. Il est essentiel d’introduire
I’angle a, tel qu’il est indiqué a la fig. 5 et non pas ’angle P, P P,;
nous obtenons ainsi les mémes formules pour la détermination des deux
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18'%89 + = (P — ) ¢y + = Yap Le 689 — = (Px — W2) v — = 2fip
L6LIO‘T + = 98680S°0 - ¢ = W "% =Y
€L'628 ce8+ = (P — 02) + (A —Of) = g 80°691 Cch+ = @i W — Wz Vf = y
0% LL9+ = Px — Vx
8L €19+ = P8 — 0f
L%'LT — = %@ s00 - % = g €6°6¥9 + = '@ so0o - u = g
66 gg9 — = ‘@ wis - i1 = *f LLgg — = 'g ws -ty = WA
‘o urs _ Ip urs
gL ege = GPTII0ET = — 5, = T ¢80°169 = M OLI'TOEL = —v, = Mg
. b s00 8 urs ' b s00 16 urs

926" 709 “ wwm.wmw = oy - Ry “p P8¥ " 80T1T “ me.mmm = Gp = iy p
8G LT ¥0'0— = *@S02 (L 8% 06°0— = *#s00 CZ T8 66°0 + = '@ so0o 96 60 88°0 + = ' s00
LT 16 66°0— = *@ uls 88 9C ZH0— = ‘%o urs 8% €6 ¢0‘0— = '@ urs €T IS LY'0+ = 'Hus
w80 V€ 18L6C = 18001 — v + %o = fg w89 .07 1896€ = w8001 — '™ + 6 = '@
WTL \FE 8691 = *® €0 1L V0 + = N “ouls 17 .8 @F9 = 0 GGZICR0+ = o uls
w9€ 166 BLTT = *F  TFVOLY 0+ = “M“n 81 WLV.LE8IE = 4 €E0LEGT 0+ = M|wn 'é 81
8€" L¥C —| % —fr = fxp 1G°LST — | °F — i = hp
LG 9L6 -+ v — Tx = Yap C¥ " $TC + | °f — i = hip
6€°¥6€ 8€ == | 8 0€°63L 19 and & A
¥¥°0L8 9€ — |tz ¥E LY6 09 — i Yl | I
10°L¥8 LE — | % 6L TLY 1G - L
18" ¥29 + | ‘zp LE" 689 — | %y
02°22% LE — | 4 91" 19T 29 — | I - §
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cercles C, et C,. Il est facile de voir pour quelle raison 1’angle a, doit
étre introduit tel qu’il est indiqué a la figure 5. L’angle ¢ (voir fig. 3)
peut en effet étre positif ou négatif. Il est facile d’établir une régle y

relative. En effet, soit P, P, le c6té pour lequel nous voulons déterminer
le cercle S,. Considérons le vecteur P;I_;a. A Taide d’une figure, la

position approchée du point P peut étre déterminée ainsi que la position
approchée du centre C, de S,. Nous obtenons alors la régle suivante:

Si le centre C, est situé & gauche du vecteur P(;“'I_)’a, nous prenons
pour a l'angle intérieur du triangle P, PP, en P; dans le cas ou le

——
centre est situé a droite du vecteur P, P, nous prenons ’angle extérieur.

En'supprimant les indices (puisque les relations sont valables a la
fois pour les deux cercles), nous avons

s
b=5 ¢
0 =¢—¢=¢+a— 75
.__d
2 sina’

En ajoutant a ces relafions les formules (14), nous avons tout ce qui
est nécessaire pour déterminer le point P. :

Les calculs numériques s’effectuent tres rapidement en utilisant
le formulaire ci-joint. Je tiens cependant a faire remarquer que j’ai
expressément renoncé a développer des formules de contrdle pour ces
calculs, et ceci pour la simple raison qu’elles ne seraient d’aucune utilité
pratique. En effet, une fois les coordonnées provisoires déterminées,
nous devons procéder a la compensation en utilisant les visées sur-
abondantes. Dans ce but, les gisements des cotés déja utilisés pour la
détermination du point approché sont de nouveau calculés. Une fois
ces gisements obtenus, les calculs se vérifient immédiatement puisque
nous devons de nouveau obtenir les angles a; et a,.

La méthode développée permettant de calculer facilement un point
en une demi-heure, elle présente des avantages considérables pour la
pratique.

Lausanne, le 3 avril 1941.
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