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Die Losung der Normalgleichungen

nach der Methode von Prof. Dr. T. Banachiewicz
(sogenannte « Krakovianenmethode »)

Zahlenbeispiel :

Dipl. Ing. Czeslaw Kamela

(Schlull)

Man lése folgende Normalgleichungen auf:

38,85x + 4,42y — 4,41z + 2,41f + 28,95
+. 4,42xr + 38,64y + 5,982 — 33,49f — 10,55

4,41 + 5,98y + 38,61z —
+ 2,41x — 33,49y —

und [pll] = 45,7665.

1,58t

+ 17,65

1,68z + 54,74t + 11,13

Die ganzen Berechnungen konnen durch folgendes Schema

werden.

Tabelle I
In jeder Zeile steht oben A, unten H.

Sa

[

oo oo

dargestellt

Su

+ 38,85

+ 4,42

441

+ 2,41

+ 28,95

| + 70,220

+ 70,220

»

+ 38,64
+ 38,137

+ 5,98
+ 6,482

33,49
33,764

10,55
13,844

+ 5,000

2,989

”

+ 38,61
+ 37,008

— 1,58
+ 4,442

+ 17,65
+ 23,290

+ 56,250

+ 64,730

”

”

+ 54,74
+ 24,167

+ 11,13
— 5,712

+ 33,210

+ 18,455

”

»

+ 45,7665

+ 92,946

+ 3,16131

+ 3,161

2S4

1+ 257,626

Tabelle II
Uber der Trennungslinie I-G, unter dieser Linie G1.

S¢

S G_l

1

—0,113771

+0,113541

—0,062033

—0,745174

+1,807437

+1,000000

—0,113771

1

—0,169966

+0,885334

+-0,363007

—0,078365

+0,886229

+0,132851

—0,169966

1

—0,119758

—0,629323

+1,749081

+0,962885

—0,178668

+0,905689

—0,119758

1

—0,236338

+0,763662

+1,607263

T =
—0,912306

y =
+0,684019

Z =
—0,657626

{ =

+0,236338

1

+-1,000000

+0,350424
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Tabelle III wie (23)

40,025740 1 +86127=877 |
+0,026221 +0,012944 1 . . +8(2)260=944
+0,027021 +0,017649 | +0,028888 1 +33§7=614
£0,041379 +0,031922 | 40,820273 |--0,014342 e

G - Sg = {0,9999 + 1,0000 + 1,0000 + 1,0000 + 1,0000 }

+ 70,219
+ 5,000
H - S¢g =1"8Ss4 = 7+ 56,251
+ 33,209
+ 92,945

S * Sg = Sa = 257,625 (soll sein 257,626)

Eine etwas andere Methode der Losung der Normalgleichungen
unter Anwendung der Krakovianen ist folgende: Hierin ist der Krakovian
A, ohne Absolutglieder

[pba] [pbb] [pbc]

(38)
[pca] [peb] [pec] ‘

{'lpaal [pabd] [pac]
A =

‘Weiter berechnen wir die Krakovianen I-G, H und G~ und die Kontroll-
summe S4, Sg, Sy_g und S¢g-1, den Krakovian M mit den Koeffizienten

1 1 i 1
[paa] = [pbb - 1] = Tpee -

2]
\/ﬂL_, \/ S S \/ 1 (39)
[pad] o1 Vipee A

Hierauf berechnen wir die Krakovianen P und Sp.

und den Krakovian N mit Koeffizienten

1
0
[paa]
Pp=) o LY . G1* (40)
(pbb - 1]
0 .
Tpee - 2]




1 4 -1 -
[paq] 0 0- 99 In Iy
P-) 0o ——— o o o gt w@on
[pbb - 1] 99 s
0 . !
[pce - 2] 0 0 93
Sp11 Spin = Pu
Sp = { Spa1 [ WO Sp21 = P21 + Pas (40**)
l Sps1] Sps1 = P31 + P32 + Pas
Weiter berechnen wir den Krakovian R.
B =1L = P* (41)
— [padl] P11 P21 Pa1
R = — [pbdl] 0 Py Pas (41%)
— [pcl] 0 0 pgs
Die Unbekannten x,, x,, x3 berechnen wir aus X = R - P (42)
Ty Iy Pu 0 O
X =1{2f =1Tn P21 P2z 0 (42%)
T3 Ts; P31 P32 Pass
Nun berechnen wir die Koeffizienten Q und Sp:
Q=P.P (43)
qgua 0 O Pu 0 O Pu 0 O
Q =1{G¢ 9 O = | Paa Pz O P21 P2z O (43%)
Q31 432 Qss P31 P32 Pss Ps1 P32 DPss
SQu SQu = Qu + Q2 + Qus
S = SQa WO Sgeo; = Qu + Qo2 + Qo (43**)
S0s1 Sgs1 = Qs + Qs + Qs
Zur Kontrolle dienen uns: |
S1.¢ * Se¢! = Zgu (44)

(ohne Koeffizienten g; fiir i = k)
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Zweite Kontrolle:
Zrtg = [pll] — [pll - K] (45)
(k = Anzahl der Unbekannten)

Sa X = — {lpal] + [pbl] + [pel}} (46)

— [pal) x — [pbl) y — [pel] z = Zr*y = [pll] — [pll - k] (47)

2SQu = 2S%u (48)
Sa® Sp = Anzahl der Unbekannten (49)
also ist .
Sain © Sgu + Saex " Sgar + Sas  Som (49%)
= Anzahl der Unbekannten
Als SchluBkontrolle dient
[pll - k] = [pov] (50)

Zahlenbeispiel:

+ 459,00z — 308,00y — 389,00z + 244,00t — 507,00

— 308,00x 4+ 464,00y + 408,00z — 269,00t + 695,00

— 389,00x + 408,00y + 676,00z — 331,00t + 653,00

+ 244,00 — 269,00y — 331,00z + 469,00t — 283,00 =
und [pll] = + 1129,00

I
S ES

Die ganzen Berechnungen kénnen durch nebenstehendes Schema darge-
stellt werden.

Beide Zahlenbeispiele wurden vom Verfasser wihrend der Ubungen
iiber Ausgleichsrechnung an der ETH. unter Leitung von Herrn Prof.
Dr. Baeschlin durchgefiihrt.

Wir wollen nun zur Untersuchung der Anzahl der Operationen
schreiten, die bei der Liosung der Normalgleichungen mittels des Gaul3-
schen Algorithmus, mittels der ersten und mittels der zweiten Krako-
vianenmethode durchgefiihrt werden. Diese ganze Untersuchung kann in
Tabellen zusammengestellt werden unter der Bedingung, daf3 bei keiner
Operation eine Rechenmaschine angewendet, bei der Krakovianen-
methode Multiplikationen mit der Zahl eins nicht berucksichtigt werden
und auch die Kontrollrechnung nicht eingerechnet wird.

Diese Zusammenstellung wurde so durchgefiihrt, da in der ersten
Tabelle nur die Operationen bei der Berechnung der Unbekannten x, y, z
angegeben wurden, in der zweiten Tabelle jene Operationen, die bei der
Berechnung der Koeffizienten ( bendétigt wurden und in der dritten
Tabelle die Summe aller Operationen (d. h. die Summe der Operationen
dus der Tabelle I und Tabelle II).
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Tabelle I
Methode nach Gaull. Anzahl der Operationen bei der Berechnung
der Unbekannten x, y, z. ..

Anzahl Anzahl Anzahl Anzahl
der der der der Addit. | Summe der Operationen
Unbek. | Divisionen | Multiplikat. | u. Subtrakt.
3 9 14 14 37
4 14 30 30 74
5 20 55 55 130
6 27 91 91 209
7 35 140 140 315
8 44 204 204 452
g o4 285 285 : 624
n i=n i=n i=n n
n —(n + 3) 2 np 2 ng 22n? 4+ — 1 + 3)
2 i=1 i=1 i=1 2
Tabelle I1

Methode nach Gaufl. Anzahl der Operationen bei der Berechnung
der Koeffizienten Q

Anzahl Anzahl Anzahl Anzahl
der der der der Addit. | Summe der Operationen
Unbek. | Divisionen Multiplik. |u. Subtrakt.
3 6 8 5 | 19
4 10 20 14 44
5 15 40 30 85
6 21 70 _ 55 146
7 28 112 91 231
8 36 168 140 344
9 45 240 204 489
- i=n i=n 1 i=n
n —(n + )| Zn;j(n;-1)| X (n; - 1)2 {2n; (n;-1) + 1
2 i=1 i=1 i=1




e PTL o=
Tabelle III = Tabelle I + Tabelle 11

Methode nach GauB. Anzahl der Operationen

Anzahl Anzahl Anzahl Anzahl
der der der der Addit. Summeder Operationen
Unbek. | Divisionen | Multiplikat. u. Subtrakt.
3 15 22 19 56
4 24 50 44 118
5 35 95 85 215
6 48 161 146 355
7 63 252 231 546
8 80 372 344 796
9 99 525 489 1113
i=n i=n L=n
no| a4+ 2) | Zn@n-1)|3@ne-2n4+1)| S (4n - 1) + 2)
i=1 i=1 i=1
Tabelle I

Erste Krakovianenmethode. Anzahl der Operationen bei der Berechnung
der Unbekannten x, y, z...

Anzahl Anzahl Anzahl Anzahl
der der der der Addit. | Summe der Operationen
Unbek. | Divisionen | Multiplikat. | u. Subtrakt. :
3 6 14 14 34
4 10 30 30 70
5 15 55 55 125
6 21 91 91 203
7 28 S 140 | 140 308
8 36 204 204 444
9 45 285 285 615
n i=1 i=n i=n n
no gt Iag Zng | 22nf + 5@+ 1)
i= i= i=
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Erste Krakovianenmethode

Tabelle I1

Anzahl der Operationen bei der Berechnung der Koeffizienten Q

Anzahl Anzahl Anzahl Anzahl
der der der der Addit. Summe
Unbek. | Divisionen | Multiplikat. | u. Subtrakt, | der Operationen
3 3 8 3 14
4 4 - 15 6 25
5 5 24 10 39
6 6 35 15 56
7 7 48 21 76
8 8 63 28 99
9 9 80 36 125
n n i
n n n?Z—1 T(fl‘—'l) —2—(31‘1—1—1)—1

Tabelle III
= Tabelle I 4+ Tabelle 11

Anzahl | Anzahl Anzahl Anzahl
der der der der Additionen [ Summe der Operationen
Unbek. Divis. | Multiplikat. | und Subtrakt.

3 9 22 17 48
4 14 45 36 95
5) 20 7ie 65 164
6 27 126 106 259
7 35 188 161 384
8 44 207 232 043
a 54 365 321 740

n n L n n n s
n ?(n+3) Zn24+(n2-1)| 2n+ —2—(11—1) 22n2+n(2n+1)—1
2 1 1 1
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Zweite Krakovianenmethode

Tabelle I
Anzahl der Operationen bei der Berechnung der Unbekannten z, y, z
Anzahl | Anzahl Anzahl Anzahl Ar(;zahl Summe
der der der der Addit. | grot der
Unbek. | Divis. Multiplikat. u. Subtrakt. urzet- Operationen
ausziehg.
3 6 20 10 3 39
4 10 40 26 4 80
5 15 70 50 ) 140
6 21 110 83 6 220
7 28 160 126 7 314
8 36 220 180 8 436
9 45 290 246 9 581
n 3 = LI
ZS;+ _n(n_g) 2'S8;+10 {an—
n It 5 } 1 2 ii 1 1
n —2—(n +1) 10{:-‘.','11,- —2n;_1 Wwo _ang, } N
Si=1+2+3+..+i +n(2n-3)
Tabelle II
Anzahl der Operationen bei der Berechnung der Koeffizienten Q
Anzahl Anzahl Anzahl Anzahl der Summe
der der der Additionen der
Unbek. Divisionen Multiplikat. u. Subtrakt. Operationen
3 — 10 4 14
4 ~— 20 10 30
5 = 35 20 55
6 - 56 35 91
7 - 84 56 140
8 == 120 84 204
9 — 165 120 285
n n-1 n
n —_ 2 Si 2 S; 2 ng#
1 1 1
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Zweite Krakovianenmethode

Tabelle I = Tabelle I + Tabellell

Anzahl | Anzahl Anzahl Anzahl Ar:izahl Summe
der der der der Addit. W = 1 der
Unbek.| Divis. Multiplikat. u. Subtrakt. UZO-1  Operationen
. auszieh.
3 6 30 14 3 53
4 10 60 36 4 110
5 15 105 70 5 195
6 21 166 118 6 311
7 28 244 182 7 461
8 36 340 264 8 648
9 45 455 366 9 875
n ‘
B n 3 2Zn2+n(2n-3
10{211['2—21'1{_1} E‘Si—l—?n(n“?’)"‘ 1 ' ( )
n 1 1 n
nog e 2 n-1 T ZSi+10{Zng
+ 2 S + 2 S; 1
1 ! ~2n;_4 |

Sehr groflen Einflul auf die Genauigkeit der Berechnung der Un-
bekannten z, y, z... haben die nachfolgenden Operationen: Multipli-
kation, Division und Wurzelausziehung. Wenn wir die erste Tabelle fiir
die GauBsche Methode mit der ersten Tabelle fiir die erste Krakovianen-
methode vergleichen, dann sehen wir sofort, dal3 die Anzahl der Multipli-
kationen gleich sind, gleichzeitig sind aber bei der ersten Krakovianen-
methode weniger Divisionen als bei der Gaullschen Methode.

Dieses Verhiltnis kann mittels folgender Gleichungen ausgedriickt

werden:%— (n + 3) fir die Gaullsche Methode,_~;l— (n + 1) fiir die erste

Krakovianenmethode. Beim Vergleich der zweiten Tabelle fiir die Gaul}-
sche Methode mit der zweiten Tabelle der ersten Krakovianenmethode
sehen wir, daBB wenn die Anzahl der Divisionen fiir die erste Krakovianen-

n
methode n betridgt, jene fiir die Gauflsche Methode 7(n—{— 1) ist. Das

Verhiltnis bei den Multiplikationen ist Xni (ni-1) fir die Gaufische
Methode, n*-1 fiir die erste Krakovianenmethode.

Der Vergleich der Tabellen III gibt uns ein Bild dariiber, daB die
erste Krakovianenmethode viel vorteilhafter ist, weil sie es gestattet,
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viel Zeit zu ersparen und die Unbekannten x, y, z wie auch die Koeffi-
zienten Q;; viel genauer zu berechnen.

Beim Vergleich der Tabelle I fiir'die Gaufische Methode mit der
Tabelle I fiir die zweite Krakovianenmethode bemerken wir, dal die
Anzahl der Divisionen fiir die Gaulsche Methode der Anzahl der Divi-
sionen und der Wurzelausziehungen zusammen fiir die zweite Krako-
vianenmethode gleich ist.

Die Anzahl der Multiplikationen bis zu 9 Unbekannten ist kleiner
bei der Gauflschen Methode als bei der zweiten Krakovianenmethode,
aber schon fiir mehr als 9 Unbekannte erfordert die zweite Krakovianen-
methode weniger Operationen. Beim Vergleich der Tabellen I1 sehen wir,
dafB bei der zweiten Krakovianenmethode keine Divisionen vorhanden
sind, hingegen ist aber die Anzahl der Multiplikationen bei der zweiten
Krakovianenmethode kleiner als bei der GauBschen Methode.

Dasselbe Ergebnis liefert der Vergleich der Tabellen III.
Die Krakovianenmethode besitzt folgende Vorteile:

a) Die Bestimmung der Unbekannten x, y, z. .. und der Koeffizienten Q
ist genauer.

b) Wihrend der Berechnung ist eine hiufige Kontrolle moglich.

¢) Wir konnen die ganze Berechnung in ein praktisches Schema zu-
sammenfassen, ohne Riicksicht auf die Anzahl der Unbekannten.

d) Die Krakovianenmethode bietet eine grofle Zeitersparnis.

e) Sie eignet sich sehr gut zur Durchfithrung der Berechnungen mit
Hilfe von Doppelrechenmaschinen und kann bei der Ausgleichungs-
rechnung eine sehr ausgedehnte Anwendung finden.

Der Verfasser mochte es nicht versiaumen, Herrn Prof. Dr. C. F.
Baeschlin fiir seine Hilfsbereitschaft bei der Bearbeitung des vorliegen-
den Themas seinen Dank auszusprechen.

Literatur

Prof. T. Banachiewicz: Was sind die Formeln neuer Art? Acta Astronom.
c. Mai 1929, Krakau.
— Etudes d’analyse pratique. Cracovie, 1938.
a) Einflull der Gewichte auf die Resultate.
b) Bemerkung zum Zentralblatt fiir Mathematik, Bd. 17, 416.
¢) Ordinary formulae, cracovians and matrices. Acta Astronom.
c. 3, 1938, Juillet, Cracovie.
— On the computation of inverse arrays. Acta Astronom. c. 4. Avril
1939, Cracovie.
— a) Contrdle des opérations avec les cracoviens.
b) Ein Beispiel der Krakovianentechnik. Acta Astronom. c. Dé-
cembre 1938, Cracovie.

Henry Jensen: Herleitung einiger Ergebnisse der Ausgleichungsrechnung
mit Hilfe von Matrizen. Kopenhagen 1939.

Prof. Dr. K. Weigel: ,,Geodezja‘ Warschau, 1938 (in polnischer Sprache).



	Die Lösung der Normalgleichungen nach der Methode von Prof. Dr. T. Banachiewicz : sogenannte "Krakovianenmethode" [Schluss]

