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Metrik und Einheitssysteme in der Elektrodynamik

von H. Schilt.
Herrn Prof. Dr. W. SCHERRER zu seinem 60. Geburtstag gewidmet.

(11.1.1954.)

Es ist eine merkwiirdige Tatsache, dass in den Darstellungen der
Relativititstheorie nur das Gaullsche oder das Heavisidesche Mass-
system benutzt wird?). Besonders auffallend ist diese Tatsache bei
Hunp, der die iibrige Elektrizitiatslehre so darstellt, dass die For-
meln fiir alle gebriuchlichen Einheitssysteme gelten. In diesem Auf-

‘satz soll gezeigt werden, dass man auch die Formeln der Relativi-
titstheorie allgemeingiiltig schreiben kann. Dabei ergeben sich
zwanglos Beziehungen zur benutzten Metrik, wenn man auf den
geometrischen Charakter der Feldgrossen achtet.

Zunéchst legen wir unsern Betrachtungen den gewohnlichen drei-
dimensionalen Raum zugrunde.

Wenn eine elektrische Probeladung e vorgegeben ist und fest-
gelegt 1st, was Kraft F' bedeutet, so konnen damit experimentell

und theoretisch die Felder F und B definiert werden, und zwar mit
der Beziehung:

F = ¢E + ¢ &B. (1)

Hierin sind F und B kovariante Vektoren, und B ist eine kontra-
variante Vektordichte, ¥ ein kontravarianter Vektor. Die Felder E
und B gentigen der 1. Gruppe der Maxwell-Gleichungen:

rotE—|~x~ai;=0, divB=0. @)

x 1st ein Umrechnungsfaktor und ist gleich der elektrischen Feld-
1) Man vergleiche etwa: v. Laug, Die Relativitidtstheorie (1952, Vieweg) und

Huxp, Einfiihrung in die theoretische Physik, II, p. 2691f. (Blbhographxsches
Institut, Leipzig 1951).
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stiarkeeinheit, dividiert durch die Geschwindigkeitseinheit und die
Induktionseinheit.

Die Felder D und H sind zunichst nur durch die zweite Gruppe
der Maxwell-Gleichungen definiert, die die Beziehungen zur Strom-
dichte § und der Ladungsdichte g herstellen:

rot H—4 %0 =145, divD=1Ie. 3)
Hierin sind H ein kovarianter Vektor, D eine kontravariante Vek-

tordichte, A und I7 Umrechnungsfaktoren?),
Aus Gleichung (3) folgt die Kontinuititsgleichung:

0o _
2_0. (4)

Die Felder D und H sind durch (3) nicht eindeutig definiert, ausser-
dem besteht kein Zusammenhang mit den Feldern E und B. Nur

durch die Einfiihrung einer Metrik gelingt es, diesen Zusammenhang
herzustellen. Dle Emfuhrung einer Metrik 1st notwendig, denn che

Felder £ und D bzw. H und B haben je verschiedenen geometm
schen Charakter. Den geometrischen Charakteren entsprechend kon-
nén die Beziehungen nur lauten:

D'=¢ Vg ¢"E; und B'= p,)g ¢* H,, (5)

vorausgesetzt, dass man nur lineare Beziehungen in Betracht zie-
hen will. Hierin sind ¢, und g, Umrechnungsfaktoren, g ist die
Determinante |g;;| des metrischen Fundamentaltensors g;; (1, k =
1, 2, 8), g* ist der zu g, reziproke Tensor: g% gy, = 6.

Erst mit der Beziehung (5) ist es mdaglich, die beiden Gruppen
(2) und (3) zu kombinieren, insbesondere um daraus die Wellenglei-
chung abzuleiten. Aus dieser ergibt sich die folgende Beziehung
zwischen den Konstanten:

1
% 4 &y pro = e (6)
Sonst besteht in der dreidimensionalen Darstellung keine weitere

1) Einheiten, fiir die I/ = 1 ist, heissen rationalisierte Einheiten.
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Einschrankung zwischen den Konstanten. In den verschiedenen

Ma@systemen haben diese folgende Werte3):

System 7 % A £ Ko
elekbrostatisches . . . .| 4m | 1 | 1 1 1/c
elektromagnetisches 47 | 1 1 1/c? 1
GaAUBS « » & + w s = s 4| 1/ 1/c 1 1
Heavistoe . . . . . . 1 1/c 1/c 1 1
107 Am 471 Vs
GorGr . . . . . . .. 1 1 1 i7Vs | 107 Am

Ubersichtlicher und in vielem deutlicher lassen sich die gleichen
Fragen in der vierdimensionalen Raum-Zeit-Welt darstellen. Die
Felder E und B werden durch den kovarianten Tensor @ ZUsSam-
mengefasst, dersich entsprechend (1) definieren lasst aus der Min-
kowsky-Kraft K, und der Vierergeschwindigkeit a*:

K, =-eu* DPirs (7)
aus @;; kann man die kontravariante Tensordichte e™ bilden:
g = Pix (8)

Imak gelade Perm. von 12 3 4.
Die erste Gruppe der Maxwell-Gleichungen kann dalgestellt wer-
den entweder durch:

aal-m ! :
sz =V (9)
oder durch
o(ptk 999“ 09%1 __
oxt + 0 xk + 0x? =,

wobei ¢ k I eitne Kombination zur dritten Klasse aus den Elementen,
123 4 sein muss. In (9) ist enthalten: » = 1.

Zur Formulierung der zweiten Gruppe der Maxwell-Gleichungen
1st eine kontravariante Tensordichte H?* nitig, die durch die Strom-
dichte s* definiert ist:

o Hik
Ly (10)
womit die Kontinuitatsgleichung
0s*

exfiillt ist. In (10) ist 2 = 1 gewiihlt.

3) Vgl. dazu: ScHiuT, Electricité (Griffon, Neuchatel 1950), p- 235ff.
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Fin Zusammenhang der Tensoren H** und ¢;; ist wiederum nur
nach Emnfiihrung einer Metrik formulierbar. Er lautet:

HE = AY[g] ¢ ¢ . (12)

Diese Gleichung gilt fiir alle Koordinaten- und Einheitssysteme,
wobel allerdings die Metrik mit dem Einheitssystem korreliert ist.
Bemerkenswert ist in dieser Gleichung die Tatsache, dass nur eine
willkiirliche Konstante A nétig ist, wihrend die entsprechenden
Gleichungen (5) zwei Konstanten enthalten. Das riihrt daher, dass
die Beziehung (6), die zwischen den zwei Konstanten erfiillt sein
muss, In (12) durch die Einfiihrung einer vierdimensionalen Metrik
ersetzt ist.

Eine Zusammenstellung mége die Korrelation zwischen Metrik
und Einheitssystem darlegen:

I A
Systeme mit Linienelement: ds? = da?+ dy?+ dz2— ¢? dt?
elektrostatisches . . . . | 4= ¢
elektromagnetisches . . | 4=x 1/e
1 - ! ,
Goorer . . . . ... .| 1 =ggc |H¥ = " g ; H4= —g, 0,
g © 0 o Pir o ¥Pia
Systeme mit Linienelement: ds? = da?+ dy?+ dz? — du?; u = ct
4 k . .
Gavss?) . . . .. .. 4 1 H = g H = — g,
HEeavisipe?) .. . . . . 1 1 5, k=1,2,3
System mit Linienelement: ds* = da?+dy?+dz2+di%; 1 = ict
WEYLE : » ¢ 2 ¢ 5 4 s 1 1 l He® = @,5 0,0=1,2,3,4

1) Es ist eine historisch bedingte Inkonsequenz, dass bei diesen Systemen in
den Formeln nicht u, sondern ¢ als Variable verwendet wird, so dass bei den zeit-
lichen Ableitungen der Faktor 1/c erscheint. Man vergleiche dazu die Ausnahme
in der Kontinuitatsgleichung, die durch die besondere Definition der Stromdichte
bedingt ist; es wiire eigentlich sinnvoller, wenn die Stromdichte so festgelegt wire,
dass der Faktor A auf der rechten Seite von (3) nicht erscheinen wiirde.
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