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Eine Bemerkung
tiber zufdllige Anordnungen
der natiirlichen Zahlen

Von H. Hadwiger, Bern

Wir betrachten eine zulallsartig gebildete Anordnung (Umordnung)
der Rethe der natiiclichen Zahlen

(1) 1, 2, 3, 4, ...,
etwa
(2) 17, 308, 44, 45, 407719, ...,

so dass also in der Rethe (2) jede Zahl der urspriinglichen natielichen
Zallenrethe (1) genau emnmal vorkommt. Hierbei kann es geschehen,
dass i der Rethe (2) zufillie konsekutive Zahlen, . h. solche, die
in der natiivlichen Anordnung (1) aufeinanderfolgen, cbeufalls nach-
einander auftreten. In der Anordnung (2) bilden die Zahlen 44 und 45
~ein derartiges konsekutives Zahlenpaar.

lis bezeichne nun W die Wahrscheinlichkeit dafiiv, dass in ciner
zutallsartigen Anordnung der natiivlichen Zahlen genau » konsekutive
Zahlenpaare auftreten. Der Wahrscheinlichkeitswert wird weiter unten

venauer defintert. — Bemerkenswerterweise hat nun die Wahrschein-
lichkeit W, fiir jedes » einen nicht trivialen Wert, . h. sie ist nicht
0 oder 1. Wir zetgen in dieser Note, dass
, 1
(3) PR, mss e
vie

ailt.  Man bestitigh leicht die Giltigkeit der Summenrelation

(4) NI

0
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In naheliegender Weise definieren wir die oben eingefithrte Wahr-
scheinlichkeit wie folgt: Iis bezeichne A die Anzahl der Permuta-
tionen der n Zahlen 1, 2, 3, ..., n, welche genau » konsekutive Paare
enthalten ). Dann setzen wir
(5) W, = lim l

H == 0 ?L .
vorausgesetzt, dass sich ein wohlbestimmter Grenzwert ergibt.

Die unten folgende Tabelle enthélt die 4 fiir 1< n <6,

S—
1g, 9 y &=
o 0 L 2 3 b 5
1 |
2 [ 1
3 3 2 1
4 11 9 3 1
5 53 44 18 4
§ 309 265 110 30 H |
Zunichst beweisen wir die (Hiltigkeit der rekursiven Beziehung 2)
_ ) n—1Y
( )) ‘4'1( - ( p ) “iln -y’

welehe darlect, dass es fiir die Frmittlung der Anzahlen ) ausreicht,
die Werte der 4"

et

d. h. die Anzahl der Permutationen ohne konse-
kutive Paare, zu kennen.

N Die Fragestellung ist verwandt mit devjenigen von (7. Sehulz i Aubaabe
Nr. 319 des Jahresberichtes der D. M. V. 52, 1942, S.69. IFine vorn Verfagser
eingereichte Lisung (noch nicht erschienen) stiibzt sich in methodiseher Be-
ziehung auf eine Abhandlung von fo. von Schrutha, Fine neue Kinteilung der Per-
mutationen, Math. Ann. 718, 1941, S. 246--250. Das niimliche tritft auch in hezug
auf die vorliecende Note zu.

2) Diese Rekursionsformel wurde von . von Schruthe auf empirischem Wege
gefunden (Brief voun 1L Mal 193 von L. von Sehrutha, Wien, an den Verfusser).



in Nachweis von (6) gelingt in der folgenden Weise: In der
nabitrlichen Anordnung

(7) 1,28, ...,n

der ersten n Zahlen lassen sich n—1 verschiedene konsekutive Paare
unterschewden, nimlich

(8) (L,2), (2,8), .... n—1,n).

Zuar Bildung einer Anordnung der n Zahlen mit » konsekutiven Paaren
haben wir zunidchst von diesen n—1 Paaren » Paare auszuwihlen.
Dureh diese Wahl werden konsekutive Sequenzen von Zahlen der
Rethe (7) bestimmt, die in der zu bildenden Anordnung sicher auf-
einanderfolgen miissen. s ist zweckmiissig, diese Sequenzen in der
Rethe (7) dureh Klammern zusammenzufassen, also beispielsweise

O 1,2 (3.4), 5, (6,7,8,9), 10, 11, (12, 13, 14), 15, ..., n.

Soll nun eine Anordnung erzeugt werden, welche genau die ausge-
wihlten » konsekutiven Paare und keine andern aufweist, so st die
Ziahlenrethe (7) so #u permutieren, dass etnnal die durch die Klammern
n (9 susammengefassten Sequenzen  erhalten bleiben und  dass
wetber keine neuen konsgckutiven Paare enbstehen.  Werden m (9)
die Einzelelemente und die Klammern als neue Minheiben betrachtet,
s0 kann (9) als eine neue Anordnung von n—v lileraenten betrachtet
werden.  Iine Permutation dieser lilemente fithrt nun gerade dann
7 einer Permutation der Rethe (T) der oben verlangten Figenschaft,
wenn diese keine in (9) aufeinanderfolgenden Flemente enthilt.  Die
Anzahl dieser Permutationen ist offenbar AY . Wenn wir jetst noch
beriicksichtigen, dass cine Auswahl der v konsekutiven Paare auf

-1 : L : 1
( ) verschiedene Arten moglich ist, gelangen wir so zu( ) A
v / v

N X\
verschiedenen Permutationen der wrsprimglichen Zahlenrvethe (7) mit

» konsekutiven Paaren. Damit ist die Rekursion (6) bewiesen.

Wenn man andererseits die Permutationen der ersten w Zahlen
mit » konsekutiven Paaven dadurch erzeugt, dass man die Zahl =
bei Permutationen der ersten w1 Zahlen it -1 bzaw. v baw. v |- |
konsekutiven Paaren an geeigneter Stelle einschiebt, so wird man ant
die Riicklauftormel
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(10) Ar= AT A (— 1) AL (e 1) A

il “he- L - |

" oehirende Per-

gefithrt., In der Tat entsteht eine zur Auswahl A2 o

mutbation dadurch, dass man

1. die Zahl n auf die rechte Seite der Zahl n—1 in einer Permutation
der A7\ hinsetzt. Hierfiiv bietet sich 1 Maglichkeit;

2. die Zahl n an eine beliebige Stelle der zu 4’
fionen sebzt mit Ausnahme der Zwischenplitze konsekutiver Zahlen
und des Platzes auf der rechten Seite der Zahln — 1. Hierfiie hieten
sich n—1-—» Moglichkeiten;

3. die Zahl n an einen Zwischenplatz konsekutiver Zahlen einer Permu-
tation der A2} einschiebt. Hierfiir bieten sich » - [ Moglichkeiten.

gehorenden Permuta-

Aus (10) und (6) ergibt sich nun die Riicklaufformel
(11) L=n—-104", + n—2)4",,

welche die rekursive Berechnung der Anzahlen A ermoglicht.
7 einem exphiziten Ausdruck gelangen wir auf die folgende Avt:
Wir bilden die erzeugende Funktion

B ox 2"
(12) D(x) = }_] Aﬁ,_l_l oy
o :

Wie sich aut Grund der Ricklaufformel (11) leicht verifizieren lisst,
ist die Funktion (12) eine Losung der Ditferentialgleichung

(13) (1) @' () — (L + a) @(x) =0,

deven Integration mit Ricksicht auf @(0) =1 die Darstellung
1.2

(14) D(z) = ¢ ( i-z)

ergibt.  Durch Multiplikation der Potenzrethen, welche die beiden
Faktoren in (14) tiwr [ 2] <1 darstellen, erhilt man die expliziten
Ausdriicke fir die Koeffizienten der Rethe (12), ndmlich ')

1) lis besteht eine enge Beziehung zwischen der Anzhl 1Y und der bei
siner Bulerschen Aufgabe (vgl. E. Netto, Lehrbuch er Combinatorik, Teubner
1927, S. 66—71) autbretenden Anzahl P9 derjenigen Permutationen, die kein
Iilement auf ihvem Platz belassen. — Wie man aub Grund der expliziten
Darstellungen bestiitigen kann, gilt die Relation

AY = (= L (- 1) PR
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1 " L
5 A = (e 1) (A 1Y (e )N (e Y
(15) L= (1" -+ +DE--1) anJ( T

[ Hinblick aul die Relation (6) gewinnt man so

L6 A= — )" ! L NTT R AR A N Y
e v =0

Nun kann man leicht bestiatigen, dass

~ . R 1
( I | ) I/Vl' == ll[n 7—7? S —
et Tl p!le

ist. Damit st unsere Behauptung (3) bewiesen.
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