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Extremale Bahnbeschleunigung Heinz Blatter

Ein Planet bewegt sich auf einer Ellipse um die Sonne. In
jedem Punkt der Bahn wird er durch die Gravitation auf die
Sonne hin beschleunigt. Ein Teil dieser Beschleunigung wirkt
senkrecht zur momentanen Bewegungsrichtung und ein Teil
parallel dazu (Abb. 1). Der senkrechte Anteil der Beschleunigung

bewirkt eine Krümmung der Bahn, der tangentiale Anteil

eine Veränderung der Geschwindigkeit. Es ist aus
Symmetriegründen ersichtlich, dass die senkrechte Komponente in
den Apsiden extremai wird, maximal im Perihel und mimimal
im Aphel. Die tangentiale Komponente, die sogenannte
Bahnbeschleunigung, wird Null in den Apsiden und muss
deshalb irgendwo dazwischen extremal werden.

Die Frage ist nun: Wo auf der Bahn ist die Bahnbeschleunigung

extremal?
Antwort:
Die tangentiale Komponente gt der Gravitationsbeschleunigung

ist (Abb. 1)

(1)

Für den Winkel a zwischen der momentanen Bewegungsrichtung

und der Richtung zur Sonne gilt (Blatter, 1983)

sin a
b"

\ 2ar-r2 (3)

wobei a und b die grosse, resp. kleine Halbachse der Bahnellipse

und r wieder der Abstand Planet-Sonne ist. Die
Gleichungen (2) und (3) und die Beziehung

cos a-^j\ -sin2c (4)

in die Gleichung (1) eingesetzt ergibt eine Beziehung zwichen
der Bahnbeschleunigung und dem Abstand r:

g, G M V 2àr-r -b
r4(2ar-r2) (5)

Abb. I
Komponenten der Gravitationsbeschleunigung vertikal und tangential

zur Bewegungrichtung des Planeten.

Die radiale (auf die Sonne gerichtete) Beschleunigung ist nach
dem Newtonschen Gravitationsgesetz

M
g G;r

Die Bahnbeschleunigung g, wird jetzt extremal, wenn der
Radikand (Ausdruck unter der Wurzel) extremal wird. Das
Maximum oder Minimum einer Kurve, die durch eine
Gleichung gegeben ist, kann durch Differenzieren gefunden
werden. In diesem Falle muss die Funktionsgleichung

2ar-r2-b2
r4(2ar-r2)

nach der Variabein r abgeleitet werden. Das Resultat ist

y' 2
-2r3+8ar2+r(-8a2-3b2)+5ab2

r4(2ar-r2)

(6)

(7)

(2)

Die Extrema findet man durch Nullsetzen von y', oder was
hier das gleiche bedeutet, durch Nullsetzen des Zählers auf
dem Bruch. Das ist eine kubische Gleichung für die
Unbekannte r, deren Lösungen durch die etwas komplizierten
Lösungsgleichungen für Gleichnungen 3. Grades gefunden werden

können. Heutzutage kann das einfacher mit einem
numerischen Verfahren auf einem Taschenrechner,, der
entsprechend ausgerüstet ist, gerechnet werden. Das Resultat
ist in der Abbildung 2 graphisch dargestellt. Die Abbildung
zeigt den gesuchten Abstand r in Abhängigkeit vom Verhält-
niss b/a der kleinen zur grossen Ellipsenachse.

In der Abbildung 3 wird dasselbe Resultat gezeigt, aber an
Stelle des Abstandes r stehen die entsprechenden Anomalien,
die wahre Anomalie V und die exzentrische Anomalie E (Abb.
4). Die Beziehung zwischen den Anomalien und dem Abstand
r sind

wobei G die Gravitationskontakte, M die Sonnenmasse und r
der momentane Abstand des Planeten von der Sonne ist.

a( 1-e
1 + e c o s V a(l"-e cos E) (8)
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mit der Exzentrizität e der Bahnellipse
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Abb. 2

Verhältnis r/a des Bahnpunktes mit extremaler Bahnbeschleunigung
in Abhängigkeit vom Verhältnis b/a der kleinen zur grossen Ellipsenachse.

Abb. 3

Wahre und exzentrische Anomalie des Bahnpunktes mit extremaler
Bahnbeschleunigung in Abhängigkeit vom b/a der kleinen zur grossen

Ellipsenachse.

Abb. 4

Zur Definition der wahren (V) und exzentrischen (E) Anomalie des
Planeten P. Die Sonne S steht in einem der Brennpunkte der
Bahnellipse.

Das Problem der extremalen Bahnbeschleunigung bietet
auch ein hübsches Beispiel für Mittelschulen. Es vereinigt
Geometrie, Analysis und Physik, die etwa vor der Maturität
verfügbar sein sollte.
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