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Regelungstechnik

Entwurf robuster Regler mit der

H._-Methode

In diesem Aufsatz wird eine neuere, bewahrte Methode fiir den
Entwurf von Reglern vorgestellt, welche zu robusten Regel-
systemen flhrt. Die H.-Methode arbeitet mit Frequenzkenn-
linien (Amplitudengangen bei einschleifigen Regelkreisen,
Singularwertverlaufen bei Mehrgrdssensystemen). Mit den beim
Entwurf zu wéahlenden Frequenzkennlinien wird das Regel-
system so geformt, dass die spezifizierten Eigenschaften des
Regelsystems (wie Bandbreite, Regelungsgtite im Passband,
Resonanziberhéhungen der Empfindlichkeit und der komple-
mentaren Empfindlichkeit sowie Robustheit gegen Modellie-
rungsfehler im Sperrband) resultieren. Algorithmisch ist die H..-
Methode besonders einfach, indem lediglich zwei algebraische
Matrix-Riccati-Gleichungen (z.B. mit Matlab) zu [6sen sind.

Einleitung

Wir betrachten ein klassisches Regel-
system mit dem im Bild 1 dargestellten
Signalflussbild.

Die Regelstrecke hat die Ubertra-
gungsfunktion Gy(s) und das Zustands-
raummodell

X(t) = Ax(t) + Bsu(t)
V(t) = Cyxy(t)+ Du(t) (1)

Die Spezifikationen fiir das robuste
Regelsystem werden durch Anforderun-
gen an die Bandbreite @, und an die Am-
plitudengiinge der Empfindlichkeit S(s)
und der komplementiren Empfindlich-
keit 7{(s) ausgedriickt:

G, (s)K(s)
I(s)=
1+G, (s)K(s)
(2)

Dabei bezeichnen wir als Bandbreite @,
die Durchtrittsfrequenz der Kreisverstir-
kung L(s)=G(s)- K(s) oder der Empfind-
lichkeit; |L(jw.)=1| oder [S(a.)| =1.

S(s)= TG (s)K(s)

Die H.-Methode

Ubersicht

Beim Entwurf eines robusten Reglers
mit der H.-Methode erginzen wir das
Signalflussbild des Regelsystems (Bild 1)
entsprechend einem frei wihlbaren «Ge-
wichtungsschema». Dabei erhilt das er-
weiterte Regelsystem einen neuen fikti-
ven Eingangsvektor w und einen neuen
fiktiven Ausgangsvektor z.
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Das Gewichtungsschema wird so ge-
wiihlt, dass die interessierenden Grossen,
zum Beispiel die Empfindlichkeit S(s)
und die komplementire Empfindlichkeit
T(s), multipliziert mit frei wiihlbaren Ge-
wichtungen W..(s) in der Ubertragungs-
matrix 7.,(s) auftreten.

Die Frequenzkennlinien der Gewich-
tungen werden so gewiihlt, dass die Spe-
zifikationen fiir das Regelsystem mit dem
als Losung resultierenden H.-Regler er-

fiillt werden. Die nachfolgenden Ab-
schnitte erldutern die H.-Methode am
Beispiel des sehr populdren S/KS/T-Ge-
wichtungsschemas.

Systemerweiterung, Gewichtungs-
schema

Das Gewichtungsschema des im Bild 2
gezeigten erweiterten  Regelsystems
wird S/KS/T-Gewichtungsschema ge-
nannt, weil in der Ubertragungsmatrix
T.,(s) die mit W,(s), W,(s) und W,(s) ge-
wichteten Grossen S(s), K(s)S(s) bzw.
T(s) auftreten:

W, (s)S(s) |
T, (s)=|W,(s)KS(s) (3)
W, (s)T(s)

Wahl der Gewichtungen

Der Algorithmus der H..-Methode ver-
sucht, das Problem zu losen, die H..-
Norm der Ubertragungsmatrix T..(s)
unter den frei wihlbaren, positiven Wert y
zu driicken:

T (S)] <Y 4)

Falls dieses Problem eine Losung hat,
gelten fiir die Amplitudengiinge der drei
Komponenten der Matrix 7.,(jw) die fol-
genden Ungleichungen:

r e . U Y
K o (5 04 >
Bild 1 Signalflusshild des Regelsystems
o W, il
W, I8, TP
=i e 2 Y z
{’) o K - G, W, ——

Bild 2 Standard-S/KS/T-Gewichtungsschema



Robuste Regelsysteme

| W,(jw)S(jw) | < v fiir alle @
| W (jwK(jw)S(jw)| <y firalle o (5)
| W,(jo)T(jw) | < y fir alle ®

Als Standardwert verwenden wir y= 1.

Als Gewichtungen wiihlen wir aufgrund
der Spezifikationen fiir das Regelsystem

1 1
w s W =
L (s) 3(s) (5) 2(s)

i 6)
und W (s)==
T(s)

wobei die Amplitudenginge
S(jw), R(jo) und [T(jw) %)

bei allen Frequenzen @=0...c obere
Schranken fiir die entsprechenden Gros-
sen des resultierenden Regelsystems dar-
stellen:

1S(ja))1s\§(ja))\ fiir alle @
K(j) S(jw) <R (jw) fir alle ® ®)
T(jw)<|T(jw) fiir alle @

Durch geeignete Wahl dieser drei
Schranken konnen wir erreichen, dass
alle einleitend erwihnten Anforderungen
an das Regelsystem erfiillt werden.

Losen des abstrakten H..-Problems

Aus Bild 2 abstrahieren wir das allge-
meine Grob-Signalflussbild des erweiter-
ten Regelsystems des H..-Problems ge-
miss Bild 3. Der messbare Ausgang y der
erweiterten Strecke entspricht in unserem
Fall der Regelabweichung e, ihr beein-
flussbarer Eingang i der Stellgrosse u.

Fiir die erweiterte Regelstrecke ermit-
teln wir aufgrund des in der Einleitung
erwihnten Modells und der gewihlten
Gewichtungen ein Zustandsraummodell
in der folgenden Form:

X(t)=Ax(t)+ Byw(t) + Byii(t)
Z(t)= Cix(t) + Dyyw(t) + Dysii(t) )
V(1) = Cax(t) + Dyyw(t) + Do (t)

Die folgenden Voraussetzungen sind
notwendig (und fiir einen geniigend gros-
sen Wert von ¥ auch hinreichend) fiir die
Existenz einer Losung des H..-Problems:

a) [A, B,] stabilisierbar

b) [A, C] detektierbar

c)oDy) <y

d) D },D,, invertierbar, das heisst D), hat
vollen Kolonnenrang

e) D, D75, invertierbar, das heisst D, hat
vollen Zeilenrang

A- jol B,
f) C‘I DlZ

hat vollen Kolonnenrang fiir alle o.

(10)
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A- jol B,
B | 6, o,

hat vollen Zeilenrang fiir alle @.

(1

Dabei sind a) und b) Eigenschaften der
Regelstrecke, und c) bis g) konnen durch
geeignete Wahl der Struktur des Gewich-
tungsschemas und der Gewichtungen

. stets erfiillt werden.

Um den Algorithmus der H..-Methode
in kompakter Weise anschreiben zu kon-
nen, fithren wir die folgenden Substitu-
tionen ein:

B=[B, B, ]
D, =[D1| D,,
—_[DITIDH_'YZI DITIDIZ
DITZDII DITZDIZ
S=BR"B" 12
A=A-BR™'D]C,
0=CcT¢, -€C'D,R"'D.C,
Gl -
G=[G‘J=R“(B’K+D,’,c1)

wobei K die Losung der ersten Riccati-
Gleichung ist

A 1
R=1-—D/| D,
y?

TQ: D:lk—lDzrx
- 1 "
Cc=C,-D,G, +y—2D“R”D,’,D,:GZ

=T =] =

[}
1]

9}
=
a

1 a
__~G:D|T:D|:Gz __GZIDIT:DanDlrlDuGz
) Y

0. oan 2l
A=A-B,G,+—B,R"'D"D,G, -B,R"D}, R
7

-l

c

0=B,R"BI -B,R"D, R DR B
H=[P‘C" +B,R"D], ]R‘I

(13)

wobei P die Losung der zweiten Riccati-
Gleichung ist.

Algorithmus zur Losung des H..-Pro-
blems:

(i) Lose die algebraische Matrix-Ric-
cati-Gleichung
0=KA+A" K-KSK+Q (14)

(ii) Lose die algebraische Matrix-Ric-
cati-Gleichung

0=AP+PA"-PSP+Q (15)
(iii) Zustandsraummodell des resultie-
renden Reglers:
&(1)=[A-B,G, - B,G,
~H(C, -D,G, -D,,G,)J&(t)+Hy(1) (16)
i(t)=-G,E(1)
Anmerkung: Gesucht ist die einzige

symmetrische Matrix K, so dass die Ma-
trix A-SK eine Stabilititsmatrix ist, bzw.

P, so dass die Matrix A-PS eine Stabi-
litdtsmatrix ist. (Matlab liefert automa-
tisch die richtigen Losungen.) Die Matri-
zen K und P sind positiv-semidefinit,
falls das H..-Problem eine Losung hat.

Ordnungsreduktion und Balancierung

Aufgrund der Systemerweiterungen
fiir den Entwurf des H..-Reglers resultie-
ren im Regler im allgemeinen einige
Modi, die fiir das Eingangs-Ausgangs-
Verhalten des Reglers praktisch kaum
relevant sind. Die Ordnung des Reglers
kann dann entsprechend reduziert wer-
den. Dies kann mit dem Algorithmus von
Moore erfolgen [1, Kap. 2.8], [2, Kap.
6.4]. Die Ordnung wird schrittweise so
lange reduziert, als keine «spiirbare» Ver-
schlechterung des Regelsystems eintritt
(Empfindlichkeit, komplementire Emp-
findlichkeit, Nyquist-Kurve, Sprungant-
wort).

Bei der Balancierung geht es darum,
ein Zustandsraummodell des Reglers zu
erhalten, das numerisch moglichst gut
konditioniert ist. Der obengenannte Algo-
rithmus von Moore liefert dies als Neben-
produkt. Alternativ kann die resultierende
Ubertragungsfunktion des Reglers mit
einem Zustandsraummodell realisiert
werden, das aufgrund einer besonderen,
physikalisch sinnvollen Strukur inhérent
numerisch problemlos ist [5].

Umsetzung auf digitale Regelung

Im allgemeinen werden wir den Regler
mit einem Digitalrechner realisieren. Fiir
die Umsetzung des erhaltenen zeitkonti-
nuierlichen Reglers in einen entsprechen-
den zeitdiskreten eignet sich die Methode
der bilinearen Transformation [, Kap.
2.9.3] am besten.

Anwendungsbeispiel

Die Regelstrecke besteht aus der Serie-
schaltung eines Tiefpasses 1. Ordnung
und einer Totzeit:

e—{T

1+sT

G, (s)= mit7=0,285,1=0,19s5 (17)

Forderungen fiir den Reglerentwurf:

a) Durchtrittsfrequenz der Empfindlich-
keit: @, = 2rad/s. (Bei dieser Kreisfre-
quenz hat die Totzeit eine Phase von
-0.T =-7/6.)

b) Stationirer Nachlauffehler der Sprung-
antwort < 1% (= S(0) £0,01)

¢) Robustheit
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Wir wiihlen das Standard S/KS/T-Ge-
wichtungsschema gemiss Bild 2 mit den
Gewichtungen: W, als Tiefpass 1. Ord-
nung mit dem statischen Ubertragungs-
faktor W,y und der Durchtrittsfrequenz
wy, W, klein und konstant, um die obige
Voraussetzung d) strukturell bereits zu
erfiillen, und W, im wesentlichen als
PD-Element mit dem statischen Uber-
tragungsfaktor W, und der Durchtritts-
frequenz .

_~+W\0 2

1
W (s)= =i mltW‘a=§,m,=10mu
e=10"s/rad

Da wir fiir den Reglerentwurf ein
Streckenmodell endlicher Ordnung be-
notigen, approximieren wir G, mittels
eines Padé-Allpass-Elements der Ord-
nung k [2]. Die letztere bestimmen wir
so, dass die Kreisfrequenz mit einem
Phasen-Approximationsfehler von etwa

W, (s)= 1 mit W,, =100, /6 bei 3w liegt:
I
2
. Weo (18) k230, = k=[150,7]=8 (19)
w, =——rad/s
6T Fiir die erweiterte Regelstrecke 11.
W, (s)=10"" Ordnung resultiert aus dem H..-Algorith-
w z
"| erweiterte 2
u Strecke v
K(s) |+
Bild 3 Signalflusshild
des H.-Regelsystems
10
o=
B o}
) ]
& : : :
B 20}
o : T(jw)
: Wy (jo)
ot g — (o)
: - -  We (jo)
40 E—< T . :
107 10" 10’ 10' 10° 10°
Bild4 Frequenzkenn- ® [rad/s]
linien des Regelsystems
2
[
|
[
1 A [
71 o
sl /
Sl
Fof---+-tp3 == -
Bl
N
21 -=- |
[
[
[
st !
-2 -1 0 1 2
. Re{L(jo
Bild5 Nyquistkurve des {LGw)}
Regelsystems
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mus ein robuster Regler 11. Ordnung. Es
zeigt sich, dass die Ordnung dieses Reg-
lers mit dem Algorithmus von Moore
praktisch ungestraft auf 3 reduziert wer-
den kann. Der reduzierte Regler hat das

Zustandsraummodell
[ 0,253 3,590 2,395
E(r)=|-3,262 0,832 20,952 |E(1)
| -1,328 -11,607 -5,007
[ -0,829
+| 1,219 le(t) (20)
| —1,8480
u(1)=[-0,808 -0,390 -6,711]&(r)
+0,376e(1t)

Die Eigenschaften des zeitkontinuier-
lichen Regelsystems werden mit den
folgenden drei Bildern visualisiert: Bild 4
zeigt die Amplitudenginge der Empfind-
lichkeit und der komplementiren Emp-
findlichkeit sowie deren Entwurfsschran-
ken. In Bild5 ist die Nyquistkurve
L(jw)=G(jw)-K(jw) des aufgeschnitte-
nen Regelkreises und in Bild 6 die Ein-
heitssprungantwort des Regelsystems
dargestellt.

Schlussbemerkungen

In diesem Aufsatz haben wir die H..-
Methode zum Entwurf eines robusten
Reglers fiir einen einschleifigen Regel-
kreis diskutiert. Die Methode verallge-
meinert sich in trivialer Weise auf den
Mehrgrossenfall: Anstelle der Amplitu-
dengiinge treten die Singularwertverliufe
[1, Kap. 2.3]; aber die im Abschnitt «Die
H.-Methode» angegebenen Gleichungen
bleiben unverindert.

Der mathematischen Vollstindigkeit
halber sei hier erwihnt, dass wir uns im-
plizit auf Regler ohne feedthrough be-
schrinkt haben. Diese Beschrinkung
konnte beseitigt werden, wobei die Vor-
aussetzung ¢) eliminiert werden konnte;
ein echter Fortschritt wire dabei aber in
der Praxis nicht zu verzeichnen.

In der Praxis haben wir es natiirlich
mit nichtlinearen Systemen zu tun. Hiu-
fig lassen sich diese Systeme aber lokal
linear behandeln, wobei das linearisierte
Modell von einigen wenigen Betriebs-
punkt-Parametern abhingt (hier 7 und 1).
In diesen Fillen konnen wir die LPV-
Idee' verwenden: Die Kenngrissen der
lokal robusten linearen Regler werden in
geeigneter Weise als Funktionen der Be-
triebspunkt-Parameter der Regelstrecke
dargestellt. In unserem Beispiel ist die
folgende durch k; bis ks parametrisierte
Repriisentation der Ubertragungsfunktion
des Reglers besonders geeignet:

"LPV als Abkiirzung von «linear parameter varying»

57



Robuste Regelsysteme

_ ko kys+1
HR=hRes kaskgsz+2k5kss+l
mit
k1=0,687  k;=2,50 k3=0,0351

ky=-0,0351 ks=0,0629 k=0,123 (21)

In diesem Sinne ist in [5] das etwas
anspruchsvollere Problem der Kraftstoff-
regelung eines Benzinmotors mit Drei-
wegekatalysator fiir den gesamten Be-
triebsbereich behandelt worden.
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Conception de régulateurs robustes
avec la méthode H..

Cet article présente une méthode permettant la concep-
tion de régulateurs destinés a des systemes particulicrement
robustes. La méthode H.. travaille avec des caractéristiques
de fréquence (caractéristiques des amplitudes pour circuits
régulateurs a boucle simple, gradients de valeurs singulieres
pour systemes a grandeurs multiples). En choisissant, lors
de la conception, les caractéristiques de fréquence appro-
priées, le systeme de régulation prend forme de fagon a
générer les propriétés spécifiées du systeme (telles que lar-
geur de bande, qualité de régulation dans la bande, acuité de
résonance de la sensibilité et de la sensibilité complémen-
taire ainsi que la robustesse aux erreurs de modélisation
dans la bande d’inhibition). Sur le plan des algorithmes, la
méthode H.. est extrémement simple puisqu’il suffit de
résoudre deux équations algébriques de matrice Riccati

Sprungantwort

(p. ex. avec Matlab).
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Bild 6 Einheitssprungantwort des Regelsystems
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