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ur Praxis der Volksschule

Beilage zu Nr. 7 der ,Schweizerischen Lehrerzeitung®,

1902.

15. Febrnar , - N 2.

Behandlung der Ellipse an Sekundar- und gewerb-

lichen Forthildungsschulen.
Von Gust. Frauenfelder. %

Die Behandlung der Ellipse an Sekundar- und gewerb-
lichen Fortbildungsschulen ist keine leichte Aufgabe; denn
einerseits ist die Lehre der Kegelschnitte (Ellipse, Hyperbel,
Parabel) so ausgedehnt, dass hierfir an genannten Schulen
die ndtige Zeit mangelt und auch die Schiiller nicht mit hin-
langlichen Vorkenntnissen ausgeriistet sind; anderseits gilt fiirs
geometrische Zeichnen: Der Schiiler soll nicht nur wissen, wie
man konstruirt, sondern auch stets, warum die angegebene
Konstruktion zu einer richtigen Lisung fiithrt; blosses Zeichnen
nach Rezept ist verwerflich. Und doch zeichnet man an allen
gewerblichen Fortbildungsschulen und auch an vielen Sekundar-
schulen Ellipsen. Dazu notigt einmal das haufige Vorkommen
dieser Kurve; vor allem aber ist es das Projektionszeichnen,
diese an den Sekundarschulen immer mehr gepflegte, die Raum-
vorstellung so ungemein fordernde Disziplin, die zur Be-
sprechung der Ellipse zwingt. Unter den etlichen Dutzenden
von Ellipsenkonstruktionen sind nur wenige, die an Sekundar-
und gewerblichen Fortbildungsschulen erklart und gezeichnet
werden konnen; zwei derselben will ich niher ausfiihren.

1. Im Projektionszeichnen bringen wir den Schiilern zum
Bewusstsein, dass eine Strecke, eine allseitig begrenzte Fliche
gleich ihrer Projektion ist, wenn sie der Projektionsebene
parallel ist, dass aber ihre Projektion sich verkleinert, wenn
der Neigungswinkel zur Projektionsebene wichst. Liegt ein
Rechteck so, dass die als Liinge bezeichnete Seite der Projek-
tionsebene parallel ist, so wird nur die Breite verkiirzt und
die Rechteckfliche verhilt sich zu ihrer Projektion, wie die
Breite des Rechtecks zu deren Projektion. Drehen wir einen
anfinglich in der Projektionsebene liegenden Kreis um einen
seiner Durchmesser, so bleibt dieser unveriindert, wihrend der
zu ihm senkrecht stehende Durchmesser die stirkste Ver-
kiirzung erleidet; alle zu letzterm parallelen Sehnen werden in
demselben Verhiltnis gekiirzt. Die durch Projektion des
Kreises entstandene Kurve ist eine Ellipse; der unverkirzte
Durchmesser heisst grosse Axe, der dazu senkrechte ist die
kleine Axe.
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Um also aus dem Kreis K vom Radius a eine Ellipse
von den Halbaxen a und b zu erhalten, haben wir alle zu b
parallelen Kreissehnen im Verhiltnis a:b zu kiirzen; dies ist
am einfachsten dadurch zu bewerkstelligen, dass wir den
Kreis K, iiber der kleinen Axe b ziehen. Aus dem Kreispunkt
P erhalten wir den Ellipsenpunkt P’, indem wir durch R, als
Schnittpunkt von PM mit Ki, eine Parallele zu a ziehen; denn

PS:P'S = PM:RM; also
PR PSS —a b

Dies ist die einfachste, von den Schillern am leichtesten zu

verstehende Ellipsenkonstruktion.

An den gewerblichen Fortbildungsschulen kann man unter
Umstdnden noch einen. Schritt weiter gehen und auch die
Tangenten in die gefundenen Ellipsenpunkte konstruiren.
Wihrend wir némlich den. Kreis K um die Axe a aus der
Projektionsebene herausdrehen, bis seine Projektion zur Ellipse
E geworden ist, bleiben die Punkte der Axe, also auch der
Punkt T der Kreistangente t in Q, fest. Kommt Q nach Q/,
so wird t zu t' und da t in Q zwel aufeinanderfolgende Kreis-
punkte enthélt, muss auch t’ in Q zwei aufeinanderfolgende
Ellipsenpunkte enthalten, d. h. t* ist Ellipsentangente in Q.

Es ist nicht schwer, mit den Schiilern die Formel zur Be-
rechnung der Ellipsenfliche abzuleiten. Ziehen wir zwei sehr
nahe zu b parallele Seh-
nen, so konnen wir die
zwischen ihnen liegenden
Kreis- resp. Ellipsen-
flichenstiicke als Recht- - T\
ecke betrachten, wenn g
wir nur die Sehnen hin- f
langlich nahe genug
ziehen. Der Kreisflichen- ¥
streifen verhalt sich zum ;

Ellipsenflichenstreifen,
wie a: b, und da dieses
Verhaltnis sich  nicht
indert, wenn das Sehnen-
paar parallel zu sich
selbst - verschoben wird,

so gilt:

-

Indessen darf der praktische Wert dieser Formel fiir Leute
mit blosser Volksschulbildung nicht iiberschitzt werden, da nur
in einer kleinen Zahl von Berufsarten die Fliche einer Ellipse
zu berechnen ist.

Ganz wertlos und verwerflich ist es aber, an genannten
Schulen den Umfang einer Ellipse berechnen zu wollen, ab-
gesehen davon, dass hierfiir keine geschlossene Formel existirt.*)

2.. Haufiz wird die Ellipse als der Ort eines Punktes
definirt, dessen Abstinde von zwei festén Punkten, den Brenn-
punkten, eine gegebene Strecke zur Summe haben. Jeder
Lehrer an Sekundar- und Gewerbeschulen, der die Ellipse
behandelt und zeichnen lisst, sollte diese Entstehung der Kurve
veranschaulichen. Befestigt er auf der Riickseite eines grossern
Reissbrettes ein Blatt Papier, schligt zwei durch eine diinne
Schnur verbundene Nigel ein, so dass ihr Abstand kleiner als

Kesly—ra:-'b
a.BE = b.K = ba’x
E — aba

¥) Der Ellipsenumfang kann mathematisch nur durch elliptische
Integrale gegeben werden. Die in einigen Lehrmitteln (Ebneter, Stocklin)

.| gebrauchte Naherungsformel U = (a +b) # gibt zu ungenaue Ergebnisse;

nicht viel besser ist die von Hrn. Rorschach beniitzte Naherungsformel
U = 7 Y262+ 1. Die Fehler sind um so betrichtlicher, je grosser das

Verhiltnis —: ist, und zwar gibt die erste Formel zu wenig, die zweite zu
U St

a & i :

viel; fir = 5 gibt (a + b)7 einen Fehlbetrag von ca. 7 und T 22+ b?)

einen Uberschuss von ca. %— Brauchbare Resultate erhielte man erst durch

die von Prof. J. Camus in Turin gegebene, mir durch Hrn. Gewerbeschul-
g la=ijelx

direktor Roner in Ziirich mitgeteilte Naherungsformel: % e
a .

Die maximale Abweichung ergibt sich fiir —%—(a.nm‘ih‘) = 7, indem hier die

Formel % des Umfanges zu viel liefert; fiir % = 2 ist der Uberschuss

noch 431 , wihrend fiir dieses Axenverhiltnis die erste Formel iiber ‘5};

zu wenig und die zweite ca. % zu viel gibt. In Schlomilchs Logarithmen-

tafeln findet der Leser die Linge von Ellipsenquadranten.
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die Schnurlinge ist, und fihrt nun mit dem Bleistift der an-
gestreckten Schnur entlang, so sehen die Schiiler eine grosse
Ellipse vor ihren Augen entstehen. Thre Aufmerksamkeit ist

5 -
7 St Z
r -+ r2 = 2a,

so gesteigert, dass die grosse Mehrzahl herausfindet, dass wenn
eine Ellipse, deren Axenkreuz vorgezeichnet ist, derart erzeugt
werden soll, die zwei Stifte an der Schnur so zu befestigen
sind, dass ihr Abstand gleich der grossen Axe (2a) ist und
dass die Nagel auf der grossen Axe je im Abstand a von den
Endpunkten der kleinen Axe einzuschlagen sind. Nicht nur
finden die Schiiler, wie die Kurve zu erhalten und nachher
auch mit dem Zirkel punktweise zu konstruiren ist, sondern
was noch mehr wiegt, die Form, die Schonheit der gross-
gezeichneten Kurve priagt sich ihnen tief ein. Sie sehen, wie
die Kriimmung in den Endpunkten der grossen Axe ihr Maxi-
mum besitzt und wie sie von da aus nach beiden Seiten all-
milig abnimmt, um in den Endpunkten der kleinen Axe ihr
Minimum _zu erreichen. Sie erkennen, dass zufolge dieser
stetigen Anderung der Kriimmung die Ellipse streng genommen
nicht aus Kreis-
bogen  zusam-
mengesetzt wer-
den kann, da
ja diese in threm
Verlaufe kon-
stante Kriimm-
ung besitzen und
beimZusammen-
schluss von
Kreisbogen ver-
schiedener Ra-
dien ein Sprung
in der Kriimm-
ung  entsteht.
Gerade diese Er-
kenntnis ist wichtig; denn vielfach halten die Schiiler, und
zwar nicht nur solche mit bloss Sekundarschulbildung, die in den
Schulen haufig gezeichneten, ;
aus vier Kreisbogen zusam- i
.mengesetzten Ovale fir El-
lipsen. Ich will beildufig er- v
wihnen, dass durch nebenan
gezeichnete, zuhanden des
Lehrers gegebene Konstruk-
tion die Mittelpunkte der
Kriimmung in den Scheiteln
der Ellipse zu erhalten sind.
Nur wenn grosse und kleine
Axe wenig verschieden sind,
die Kriimmung sich also lang-
sam andert, fallen grossere Stiicke der Kreise annihernd mit der
Ellipse zusammen; doch ist aus obgenannten Griinden ein
Zusammenschluss der Kreise unmdglich. Den Beweis, der von
Schiilern der Sekundar- und Gewerbeschulen nicht erfasst werden
kann, findet der Lieser in ,Konstruktive Geometrie der Kegel-
schnitte“ von A. Breuer (Verlag von Bachmeister in Eisenach).
Selbstverstandlich muss den Schiilern gezeigt werden, dass
die durch Projektion eines Kreises entstandene Kurve identisch
ist mit der nach der 2. Art erhaltenen. Will man dies ele-

Kriimmungszentre n der Ellipsenscheitel.

mentar beweisen, so muss man zur Algebra greifen; es kann
somit der Beweis nur von Schiilern der 3. Klasse Sekundar-
schule verstanden werden. Es gibt ihnen derselbe zugleich
Gelegenheit, diese
ibnen anféinglich 2 5
abstrakt vorkom- i
mende Disziplin i
anzuwenden. Es 7 :
sei also P’ ein :
Punkt der Ellipse B
B, die aus dem o/ N i
Kreis K erhalten i
wurde, indem die A4 4 S M
Abstande der
Kreispunkte von
der festen Axe
AB im Verhalt-
nis a:b gekiirzt
wurden; also:
PSEPS =~ hi-a
P — by -
Die Abstinde des Punktes P’ von der kleinen und der grossen
Axe nennen wir resp. x und y; dann ist :

P82 — a2 — x2

b2
also: P82 = y2 = (a2 —x?) s

Bezeichnen wir noch die Abstinde der Brennpunkte F1 und F2
vom Mittelpunkt mit ¢, wobei ¢ — a —b?, und die Strecken
PF1 und P‘F2 mit resp. ry und ry, so haben wir:

2
Bt = Yo — P = (=) op o — P

2
— b2——x2:—2+c2 — 2ex 4 x2

j‘:‘j
&

rnp—a——X

e
r2:a+—a—'x
r; + 1, — 2a

Die meisten der iibrigen Ellipsenkonstruktionen erfordern
zu ihrem vollen Verstindnis theoretische Kenntnisse, die an

N

Analog erhalten wir:

Mittelschulen und
zum Teil erst an
Hochschulen erwor-
ben werden kon-
nen. Wenn mitun-
ter an gewerblichen
l{Fortbildungsschu-
len solche gezeich-
net werden, so ist
dies zum Teil auf
die angewandten
Lehrmittel zuriick-
zufiihren, sei es,
dass sich  diese
selbst den Fehler
zu schulden kom-
men lassen, sei es,
dass sie fiir hohere

7

A

Schulen berechnet sind. Die in einigen Lehrmitteln fiirs
Linearzeichnen enthaltene, nebenan gezeichnete Ellipsen-

konstruktion kann von den Schillern erst einigermassen ver-
standen werden, wenn ihnen die erste der hier besprochenen




: Ellipsendarstellung vollig klar ist. Zunichst ist zu beweisen;
dass die Konstruktion fiir den Kreis gilt; AMB & CDE; u=—1/,
u' 4 v=1900; u- v=90% w—90; alsohegtPaufK nun

erkennen die Schiiler, dass die Konstruktion auch fiir die aus
dem Kreis }urch PrOJekthﬂ entstandene Ellipse Giiltigkeit haben
muss.

Zum Schlusse erwihne ich noch eine
einfache Konstruktion von FParabelbogen,
i die ihrer Schonheit wegen in der Praxis
vielfache Anwendung finden und deshalb
an gewerblichen Forthildungsschulen zu
zeichnensind. Zu diesem Zwecke definiren
wir die Parabel als eine Kurve, deren
Tangenten auf irgend zwei derselben @ahn-
liche Punktreihen bestimmen. Sollen A und
B durch einen Parabelbogen verbunden
werden, der in A und B die Geraden a
und b zu Tangenten hat, so teilen wir a und b in je dieselbe
Anzahl gleicher Teile, nummeriren die Punkte, wie dies in der

i

Fig. angegeben ist und verbinden die entsprechenden
Teilpunkte; je grosser die Zahl der Teile ist, um so deut-
licher entsteht die Kurve, eingehiillt ...z
von thren Tangenten, vor unserem =
Auge. Tragen wir auf beiden Ge- £
raden iber A und C, resp. iher B
und C hinaus unendlich viele Teile
ab, so ergibt sich, dass die Tangenten
allmilig die Richtung der Diagonale
CD des durch ABCD bestimmten
Parallelogramms annehmen, dass sich
also die Kurve allmilig zu beiden ~

Diese Kon-
struktion kann auch im Physikunterricht verwendet werden.

Seiten in der Richtung jener Diagonale erstreckt.

Fiallt das aus der Brunnenrihre fliessende Wasser bei B auf,
so ist AB die eine Diagonale des Parallelogramms, die andere
gibt die Richtung an, die das fallende Wasser schliesslich

annimmt. Dadurch ist die e e
Parabel bestimmt, und die % =
Kurve  kann gezeichnet % \§
werden.

Nun wissen wir auch,

dass die von Delabar (Heft
I. Fig. 87 a) angegebene
Ellipsenkonstruktion ~Nihe- N
rungskonstruktion ist; sie
liefert eine aus vier Parabel- |
bogen zusammengesetzte
Kurve.

Aus unsern Erorterungen ergibt sich zur Geniige, wie
vorsichtig der Lehrer in der Auswahl geometrischer Konstruk-
tionen vorgehen soll," will er nicht nur Hand und Auge seiner
Schiiler iiben, sondern auch deren Verstand schirfen und ihnen
iiberdies Brauchbares auf den Lebensweg mitgeben.

/7

Vier Brrabiluzgen.

-

¥

Etudes et Esquisses.
Le corps humain.
1k,
La téte.
Quelles sont les parties principales du corps humain? (la
téte, le tronc et les membres).
Comment nomme-t-on l’ensemble des os qui forment la
boite osseuse de la téte? (le crane).
Que renferme-t-il? (le cerveau).
I est le siége de quoi? (de l’1ntelhorence)
Qu’est-ce qui garnit la peau du crane? (les cheveux).
De quelle couleur sont-ils? (noirs, bruns, blonds, chatains,
TOUX).
-Comment deviennent-ils/quand on vieillit? (ils grisonnent)
Et encore plus tard? (ils blanchissent).
Que dit-on des cheveux qui se roulent en forme d’an-
neaux ? (on dit qu’ils bouclent).
Chez qui le font-ils souvent naturellement? (chez les
enfants).
Comment nomme-ton quelques cheveux roulés ensemble
de cette facon? (une boucle de cheveux).
Quand on n’a plus beaucoup de cheveux, on commence
a devenir quoi? (chauve).
Quel est le nom de la partie antérieure de la téte de
Phomme? (la face ou le visage).
Qu’entend-on par le teint d’une personne? (le coloris
naturel de son visage).
Comment est-il? (frais, brun, halé, jaune, plombé, pale).
Quelles sont les différentes parties du visage? (le front,
les tempes, les yeux, le nez, les joues, les oreilles, la bouche,
le menton).
Le front est considéré comme le siége de quoi? (de la
pensée et du sentiment).
Ou sont les tempes? (entre le coin de I'eil et le haut de
Poreille).
Pourquoi un coup sur une tempe est-il souvent mortel?
(parce que le crine est trés mince & cet endroit).
Les yeux sont l'organe de quoi? (de la vue).
Que dit-on d'une personne qui a perdu un «il? (qu’elle
est borgne).
Et quand une personne ne voit pas du tout? (elle est
aveugle; elle est affligée de cécité).
Comment appelle-t-on un médecin qui a pour spécialité
de s’occuper des maladies de I'wil? (un oculiste).
Comme Vil est trés délicat, il est protégé par quoi?
(par les sourcils et les cils).
Comment s’appelle la membrane mobile qui recouvre I'ceil
quand il se ferme? (la paupiére).
Quand par exemple ferme-t-on les yeux? (pour dermir).
(& suivre.)

2%
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Stilisirte Pflanzenmotive.
Alngfose _Glockenblume -

Knozpe

Yord: Ansicht "_Hinl (Ynsichl

Vord. Ansicht

Vord, Lunsichf . :
Pinsich 1. Enzian. Blite violett

(Ultramarin und Karmin) und blau
(Ultram. mit Preussischblau und
Karmin), Blitter dunkelgriin und
hellgriin (Preussischblau und In-
dischgelb).

2. Glockenblume. Bliite
violett (hell und dunkel), Blétter
hell- und dunkelgriin, Stil blass-

3. Alpenrose. Bliite rot
(Krapplack oder Karmin), Bliiten-
rohre etwas dunkler, Blitter
griin  (Preussischblau, Indisch-
gelb und Indigo), das Mittelblatt

gelbbraun, Stil briunlich.

!

Segenreich.
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