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Beziehungen zwischen der Symmetrie des
Kristall-, Fourier- und Patterson-Raumes

Von WERNER Nowackr (Bern)

Seit; einiger Zeit beschiftigt uns die Frage der Beziehungen der Sym-
metrie eines Kristallraumes, seines reziproken Raumes mit Gewicht
(= Fourierraum) und des zugehorigen Pattersonraumes. Die ersten erhal-
tenen Resultate sind in einem herauskommenden Buche ,,Fourier-
synthese von Xristallen und ihre Anwendung in der
Chemie, dessen Manuskript letztes Jahr dem Verlage eingereicht
wurde, enthalten. Die letzten Publikationen von BUERGER (1949, a, b;
1950, a, b) befassen sich ebenfalls mit diesem Problem.

“Es seien folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

v = Kristallklasse (Punktsymmetriegruppe) des Kristallraumes
(K-Raum)

vk = Hochstsymmetrische Untergruppe erster Art von yy

v, = Laueklasse des K-Raumes = y. = Punktsymmetriegruppe des
[F[2-Korpers = yg +(C;—1)

I'y = Raumgruppe des K-Raumes

yr = Punktsymmetriegruppe des F-Korpers

yp = Punktsymmetriegruppe des Pattersonraumes (P-Raum)

I’ = Raumgruppe des P-Raumes.

Zu jedem K-Raum kann der reziproke Raum mit Gewicht
(= Fourierraum) konstruiert werden. Jeder Punkt (h, k, 1) des rezi-
proken Gitters erhilt das Gewicht F (h,k,1) = |F (h, k, 1)|e?*®%D ange.-
schrieben“.f Wegen des Abfalls der Atomformamplituden f; und der End-
lichkeit der Wellenldnge A weist dieser F-Raum aber keine Periodizitdt
auf und wird deshalb besser als F-Korper bezeichnet. Seine Symmetrie
ist diejenige einer kristallographischen Punktgruppe yp. Die Kenntnis
dieser Gruppe yy d.h. der Symmetrie des F-Korpers alleine gentigt aber
im allgemeinen nicht einmal zur Bestimmung der Kristallklasse g,
geschweige denn der Raumgruppe I, des K-Raumes, wie dies aus Tabelle
la und b hervorgeht.
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Tabelle 1

a) Beziehungen zwischen yp, I'y und yg im zweidimensionalen Fall

Nr. der I Zah.'l.d.
a-Kl. Yr X I‘K Yx
1 | ¢ —1 Ci -pl;CFf—plg 2 |C, —-1;C, —m
2 | C, —2 ¢l —p2;CE—p2gg; C'~p2gm; 3 G, —2;C;—2mm
3 | C —3 C -p3 1 |C —3
4 | C, —4 ¢ —p4;Cll—pagm 2 |1C, —4;C,—4mm
5 | C, —6 CL —p6 1 |C, —6
6 | C, —m C! ~plm 1 |C, —m
7 | G —m e lm (=C}) 1 C, -m
8 | C,,—2mm | C}, —p2mm 1 |Cyp—2mm
9 | Cp—2mm | C¥ —c2mm (=C) 1 |Cp—2mm
10 | C—3ml| C, —p3m1l 1 |C,—~3ml
11 | C,—31m | CT —p31lm(=CL) 1 [C,—3lm
12 | C,,—4mm| Cj, ~p4mm 1 |C,,~4mm
13 | C;,—6mm | C;, —p 6 mm 1 |Cg—6mm
Total Total
13 17
b) Im dreidimensionalen Fall
Nr. der sym. hemisym. asymmorphe | Zahld. .
a-Kl. ¥F Iy I'y Iy Iy {g-Klassen)
1 C, -1 C @ Cz, C32, D54, 124 3| Cy, G, Gy, Cyy, Dy,
022,4),8, C:(32,3)’ 04’ 03’ 06
0%2,3)
2 ¢ -1 & O Col, Diplo, | 13 Ciy Cons> Doy
D14 15,16,27
3 C, —m c (24 3 s Coy
4 Cg —m c c2 2 C, C,
b Cop —2 Ci Epnmta D3°, Clp 11+2) G, Gy, D, Cypn D,
| p@m@s
6 | Cpg—2 | Cf | G |DE O G2, |15+4| Oy Cyy Dy Co Curs
Cgl,?? D;s,ﬁ),ﬂ,ﬁ), D3’ 06’ DG
g 0534,5)’ Dgﬁ,a)
7 | Cpg—2/m| Chy | Di D3, Ch, | 8 | Cas D Cas Dy
D4h
8 Cehﬁ —2/m| C3 | D™ D3 7 Cens Doy
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Nr. der " sym. hemisym. asymmorphe | Zahld. Yk
a-Kl. r I K I K 'y K I K {g-Klassen)
9 | Gy —mm C;,, Déi’ Ci,:ﬂ 5 Cops Days Cyy
10 |Cyg—mm | C3f 1 Cyy
11 | C,,, —mm | C¥ cn 2 c,.,C
vy 2v 4v 2v? 4v
12 | Cy,5 —mm | CJ} 1 s
13 02\75 —Imm Céi 1 C2v
14 | D,, —222 D3 Dy by>* 6 D,, Dyy, D,
15 Dg'g — 222 DI D 2 D,, D,,
16 Dzy — 222 D3 DY 2 D,, D,
17 | Dy ~222 DS | D= DED 341 D,, D,;, D,
18 | Dy, —mmm| D}, D014 4 D,,, D,y
19 | Dypg—mmm D3 1 Dy
20 | Dyy,, —mmm| D 1 D,,
21 | Dy —mmm| D3} 1 D,
22 |G, —§ C; Cs, T3 4 G, Gy, T
23 CSia -3 Cgi T]?.’Ts 01110 4 C;ir Ths O,
24 |C;,,—3m (& 1 C,,
25 | Dy, —-§2 D? g, o8 441 D,, D,;;, O
26 nga—3m ng ]. D3d
27 | Cgs w-i_’)_ C Gy C? 4 C;, Gy Gy
28 |Cy5 —3 Ci, D;, Ci, 3 Cais Dgg» Cop
29 C3V8 —3m C;v Cév 2 03v’ Cﬁv
30 |Gy, =3 mm| Ci, Ci. 2 Cyes Cgu
31 |D;5 —32 D2 D3, , 2 D,, D,
32 D3e _§2 D:i ng’ Dsn Dg 4 D3’D3d’ DzhsDe
33 Dsda _«:3_ m ng Dgh 2 Dsd’ Dsh
34 | Dy, —3m D!, Di, 2 D, Dg,y
35 C:31: _6 C%h 1 0311
36 DshS - 6 m 2 Dgh 1 D3h
37 | Dy, —6m2| Dy, 1 D;y,
38 |C, —4 Ci Cor* 4 c,, C,.,
39 043 _;4 G Céov 2,6,7,8 2 o Cur
40 '8, ~4 Si Cins Doy " Clus Dg’:s 12 S4s Cins Dags Dyy
D16
41 S4ﬁ _Z SZ D;?i Cgh’ D;%v Su DEd’ 0411’
D, Tq Dy, Ty
42 |C —4mm| Ci, 1 C,.
43 Ci:; —4mm Cév 1 sz
4 |C,, —4/m Cih Dih Di'hﬂ 4 Cins Dy
45 C4hﬁ —é/m Cih Dii 2 Cuns Dy
46 Dzda—‘_12 m | Dj4 Digs™ 4 Dyy5 Dyy
47 D2d8 —‘%2 m ng 1 Dﬁd
48 Dedﬁ""%2 m ng Di?; 2 Dzd, D4h
49 Dﬂdy ~42m | D} 1 D,,
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Nr. der sym. hemisym. asymmorphe | Zahld. Y&
a-K1. ’F I K I X I K I K (g-Klassen)
50 |D,, —42 | D! | Dy s | D,,D,
51 | D, g — 42 DS 1 D,
52 |D,,,—4/mmm| Dj, 1 D,
53 | D,ug~4/mmm| D} 1 D,
54 |C; —6 C: . 2 Ces Cqy
55 |C;, —6mm| Ci, 1 o
56 |C;, —6/m Célh Dgy 2 Con»> Dsn
57 |D, —62 D; 1 D
58 |D,,-6/mmm| Dj, 1 Dsn
59 T, -—23 T! 4 R b 0* 4 T, Ty, Ty, O
60 TB —23 T T, T 0t, 0} 5 T, T,, Ty, 0, O,
61 |T, -—23 T3 1 T
Y
62 |T,, —m3 T} o3 2 T,, O,
63 | T, g —m3 T 1 T,
64 T, y —m3 di 1 T,
65 |T,, —43m| T} O, 2 Ty, O,
66 Tdﬁ —43m | T2 o 2 Ty, Oy
67 |T,, -Bm| T 1T,
68 |0, —43 ot 014 2 0, O,
69 OB —43 o? (04 2 0, O,
70 Oy —43 0k 1 0
71 |0y, —m3m! O} 1 0,
72 104 —m3m O 1 0O,
73 10,, —m3m| Of 1 O,
Total Total
73 219+11

In dieser Tabelle wurden nicht die gewshnlichen Kristallklassen der
geometrischen Kristallographie (sog. g-Klassen), sondern die von
BURCKHARDT (1947) und dem Verfasser (N1corLr und Nowackr, 1935)
eingefilhrten arithmetischen Kristallklassen (sog.a-Klassen) ver-
wendet. Es zeigt sich immer wieder, wie {ibersichtlich dieser Begriff die
Verhiltnisse zu gestalten vermag, wenn er auch keineswegs Allgemeingut
der Kristallographen geworden ist. Es gibt mehr a- als g-Klassen (in der
Ebene 13, im Raume 73). Dies riithrt daher, dass der arithmetischen
Indquivalenz der zu einer g-Klasse gehorigen a-Klassen die Verschie-
denheit der Stellung derselben Symmetrieelemente dieser g-Klasse
gegeniiber einem Koordinatensystem, dessen Achsen die Richtungen und
Grosse eines primitiven Translationstripels haben und die mit Spiegel-
ebenen oder Drehachsen zusammenfallen oder deren Zwischenwinkel
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halbieren, entspricht. Die verschiedenen, zu einer g-Klasse gehorigen
a-Klassen werden durch einen griechischen Buchstaben als Index gekenn-
zeichnet. Tm iibrigen sei auf unsere Arbeit (1935) verwiesen.

Es ergibt sich nun folgender Satz, mit Hilfe dessen Tabelle 1 abge-
leitet wurde.

Satz iiber die Symmetrie des F-Kaorpers:

Die Symmetriegruppe v, des zu einem K-Raum gehori-
gen F-Korpers ist gleich der Gesamtheit der durch den
Nullpunkt des K-Raumes gehenden, translationsfreien
Symmetrieelemente, m.a.W. gleich der Symmetriebedin-
gung oder der Eigensymmetrie des Nullpunktes in der
betreffenden Raumgruppe Iy des K-Raumes.

Translationshaltige Symmetrieelemente, d.h. Schraubenachsen und
Gleitspiegelebenen, welche durch den Nullpunkt gehen, bewirken, wie
bekannt ist, eine Phasendnderung. Gehen hingegen Drehungsachsen,
Drehinversionsachsen oder Spiegelebenen durch den Nullpunkt des K-
Raumes, so kommen diese in der Punktsymmetriegruppe yy des F-Kor-
pers wieder vor. Nach FEpoRrROF¥F (1900) unterscheidet man symmorphe,
hemisymmorphe und asymmorphe Raumgruppen. Eine Raumgruppe I';
ist symmorph, wenn es in ihr Punkte der Eigensymmetrie y gibt, wobei
yi die zu I’ entsprechende Kristallklasse ist (Beispiel: 'y =0}, yx = Oy
Punkte der Symmetrie O, sind in O} vorhanden). Es gibt insgesamt
73 symmorphe Raumgruppen (8) [FEDOROFF (1900), NiGaLI und NoWACKI
(1935)]. Man erhalt sie durch Einsetzen der 32 g-Klassen an die Gitter-
punkte der 14 Bravais-Gitter, wobei man noch die verschiedenen Stel-
lungsmoglichkeiten der Symmetrieelemente zu den Translationskompo-
nenten beriicksichtigen muss. Lisst man in den 73 symmorphen Raum-
gruppen alle Translationen gleich null werden, so erhilt man die 73
a-Klassen. Eine Raumgruppe I'y ist hemisymmorph, wenn es in ihr
keine Punkte der Symmetrie y, wohl aber der Symmetrie ¢, gibt,
wobei ¢’ die htchstsymmetrische Untergruppe ersten Art (nur Drehungs-
achsen) von yy ist (Beispiel: Iy =0}, y =0, yx =0; Punkte der Sym-
metrie O sind in O} vorhanden). Es gibt 54 hemisymmorphe Raum-
gruppen (h). Alle iibrigen 92+ 11 Raumgruppen sind asymmorph (a)
[vgl. Tabelle III, S. 326—7 in N1goLI und Nowackr (1935]. Dem Charak-
ter von I'y und der Wahl des Nullpunktes entsprechend erhidlt man
Symmetrien vy, des F-Korpers, welche mit ¢ iibereinstimmen oder eine
Untergruppe davon sind. In den gebriuchlichen Raumgruppentabellen
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sind die Punktsymmetrien aller Punkte angegeben; diejenige des Null-
punktes ist gleich yp.

Unser Satz entspricht dem Theorem of reciprocal symmetry von
BurrcER (1949, a, b). Mit seiner Hilfe kinnen simtliche Beziehungen
zwischen den F (h, k, 1), den |F (h, k, I)| und den « (h, k, 1) fiir alle Raum-
gruppen sogleich angegeben werden. Ein Teil derselben ist in den Tabellen
von LoNsSpALE (1936) in explicite aufgefithrt. Dies sei an einigen Bei-
spielen auseinandergesetzt :

1. I'x = C}, —P2/m = symmorphe Raumgruppe, yg =Csp,—2/m,
yp = Copnq.—2/m = Punktsymmetrie des Nullpunktes in I'x; gleich-
wertige Flichen allgemeiner Lage in C,, sind hkl, hkl,hkl, hkl (=
allgemeine ,,Form® von C,,), somit wird F (h, k, 1) = F(h k1) =
F(h,k,1) = F(h k1) [B=0,A (k1) =Fh,k D]

2. I'g=C}3 —Cec = hemisymmorphe Raumgruppe, yx = Cs 5~ 2mm,
vi;=Cag— 2, yp= Cyp—2 = Punktsymmetrie des Nullpunktes in I';
gleichwertige Flichen allgemeiner Lage in C, sind hkl, hkl, somit
wird F (h,k,1) = F (h, k, 1) und wegen F (h,k,1) = |F (h,k,1)]efe®=D
|F (b, k,1)| = |F(h,k,1)| und « (h, k,1) = « (b, k,1). Ausserdem wegen
des Satzes von FRIEDEL (Laueklasse = y;, =y¢ +C;=Dy}5)
F(hk )| = |FEED| = |[FEED| = [F(hkD| = |FhED| =
= |F(h,k,I)| = |F(h,k,1)| =|Fh, k1)

Alle diese Beziehungen gelten fiir irgendwelche hkl-Werte. Wei-

tere Beziehungen zwischen den « (h, k, 1)-Werten ergeben sich fiir
spezielle Indizes:

h+k=2n,1=2n o {h,

) = —a(h, k1) =
md(h, :j) w a(—,k,l)='rr—-az( ’E:i)z
a+a (b k1) = 7—a(h k,1)
h+k=2n+1 F=0.

3. I'g=D;~P 2,2,2, = asymmorphe Raumgruppe, yg =D,, —222, in
I'k keine Punkte der Symmetrie D, vorhanden, yp=C; —1 = Punkt-
symmetrie des Nullpunktes in I'y; mehrere gleichwertige Flichen
allgemeiner Lage in C; gibt es nicht, hkl ist alleine, allgemeine
Beziehungen zwischen.den F (h, k, 1) bzw. « (h, k, 1) existieren nicht.
Wegen des Satzes von FRIEDEL wird (y;, =y +C; =D,y ,) allgemein
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|F(h’ k, 1)' = lF (}_11 E, I)l = lF(Bs k, 1)! = ]F(h’ E:I)l
~ [F(B,ED| = [FE KD = [Fh kD - |F b kD]

dazu kommen noch Beziehungen zwischen den « (h, k, 1) fur spezielle
hkl-Werte.

4. 'y =8} —P 4 = symmorphe Raumgruppe, ygx=S,,—%, yp=5,,—4
= Symmetrie des Nullpunktes in I'p; gleichwertige Flichen allge-
meiner Lage in S, sind hkl, hkl, khl, khl, somit wird allgemein
F(h,k1) =F(KE]l =FEh1T =TF(kh,I), d.h.

IF (b, %, 1)] = |F (B k )| = |[F(k h,I)| = |F (k b,I)| und
a(h,k,1) =a(h k1) = a(k,h, 1) = «(k,h,I.

Ausserdem wegen des Satzes von FRIEDEL (v, =y +C;=Cyp4)
IF(h, k1) = |F(RED = |FhkD = Fk k1| = |F & h,)

Damit ist das Vorgehen im Einzelfalle erliutert: man sucht die
Symmetrie y, des Nullpunktes der Raumgruppe auf, stellt sich die gleich-
wertigen Flichen allgemeiner Lage {hkl} (= allgemeine Kristallform)
von yp zusammen und erhilt damit die gesuchten allgemeinen Beziehun-
gen zwischen den F (h,k,1)- bzw. den «(h,k,1)-Werten. Wegen des Satzes
von FRIEDEL ergeben sich weitere Beziehungen zwischen den |F (h,k,1)|-
und fiir spezielle Indizes (h,k,1) eventuell weitere zwischen den «(h,k,1)-
Grossen. Auf diese Weise kénnen leicht alle 219+ 11 Raumgruppen in
explicite untersucht werden. Fiir den zweidimensionalen Fall sind die
Beziehungen zwischen den F (h, k) schon von PaTTERsoN (1935) (Table I,
p. 545) angegeben worden; Tabelle 1 mit Angabe der y, stammt aus
unserem Buche; iiber die Anwendung bei der Fouriersynthese vergleiche
BUERGER (1949, b). .

Nimmt man zur Symmetrie des F-Korpers die Ausléschungen
hinzu, so ergibt sich auch damit im allgemeinen noch keine eindeutige
Raumgruppenbestimmung, da es vielfach mehrere Raumgruppen I'p
gibt, welche dieselben Auswahlregeln erzeugen (Ausléschungseinhei-
ten): die qualitative Rontgenkristallographie reicht zur eindeutigen
Raumgruppenbestimmung nicht aus. Wire es aber méoglich, alle |F| und
alle « genau quantitativ zu messen, so wiire man prinzipiell im Stande, alle
Beziehungen zwischen den F (h,k,1) zu finden und damit die Raumgruppe
I'y eindeutig zu bestimmen; m. a. W. erst eine quantitative Rontgen-
kristallographie ist in der Lage, dies zu tun. Da es aber zur Zeit trotz der
gemachten Fortschritte im allgemeinen nicht mdéglich ist, alle Phasen-
werte zu bestimmen, kommt diese Art quantitativer Analyse (mit Hilfe
des F-Korpers) vorlaufig nicht in Betracht.
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Dies ist der Grund, weshalb man an Stelle des F- den |F|2-Korper
(SceDANOW, 1945) verwendet. Statt der F- werden die |F (h,k,1)[*>-Werte
den Punkten h, k,1 des reziproken Gitters beigegeben. Auch der |F|2-
Korper ist ein Gebilde ohne Translationen, dessen Symmetrie gleich der
einer kristallographischen Punktgruppe yp: mit yg.=y,=vg + C; ist,
d.h. die Symmetrie des |F[>-K&rpers gestattet nur die Laueklasse y, des
K-Raumes zu ermitteln.

Es sei erwihnt, dass uns Theorem 3 von BUERGER (1949, a, p. 201)
z.T. nicht ganz verstindlich ist. Dort heisst es beziiglich des Fourier-
Raumes: ,,. .. The position and absolute-magnitude symmetry is the same
as that of the point group isomorphous with the space group,...*; dann
wire in unserer Ausdrucksweise yp = yx. Wegen des Satzes von FRIEDEL
gilt aber yy =y = yL=vg +GC.

Nimmt man die Ausléschungen hinzu, so erhilt man im Raume 120
(BUERGER, 1942) und in der Ebene 10 verschiedene Ausléschungs-
einheiten. Die 10 ebenen Ausléschungseinheiten sind in Tabelle 2, nach
den 6 ebenen Laueklassen geordnet, vereinigt.

Eindeutig sind rontgenographisch nur vier ebene Gruppen, namlich
CIl —p2gg, Cl-p4, C[,—p4 mm und Cj, —p 4 gm bestimmbar.

Symmetrien des |F|2-Kérpers und Ausloschungen bilden die Grund-
lage der qualitativen Rontgenkristallographie; durch Ausfiihrung von
| F|2-Synthesen kann diese zu einer quantitativen ausgestaltet werden
(BUERGER, 1946).

Der Pattersonraum (P-Raum)
P(u,v,w = %Z |F (b, k, 1)|2 cos 2 7 (hu+kv+1w)
3

ist im Gegensatz zum K-Raum
p(x,y,2) = % S |F (b, k, ] cos [27 (hx+ky+1z)—« (h, k, 1)]
3

stets zentrosymmetrisch. Seine Kristallklasse v, ist einer der Laue-
klassen gleich. Der P-Raum besitzt ebenfalls (drei) linear unabhéngige
Translationen ; seine Raumgruppe sei I'p,. Es gilt folgender

Satz iiber die Symmetrie eines Pattersonraumes :

Die Ramugruppe I, des zu einem K-Raum gehérigen
P-Raumes ist der aus der arithmetischen Laueklasse y ent-
stehenden zentrosymmetrischen, symmorphen Raumgruppe gleich.

In Tabelle 3 a, b sind die gewonnenen Daten fiir die Ebene und den
Raum vereinigt. Alle zur selben arithmetischen Laueklasse y; gehorigen
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Tabelle 2

Die 10 ebenen Ausloschungseinheiten

I. Laue-Klasse C,—2

155

Nr. | Ausloschungssymbol |  Ausléschungen Ebene Gruppe
1 2p 2 - Ci—-p2; Ci—-pl
II. Laue-Klasse C2v—2 mm
hk | h0o | 0k
2 2 mmp— — — — — — CG,—p2mm; C —plm
3 2mmp-—g— — | — | k¥ | CG¥~p2gm; Cf-plg
4 Z2mmp—gg — h k CGl—-p2gg
5 2mme— — — h+k| — | — Cl—c2mm; CHl—clm
ITT. Laue-Klasse C,—4
| bk | ho | 0k
6 4p— ' s — S Ci—p4
IV. Laue-Klasse Civ —4 mm
hk | ho | 0k |
7 4mmp— — — — Ci,—p4mm
8 4mmp—g— — h k ClL—pd4gm
V. Laue-Klasse C;—6 mm
9 6p-— — ' CGi—p6; C;—p3
VI. Laue-Klasse Cgy — 6 mm
10 6 mmp— — - — Ci,—p6mm; CI,—p3m1l;

Cl —p3lm

Anmerkung: — bedeutet: alle Reflexe hk, hQ oder 01 vorhanden; h oder k
oder h+k bedeutet, daB die betreffenden Reflexe nur mit

h=2n, k=2mn oder h+k=2n vorhanden sind.
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Tabelle 3
a) Beziehungen zwischen I'y und I'p fiir die Kristallebene
Nr. I'y YL=7p Ty
] ¢ —pl;C— C, -2 Ci -p2
2 Cl —plm, C®—plg; C,—p2mm, | Cyy—2mm | C; —p 2mm
C,~p2gg C3y—p2gm
3 CHM_c1m(=CL); C¥—e2mm (=C},) | Cy—2mm | () —c2mm (2 C;,)
4 | Cl —-p4 o, —4 Cl —p4
5 C,—p4mm,Cl—p4gm C,,—4¢mm | C},—p4mm
6 Ct —p3; Ci—p6 Cs —6 Ci —~p6
7 Cl —p3ml, CE—-p3lm(=C},), Cey—6mm | Cj,—p 6 mm
Ci,—p 6 mm
b) Beziehungen zwischen I'y und Iy fiir den Kristallraum
YL = nicht I'y = Sym. des K-Raumes
zentro- | zentro- I, = ﬁ = Sym. des P-Raumes
Ll syrmmetr. symmetr. Anzahl
a-Klasse | a-Klasse | symmorph |hemisymmorph asymmorph
1 o |Cl 1
(o} Ci 1
2 C2ho¢ |C hl ;h Cg’hﬁ 4
Caq C; (0x4 2
& ct c? 2
3 Canp [Chl | oL 2
Cyg 5 1
C.p Cc? By 2
4 D‘Zha |D;h\ Dg,h2,4 Dg,:,9,12,13,11,6,8 16
T DlO, 14,16,15
2h
D,, | D} D35 4
Crog | Chy | Cpaesm | gree 10
5 Doug |D§ ‘ D3 2
D,g D! 1
Chg | CB | ©F 2
6 | D, DE | D D" "
D,, D¢ D! 2
Gy | OB | opm 3
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YL = nicht I'y = Sym. des K-Raumes
zentro- | zentro- I'py = | = Sym. des P-Raumes -
Nr. symmetr. symmetr. Anzahl
a-Klasse | a-Klasse | symmorph [hemisymmorph asymmorph
7| Dus D@ | pxee | DR 6
D, DS Df 2
Covs Cay Cay 044 3
C, 034 Cés, 16,17 4
veE v v
8 Csip |C3: | 1
s ci 1
9 Csi | Cs; 1
Cs ci o 241
10 | Di, DL | D 2
D, D} 1
08 v Cg v Cg v 2
n Dsas | D3 dl Dsq 2
D3 D; D§- 2+1
03 vd Cgv Cg v 2
12 Dy | D3| D2, 2
D, ])2 5 s Dg:® 241
C,, & Ci, Cs, 2
13 C4ha |Cih| Cih Cif 4
Ciy Cl ca@ 341
Sin SH 1
14 Cung EN Cla 2
C, B Ci 02 2
S, B SE 1
15 D4ha ‘ Dih| Dﬁ’ 4 Di’,f'7'3’9'1°'14'13’12, 16
= DLL15,16
4n
]:)4 " D} Di’ 5,6,(8,7),(4,8) 6 + 2
04 v Oi v CE"? 4 Ci': sf 8
Dy, a} D; d Dg d Dg'«f 4
Dyys DSy Dg® 4
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Yy, = nicht I'x = Sym. des K-Raumes
zentro- | zentro- I'y =] | = Sym. des P-Raumes
Nr. symmetr. symmetr. Anzahl
a-Klasse | a-Xlasse | symmorph (hemisymmorph asymmorph
16 D4 rf m D 1?1 Dﬁ; 20 4
D, B8 DS D;° 2
Cog | v | O ol !
D2 d B} D% d D;Od 2
D2 d ¥ D2]§1 D;?i 2
L Con | Con | Ch 2
06 Cé Cg.(‘l: 6),(2,8) 4 + 2
Csn Cin I
18 Dy | Déhf Dgn Dgf 4
D, D! DE @3 4+2
CG v Cé v Cg v Cg': 4
Dshb‘} Dgh Dgh 2
Dy e D3y D3y 2
19 Thn l T I T T 3
g T ™ 2
20 T, 8 | T | e 7 2
T B T2 1
21 T, y |T151 ] T 2
T p T3 i 2
22 Oy |0} | oz Ok 4
0, o Q26D 341
Tio T3 T4 2
23 Oup |0} | o} or® 4
0] B 03 o 2
T, B Tg Tg 2
24 Ony 10 | oy’ 2
(0] » (e} (0 2
T, » T3 i 2
Total Total
24 219+11

Anmerkung: Ist I'y = zentrosymmetrisch und symmorph, so I'n =1
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G=Csf-p7m =Ll -p2mm
Zs o . H, o e Y, ®
z,% e © ez © ©
- ' 127 23
) N ke o z§’©5} © ©
I I @ r
] | * ez s ¢ *
! |
! | ® . ] ]
1 o : o
i e | o ® © © ©
£l ; g
° * © © © ©
o o
[ ] ® [ ] L 2

®

Zs

]

« e
a Flg. 2. b
Fig. 1 und 2. Kristall- und Pattersonraum fiir CI —p 1 m und C},—p 2 mm.

Raumgruppen I'; sind im dreidimensionalen Fall in den Kolonnen 4—6
angefiihrt; die umrahmte Raumgruppe | | stellt die Symmetrie I, der zu
diesen I gehorigen P-Riaume dar. Wir erhalten 24 verschiedene
Gruppen I, die bereits in unserem Buche aufgefiihrt sind. BUERGER,
in seiner interessanten Arbeit (1950, b) unterscheidet 23 Gruppen; es
rihrt dies daher, dass bei ihm die Klassen D,,5 und D;,, zZusammen-
genommen werdenl). Nun sind die P-Riume fiir 'y =D3,—C 3m 1 und
D} ; — C 31 m doch wohl eindeutig unterscheidbar (bei D3 ; —C 3 m 1 gehen
die Spiegelebenen durch alle Trigyren, bei D!, — C 31 m nur durch ein
Drittel derselben).

1) Anm. bei der Korrektur: Inzwischen erschien eine Berichtigung in Acta
Cryst. 3 (1950) 243.
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I'p ist im allgemeinen nicht einfach gleich I' -+ C}, sondern gleich
der symmorphen Raumgruppe mit demselben Translationsgitter in der
Laueklasse, welcher der Kristall angehort; Beispiel: I'y =D; —P 2,2,2,,
v, = Doy, ~mmm, I'p +Cl =D}} —Pbcea oder D% — Pnma, jedoch
I'p=D}, —Pmmm.

Die Kenntnis von I alleine, ohne niheres Studium der Einzelheiten
der Pattersonsynthese, erlaubt im allgemeinen keine Bestimmung der
Raumgruppe I'z. Es ist nun aber von fundamentaler Bedeutung, dass
solch ein detailliertes Studium die Gruppe I'y (bis auf enantiomorphe
Paare) eindeutig zu ermitteln gestattet. Dies sei abschhessend noch an
einem ebenen Beispiele (vgl. Buch) gezeigt.

In den zwei Gruppen CI—p1m und C},—p 2 mm nehme man je
ein Teilchen (r) der Ladung Z_ und ein Teilchen (s) der Ladung Z_ in all-
gemeiner Lage an und konstruiere die dazu gehorigen Pattersonebenen
(Fig. 1 und 2). C und C}, kénnen, da sie zur selben Ausléschungseinheit
(Nr. 2 in Tab. 2) gehoren, mittels der Ausloschungen nicht unterschieden
werden. Die Pattersonebenen sind in Fig. 1b und Fig. 2b dargestellt. Sie
unterscheiden sich wesentlich darin, dass bei 1b nur eine Harkergerade
H,; H,, bei 2b hingegen zwei solche, H; H, und H, H, vorhanden sind.
Auch haben die Nicht-Harker-Maxima bei 2b ein doppelt so grosses
Gewicht. Trotz gleicher Gesamtsymmetrie ', =CL_ —p 2 mm sind diese
beiden Fille infolge der verschiedenen ,,inneren Symmetrie” ein-
deutig unterscheidbar.
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